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Du  ij.  Février  1751. 

Monsieur  ae  Lagny  demande  à  l'Académie 
la  Pemûffion  de  fiurè  imprimer  ion  nouvel  Ouvrage  fur 
l'Analyfe  ,  à  la  (ùite  des  Ouvrages  des  Académiciens 
dans  la  nouvelle  édition  de  Coignard  &  Compagnie  , 
dirigée  par  M'.  Godin.  Accordé  par  l'Acadénue  k  1  j 
Février  1731.  Fontenelle,  Secrétaire  ferfétnel 
de  l'Ac*d(mie  JSLpjidte  4<f  Sciences 


PRÉFACÉ, 


LE  Service  ia  Roi ,  le  progrès  de  la  Géo^ 
métrie ,  la  perfeiâion  des  Sciences  Phi- 
lico  -  Mathématique»  V  &  Iles  Arts  utiles  i  h 
Société,  voilà  l'ciBjirfÔt>t;JÏ-irte  propofe  dans 
cet  Ouvrage.  J'ai  f  riiicipàleinerit  ea  vue  de 
donner  amc  Officiers  de  la  Marine  des  Métho- 
des ponr  les  mettre  en,  état  de  découvrir  par 
eux  -  mêmes  tout  ce  qui  peut  contribuer  àper- 
feiflionner  la  Navigation  ;  c'eft  de  rAnàlyfe 
que  l'on  doit  attendre  tin  fecdurs  fi  utile  &  fi 
important,  puifque  c'eft  la  Science  de  faire 
des  découvertes- ,  c'eft  un  infiramenr  univei?- 
fcl  pont  rcfôudre  les  Problêmes  -,  mais  pour 
j'en  férvir  avec  fucccs ,  il  faut  pouvoir  le  ma- 
nier en  maître  ,  &  c'eft  un  degré  auquel  le& 
Çomfiien^ans  ae  peuvent  parvenir  par  le  k- 
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;c.ours  fcul  des^Livres  qui  ont  été  publiez^  jufoijei 
.:ici  fur  rAnàlyfe.    ;  :         :.        :^^   - 

-, ,  fiôux  ôËflsucks  àrilt€nt;â'OT<iiii4rîfè'Iêi!*M^ 

'Sans  CCS  Livret  tout  ce  qU'ilS:  défirent  ^  c'dl-à- 
dire ,  des  Méthodes  générales  pour  réfoudre  les 
Problêmes  de  tous  les  genres ,  de  toutes  les  ef- 
péces  &  de  tous  les  degrez  à  l'infini  ;  io.  pour  la 
FormE^les  "l^^éthbdes  ^ùTils  JT-irouvent  fdht  d'un 
accès  ditecifé ,  on  ne  peut  les  pénétrer  qiï* après 
un  travail  long  &  opiniâtre  de  plufieurs  années, 
ce  qui  rebute  le  plus  grand  nombre.  C'efl  M\  le 
Chevalier  Renau ,  *  fi  connu  par  Ton  zélé  poifr 
la  perfedionde  la  Marine  ,'  &  qui  propofoit !fi 
iouyenjt  des  Problçmes  furccfujer  à  l'Académie 
Royale  des  Sciences  dp^j:  iletpit  honoraire  j  qiji 
m'a  infpiré  le.defleip,  Oç, .travailler  à  un  trait^ 
çpmplet  de  l'Analyfé;,  pour  en  faciliter  Tétude 
aux  OfEçiers  de  la  Marine  ,  aux  Ingénieurs ,  & 
à^wus^çettxqvùonç  de  l'inclination  pour  le^ 
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,  'Jcïiai  rien  trouvé  de  plus  propre  à  mon  defl 
fçiri ,  que  les  découvertes  que  M',  de  Lagny  a 
.publié  dans  plufieurs  volumes  de  l'Académie 
JSloyale  des  SfienceS;^  &  5jue.^f,j^C;.Fqntenellp 
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*  Honoraire  de  t'j4cademe  kçyate^e'slS'ciinees ,  Ùonfeitler  dit  Con^ 
feil  dt  la  J^arine  ^  ÇhevàH^  Grmtd  OÎHx  (diVOr^i  Militaire  de 

,$aimJ.oms    (^^f^iêiftfnm  Ç^^Aj^A -^J^^ ik  <^^  MrÇ'^  wrf> 
IQ.Septenibh^iji^.        ^  ^ 
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a  toujours  accompagné  d'éloges  dûs  à  Ton  inéri- 
te  -y  j'en  connus/d'abord  tout  le  prix ,  j'y  ajppei^ 
çûs qu'il  fepropofoic^  tomme  moi,! de  perntct 
tionner  lesMéuiodes  aiuciénhes ,'  êc  d'en  iiwea» 
ter  de  nouvelles  y  je  lui  communiquai  raompro^ 
jet ,  il  le  trouva  de  (on  goût ,  il  le  regarda  comm'r 
un  gage  de  l'eârime  que  j'ai  coiiçûë  depuis  lon& 
tems  pour ^Perfonneâc pour fes Ouvrages > il  j 
répondit  avec  une  extrême  politeilè,  il  m'en  pr  ja 
même  avec  beaucoup  d'inftance ,  6c  voulut  bie^ 
me  communiquer  généreufemcnt  tousTes  écrits^ 
qui  cbntieiment  prés  detrei)te  volumies  in  folio  ^ 
mais  en  même  tems  ,  il  m'a  rendu  le  maître  de 
leur  donner  la  forme  ,  que  je  jugerois  la  plus 
propre  à  Jcs  rendre  utiles  au  Public.  •  ^'efperois 
d'abord  n'avoir  à  ftirmonter  que  la  longueur  du 
travail;  mais  j'ai  rencontré Jbieniidaocire&  diffi»- 
cultez.  ' 

Les  Mémoires  de  M',  de  Lagny  font  deAinez 
pourlesSçaviins  du  i''.  ordre  ,il  neli  pas  facile 
de  les  retotfcher  pour  les  ramener  a  ta  portée 
du  commun  des  Géomètres;  d'ailleurs  ce  font  dif- 
férentes Pièces  féparées ,  il  faut  d'abord  les  dé- 
velopper daft«  toute  leur  étendue  pour  les  met- 
tre dans  leur  jour,  ce  qui  ne  fait  qu'une  partit 
du  travail  $  car  il  ne  iùfnt  pas  de  former  chacun 
de  ces  membres  féparément ,  il  faut  encore  les 
réunir  enfemble  pour  en  compofer  un  corps  en- 
tier d'Analyiè(4e  qui  (amande  un  travail  enc&rb 
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plus  long  &  plus  difficile  -,  il  efl  vrai  que  ce  cra-^' 
J^iï\  éevièn^  agréable  par  les  nouveautez  que  l'on 
rencontre  fiir  fa  route  ^  êc  qui  croisent  à  mefure 
<iu  oniavincei.  Je  fais  foavent  parier  M'.  deLagny 
dansicet.Ouvrage,  &  fur-tout  dans  les  Serions 
du  fécond  Livre.  Je  voulois  même  lui  facrifîer 
^ut  rhonrieur  de  mon  travail,  il  a  fouhaité  au 
çbnTraice  qu^il  parût  fous  mon  nom  ^  mais  je  veux 
que  le  Public  fçache  ,  que  je  ne  prétend  point 
partager  avec  Icd  la  gloire  de  l'invention ,  qui  lui 
appartient  à  jufte titre.  ' 

Je  n'ai  rien  négligé ,  ni  dans  la  matière  ni  dans 
la  forme ,  pour  faciliter  aux  jeunes  gens  1  étude 
de  rAnalylc  ,  je  leur  préfente  dans  ce  premier 
volume  plufieurs  Mémôdes  générales  pour  ré- 
ibudre  tous  les  Problêmes;  j'entre  dans  tout  le 
'détail  néceffaire  pour  les  développer  dans  toute 
leur  étendue ,  &  pour  en  applanir  toutes  les  dif- 
fîcultez  Ce  volume  contient  toutes  les  Régies 
^générales  de  l'An^ilyfe  >  il  eft  divifë  en  trois  Livres 
qui  contiennent  la  réfolution  des  Problêmes  de 
tous  lès  genres ,  de  toutes  les  efpéces ,  &  de  tous 
les  degrez  à  l'infini. 

Danis  le  Livre  premier ,  j'explique  d'abord  ce 
que  c'eft  que  l' Analyfe ,  fa  nature ,  fon  objet ,  & 
comment  elle  procède  ;  on  y  trouve  enfuite  la 
Réfolution  des  Problêmes  déterminez  ou  des 
JEquations  de  tous  les  degrez  à  l'infini  dont  les 
Racines  font  rationelles  ,  je  donne  pour  cela 

trois 
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trois  Méthodes  difFéfentes.  La  première  eft  celle 
des  Formules ,  c'eft  l'ancienne ,  mais  elle  eft  ex- 
pliquée dans  un  détail  que  l'on  ne  trouve  point 
ailleurs,  pour  applanir  toutes  les  difficultez  capa- 
bles d'arrêter  ou  d'embarrafTer  les  Commençans. 
La  féconde  eft  la  Méthode  de  réfbudre  les  Equa. 
tions  par  le  terme  dominant.  Et  la  troifîéme  eft 
celle  des  Progreffions  Arithmétiques  dont  M'. 
de  Lagny  avoit  promis  l'application  qui  fe  trou- 
ve ici. 

Je  donne  dans  le  Livre  fécond  trois  Méthodes 
différentes  pour  trouver  les  racines  irrationelles 
des  Problêmes  déterminez  &c  des  Equations  de 
tous  les  degrez  à  l'infini. 

Ces  trois  Méthodes  donnent  les  fériés  infinies 
qui  expriment  le  plus  exadement  qu'il  eft  poC 
uble  les  racines  irrationelles  ;  mais  la  troifiéme 
Méthode  qui  eft  celle  du  triangle  des  Rapports 
eft  la  plus  parfaite  de  toutes,  parce  qu'elle  don- 
ne la  ferie  laplus  prompte  &  la  plus  convergente 
qui  fbit  pofuble. 

Cette  Méthode  du  triangle  des  Rapports  me 
donne  occafîon  de  traiter  à  fonds  la  Science 
univerfelle  des  Rapports  peu  connue  jufques  ici , 
ce  qui  fait  le  fujet  de  la  cinquième  Seâion  du 
fécond  Livre ,  on  y  voit  comment  les  Rapports 
s'étendent  de  toutes  parts  à  l'infini  ;  je  diftingue 
les  degrez  ,  les  genres ,  les  efpéces ,  fîmples , 
compofées ,  primitives,  fubalternes  ou  dérivées^ 
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je  donne  la  formation  de  toutes  leurs  leries  qui 
font  infinies  ;  j'examine  comment  chaque  terme 
en  particulier  de  chacune  de  ces  fériés  eft  lui- 
même  l'origine  d'autres  fériés  infinies  d'indivi- 
dus. Je  préiente  fous  une  idée  claire  toute  cette 
infinité  d'infinis  di£Bérens  ,  une  fimple  divifion 
me  découvre  le  caraâére  particuher  qui  dillin- 
^e  tout  à  la  fois  le  genre ,  l'efpéce  &  l'individu  , 
fans  courir  aucun  riique  de  les  confondre. 

Le  troifiéme  Livre  contient  la  réfolution  des 
Problêmes  indéterminez  &  plus  qu'indétermi- 
nez ,  fimples  ou  compofèz  de  quelque  nombre 
d  égalitez  qu'ils  fbient  compofèz ,  dans  tous  les 
degrez  à  l'infini. 

Je  donne  enfin  dans  la  Seâion  fixiéme  de  ce 
dernier  Livre ,  la  réfolution  des  Problêmes  plus 
que  déterminez  &  je  cite  les  difFérens  endroits  de 
ce  volume ,  où  j'ai  eu  befoin  d'en  établir  les  Ré- 
gies y  Se  de  les  appliquer  à  des  exemples  qui  en 
contiennent  le  détail.  Voilà  où  fe  réduifent  tou- 
tes les  Régies  générales  de  l'Analyfe. 

Outre  cela,  j'ai  mis  à  la  tête  de  ce  volume  un 
Traité  de  ma  nouvelle  Méthode  pour  réfoudre 
les  Equations  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  même 
dans  le  cas  irréduâible ,  par  des  Tables  d'une 
conflruûion  fîmple  &  facile  ,  j'ai  lu  ce  Traité 
dans  les  Affemblées  de  l'Académie  Royale  des 
Sciences  du  1 4  &  du  1 7  du  mois  de  May  1 7  3  ^. 
Je  l'ai  mis  au  commencement  pour  ne  point 
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mêler  cette  Méthode  avec  celles  de  M',  de 
Lagny^mais  fa  place  naturelle  doit  être  à  la  fin  du 

f)remier  livre  où  je  l'avois  mife  d'abordparce  que 
es  Commençans  ne  la  doivent  point  voir,  qua- 
f>rès  qu'ils  auront  appris  ce  qui  eft  contenu  dans 
e  premier  Livre.  J'ai  ajouté  en  leur  faveur  un 
Diicours  Préliminaire  ou  j'explique  fbn  origine  ; 
il  précède  l'Avertiflement ,  dans  lequel  je  mon- 
tre k^  avantages  pour  réfoudre  du  premier  coup 
d'ail  toutes  les  Equations  ^  tant  dans  le  cas  or- 
dinaire que  dans  le  cas  irrédudible ,  en  la  com- 
parant avec  la  Méthode  des  Formules  qui  eft 
connue. 

Comme  l'Analyfe  employé  dans  toutes  (t% 
opérations  le  calcul  numérique  &  algébrique  , 
je  fuppofe  que  le  LedVeur  en  eft  inftruit  ;  il  peut 
confufter  les  Elémens  que  M',  de  Lagny  en  a 
publié  en  1 697  5  ou  les  Leçons  de  M',  de  Molière, 
ou  autres  dont  les  Traitez  font  connus. 

Si  ce  premier  volume  qui  contient  toutes  les 
Régies  générales  de  l'Analyfe  eft  reçu  favora- 
blement du  Public  i  cela  me  donnera  de  l'ému- 
lation pour  mettre  la  dernière  main  aux  trois  au- 
tres volumes  qui  fuivront  de  prèsfur  l'Analyfe  par- 
ticulière, où  je  ferai  l'application  de  ces  mêmes 
Régies  à  toutes  les  parties  de  la  Géométrie  des 
lignes  droites  &  des  lignes  courbes ,  c'eft-à-dire, 
aux  angles,  aux  furfaces  &  aux  folides^on  y  trou- 
vera tout  ce  qui  appartient  à  la  redifîcation  &  à 
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la  quadrature  des  lignes  courbes,  &c. 

Davantage  ,  on  y  trouvera  plufieurs  Traitez 
utiles  pour  i  Aftronomic  &  pour  la  Navigation, 
où4es  grands  calculs  font  d'un  ufage  fréquent , 
qui  font  encore  des  découvertes  de  M",  de 
Lagny.  i  °.  La  nouvelle  Arithmétique  Binaire , 
ou  les  Logarithmes  naturels  ,  pour  faire  toutes 
les  opérations  du  calcul  par  {impie  addition  ou 
fouftra(5tion  fans  aucunes  Tables  &  fans  charger 
fa  mémoire  ,  j'en  ferai  ufage  pour  trouver  les 
Logarithmes  hyperboliques,  pour  les  Racines 
des  puiffances  imparfaites  &  des  Equations  irra- 
tionelles ,  pour  la  conftrudtion  des  Sinus ,  des 
Tangentes  &  des  Sécantes,même  pour  les  Tables 
Loxodromiques  dont  Tuiage  efl  fi  néceffaire  &;fi 
important  dans  la  Navigation  pour  déterminer 
la  route  des  vaiffeaux  j  car  ces  Tables  fe  font 
avec  plus  de  facilité  &  de  précifion  par  cette 
Méthode  que  par  toute  autre,  zo.  J'y  donnerai 
une  nouvelle  Trigonométrie  Analytique  plus 
exa<Ste  &  plus  fîmple  que  la  Trigonométrie  or- 
dinaire. 30.  Enfin  on  y  trouvera  le  calcul  diffé- 
rentiel &  le  calcul  intégral  réduits  à  l'exprefïion 
fenfible  des  nombres  ordinaires  avec  une  appro- 
ximation à  l'inBni  dans  les  cas  où  la  précifîon 
efl  impoflîble  par  la  nature  &  l'effence  même  de 
la  chofe. 
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Sur  les  Tables  pour  réfoudre  les  Equations  de  tous 
les  degrez^à  l  infini  ^  ou  [explique  la  route  que 
jai  tenue  pour  découvrir  la  formation  de  ces 
Tables  &  leur  uf âge. 

J'Ai  fait  un  Traité  fort  abrégé  de  cette  Méthode ,  que 
j'ai  lu  à  l'Académie  Royale  des  Sciences  dans  les  Af- 
fëmblées  du  1 4  &  du  1 7  du  mois  de  Mai  1731 ,  je  Taî 
mis  à  la  tête  de  ce  volume ,  pour  ne  point  mêler  cette 
Méthode  avec  celles  de  Mr.  de  Lagny  j  mais  ià  place 
naturelle  eft  à  la  fin  du  premier  livre  ,  parce  qu'il  faut 
k  poflcder  pour  entendre  cette  Méthode ,  c'eft  pour 
cette  railon  que  je  Tavois  placée  d'abord  à  la  fin  du  pre- 
mîer  Livre. 

Ce  Traité  contient  plufieurs  tables  au  nombre  de  i  5, 
tant  pour  le  fécond  degré ,  que  pour  le  troificme  &  le 
cinquiéme^ces  tables  font  précédées  d'un  Avertiflcment, 
où  je  montre  les  avantages  de  cette  nouvelle  Méthode 
fiir  la  Méthode  ancienne  des  formules ,  j'en  fais  le  Pa- 
ralléle  tant  dans  le  cas  réduftible  que  dans  le  cas  irré- 
dudible.  Cet  AvertilTèment  eft  fuivi  du  Traité  qui  con- 
tient trois  choies,  i*\  fept  Problêmes  qui  renferment 
tout  ce  qui  regarde  les  formules  littérales  &  les  Equa- 
tions numériques  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  qui  font 
le  fondement  de  ces  tables,  2  \  la  formation  des  tables, 
30.  enfin  leur  ufage  pour  réfoudre  les  Equations. 

Je  tiens  d'abord  pour  maxime  de  réduire  une  Equa- 
tion propofée  à  fon  Equation  primitive ,  ou  â  fès  moin, 
ilres  termes ,  l'opération  en  eft  expliquée  dans  les  pages 
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j8  &  311,  où  réduit  d'ordinaire  les  fraétions  à  leur» 
moindres  termes  ,  avant  d'opérer  deflùs  ,  il  eft- égale- 
ment naturel  de  faire  la  même  préparation  fiir  les  Equa- 
tionsj  cette  idée  quoique  naturelle  a  échappé  â  de  grands 
Géomètres  comme  Hariot  &  Ougtrehg  qui  ont  beau- 
coup écrit  fur  les  Equations,  &  Mr.  de  Lagny  eft  le  pre- 
mier qui  fe  foit  apperçu  de  la  néceffité  &  de  l'importance 
de  cette  préparation. 

J'expliquerai  ici  la  route  que  j'ai  tenue  pour  décou- 
vrir la  formation  de  mes  tables  &  leur  ufage ,  pour  ne 
point  laiflèr  de  difficulté ,  qui  foit  capable  d'arrêter  les 
jeunes  gens  qui  commencent ,  ce  feroit  s'oppofer  au 
progrés  de  ceux  de  qui  l'on  doit  tout  attendre  pour  la 
pertedion  des  Sciences ,  car  je  fiiis  perfuadé  que  ceux 
qui  poflederont  les  Méthodes  que  je  publie  poufleront 
encore  plus  loin  leurs  découvertes  ,  en  fuivant  la  route 
Qu'ils  trouveront  ici  applanie  :  je  n'écris  point  pour  les 
fçavans  Géomètres ,  ils  n'ont  pas  befbin  de  livres ,  ils 
tirent  de  leur  propre  fonds  tout  ce  qu'ils  défirent ,  hs 
livres  font  faits  pour  ceux  qui  veulent  s'inftruire  ,  je 
veux  leur  ouvrir  le  chemin ,  &  exciter  en  eux  cette  fàga^ 
cité  fi  néceflaîre  pour  faire  éclore  des  véritez  neuves  3  on 
fçait  que  Dieu  a  mis  dans  l'eiprit  de  tous  les  hommes 
toutes  les  véritez  géométriques  ,  mais  on  ne  peut  ïqs  en 
tirer  que  par  la  force  de  la  méditation  &  par  le  fecours 
des  calculs  3  il  eft  d'une  néceffité  auffi  abfoluë  à  un  Géou 
métré  de  calculer  beaucoup ,  comme  à  un  Architede  de 
deffiner  beaucoup ,  on  ne  peut  juger  de  l'effet  de  fes  pen- 
fées  que  par  leur  expreffion  ,  quand  on  fuit  une  vérité 
avec  attention ,  foit  dans  le  fini ,  foit  dans  l'infini ,  on  ap- 
perçoit  toutes' fes  progreffions,que  l'efprit  ne  peut  &  n'o- 
lèroit  même  foupçonner. 

Voici  comment  j'ai  découvert  la  formation  &  l'uiàge 
des  tables  pour  réfôudre  les  Equations  j  j 'a vois  deflèin  de 
perfedionner  la  Méthode  ancienne  des  formules ,  de  Vé^ 
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tendre  au  cas  irrcduaible  du  troîficmc  degré ,  &  de  Te- 
lever  même  au-deflîis  dans  tous  les  degrez  fupcrieurs  j 
je  crus  qu'il  n'y  avoic  pas  de  meilleur  moïen  que  de  réu- 
nir dans  une  table  pour  chaque  formule  toutes  les  fériés 
d'équations  numériques  qui  font  infinies  a  Tinfim.  Je 
commentai  par  la  troifiéme  formule  du  fécond  degré  y 
dont  les  trois  termes  font  pofitifs  ^  fublHtuant  chacun  des 
nombres  de  la  fuite  naturelle  en  commençant  par  le  zé- 
jro  y  qui  eft  le  terme  commun  d'où  partent  toutes  les 
grandeurs  â  la  place  de  l'inconnue  ,  &  leur  quarré  à  la 

S  lace  de  la  féconde  puiflànce  de  l'inconnue ,  chaque  fub- 
itution  me  donna  autant  d'homogènes  (  ou  de  valeurs 
de  è  différentes,)  tels  qu'ils  font  dans  les  colonnes  de  l'é- 
chiquier de  la  première  table  du  fécond  degré. 

En  réitérant  les  mêmes  fubfUtutions  fur  une  valeur  du 
coefficient  //  différente  ,  je  trouvai  auffi  pour  chaque  va- 
leur de  a  une  colonne  différente,  &  mettant  ces  colonnes 
les  unes  à  côté  des  autres ,  je  m'apperçus  que  les  homo- 
gènes formoient  des  rangs  horifbntaux  où  regnoit  une 
progrefGon  Arithmétique  du  premier  degré,  dont  la  dif- 
férence première  étoit  confiante  &  égale  a  la  valeur  de 
X  du  même  rang  horifbntal,ce  qui  me  donnoit  une  grande 
facilité  pour  former  la  table  j  je  difpofai  tous  ces  homo- 

Eénes  par  ordre  dans  un  échiquier  que  j'entourai  de  deux 
ordures ,  la  première  bordure  d'en  haut  contenoit  les 
valeurs  de  ^,qui  font  la  fuite  naturelle  des  nombres  ci. 
1.  3.4.  &c.  la  féconde  bordure  à  gauche  contenoit  deux 
colonnes,  la  première  pour  les  valeurs  de  x  qui  font  en- 
core  la  même  fuite  des  nombres  naturels  ,  la  féconde 
colonne  pour  les  fécondes  puiflances  de  a-  avec  les  quar- 
rez  naturels  o.  i.  4.  9.  1 6.&c.  par  ce  moïen  j'exprimai 
dans  ma  première  table  tous  les  trois  termes  des  Eaua- 
dons  j  fçavoir ,  le  premier  dans  la  féconde  colonne  de  la 
bordure  à  gauche ,  le  coefficient  du  fécond  terme  dans 
la  bordure  d'en  haut ,  fon  inconnue  dans  la  première  co- 
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lonne  à  gauche  de  la  bordure ,  &  rhomogcne  ou  le  der- 
nier  terme  dans  l'échiquier. 

Je  continuai  cette  table  trèUoin  en  tout  fens  ,  dans 
le  fini  U  même  dans  l'infini ,  enfuite  je  fis  une  table  où 
les  valeurs  de  x  &  celles  de  a  s'étendoient  jufqu'à  i  oo, 
afin  de  confidcrer  avec  plus  d'attention  la  marche  des 
termes  &  leurs  progreffions ,  ce  qui  me  fit  découvrir  une 
infinité  de  Théorèmes  importans  fur  les  Equations,  les 
tables  fiiivantes  des  autres  formules  &  des  degrez  fupé- 
rieurs  m'en  ont  fourni  auffi  un  nombre  f\  grand,  qu'il  fè« 
roit  ennuyeux  de  les  rapporter ,  d'autant  que  le  îedeur 
les  trouvera  de  lui-même  avec  une  extrême  facilité. 

Pour  l'ufage ,  ayant  pris  d  volonté  des  Equations  dont 
l'homogène  étoit  contenu  dans  la  table ,  &  la  divifant 
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ar  la  valeur  pofîtive  de  x  du  même  rang  qui  donnoic 
a  première  racine  pofitive ,  le  quotient  négatif  étoit  tou* 
jours  égal  au  coefficient  a  delà  même  colonne  augmenté 
de  la  première  racine  x,  ce  qui  donnoit  la  féconde  racine, 
par  ce  moïen  j'avois  les  racines  rationelles. 

Mais  lorfque  je  prenois  un  homogène  compris  dans 
l'interval  de  deux  homogènes  confécutifs  de  la  table ,  un 
plus  petit ,  l'autre  plus  grand ,  la  première  racine  de  cha- 
cun de  ces  homogènes  divi/bit  mon  Equation ,  mais  avec 
unrefte  ,  négatif  lorfque  le  divifeur  étoit  la  racine  de 
l'homogène  moindre ,  &  pofitif  lorfque  le  divifeur  étoit 
la  racine  de  l'homogène  prochain  plus  grand  ,  ce  qui 
donne  les  racines  approchées  à  moins  de  l'unité  près , 
puifque  celles  de  ces  deux  homogènes  ne  différent  que 
de  runitè,&  que  l'une  efl  trop  petite  &  l'autre  trop  grande, 
d'où  je  conclus  comme  on  le  trouve  auffi  par  la  formule 
ordinaire ,  que  dans  ce  cas  les  deux  racines  font  irratio* 
nelles  j  voila  comment  j'ai  trouvé  par  ma  table  les  ra- 
cines irrationelles  approchées  à  moins  de  l'unité  près , 
foit  pat  excès,  foit  par  défaut  dans  la  troifiéme  formule 
du  fecond  degré, 
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lls'açic  préfentemenc  des  quatre  formules  reliantes  du 
même  degré  j  j*aî  fait  une  féconde  table  par  fouftradion 
iiiivant  la  quatrième  formule  du  fécond  cfegré  dont  le  le- 
coad  terme  iêul  efl:  négatif,  j'ai  trouvé  dans  cette  table 
tous  les  homogènes  i  l'infini  avec  la  même  facilité  ,  que 
par  addition  dans  la  précédente  j  mais  au  lieu  que  toutes 
leurs  fériés  font  infinies  dans  la  première  table ,  j'ai  trou- 
vé deux  feries  dans  chaque  rang  horifontal  de  la  féconde 
table.,  la  première  fcrie  qui  efl  finie  contient  des  homo- 
zncs  poutifs  qui  décroiflent  conflamment  de  la  valeur 
Sx  du  même  rang  d'un  terme  au  fuivant ,  &  arrivent  au 
zéro,après  lequel  les  homogènes  font  négatif s,&  croiflènt 
toujpurs  conflamment  à  l'infini  de  la  même  valeur  dcxdu 
même  rang  horifontal,  ce  qui  fait  la  féconde  férié  qui  efl  * 
infinie. 
Dans  cette  féconde  table ,  je  remarquai  quatre  chofes« 
I  ^.  Que  tous  ces  zéros  qui  feparent  les  feries  finies  des 
homogènes,  d'avec  les  fériés  infinies ,  font  rangez  dans  la 
table  en  liene  diagonale  j  de  telle  forte  que  cette  diago- 
nale ditife  la  table  en  deux  triangles  reâangles,  rinfé- 
xiéur  efl  â  gauche ,  le  fupèrieur  efl  a  droite. 

zo.  Que  les  homogènes  négatifs  n'étoient  plus  dans  la 
quatrième  formule ,  mais  dans  la  cinquième  dont  le  fe- 
cond  &le  troifiéme  terme  font  négatifs. 

3  ^  Je  m'apperçûs  d'un  côté  que  cette  féconde  table 
ihe  donnoit  les  deux  racines  négatives  pour  le  premier 
&  fécond  cas  de  la  cinquième  formule,  la  première  de 
ces  racines  efl  la  valeur  de  x  du  même  rane  horifontal , 
la  féconde  racine  efl  la  valeur  de  a  de  la  même  colonne 
que  l'homogène ,  diminué  de  la  même  valeur  de  x. 

y.  D'un  autre  coté,  cette  table  nepouvoit  me  donner 
m  les  racines  de  la  quatrième  formule ,  pour  laquelle  je 
l'avois  dreflëe ,  qui  font  irratîonelles ,  m  les  racines  pour 
le  troifiéme  cas  de  la  cinquième  formule  qui  font  imagi- 
naires, ce  qui  m'obligea  d'avoir  recours  à  une  féconde  eC 
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pcces  de  tables  qui  puilïènt  donner  ces  racines,  comme  il 
luit  5  &  voilà  ce  qui  a  donne  occafion  aux  cables  de  la  fe*^ 
conde  eipéce. 

Les  tables  de  la  feconde  efpcce  font  entièrement  fcm- 
blables  â  celles  de  la  première  efpéce ,  elles  fë  font  de  la 
même  manière ,  toute  la  diflfiérence  confîfte  en  ce  que  les 
cables  de  la  première  efpcce  donnent  la  première  racine 
fur  la  bordure  d  gauche,  &  ne  peuvent  donner  que  les  ra-- 
cînes  ratîonelles ,  &  les  tables  de  la  féconde  efpcce  don^ 
nent  fous  chacun  des  homogènes  toutes  les  racines  telles 
qu'elles  font  y  rationelles  y  ou  irrationelles  ^ou  même  ima^^ 
gînaîres, 

Ainfi  pour  former  cette  féconde  table  de  la  féconde 
efpèce  fur  la  quatrième  formule  du  fécond  degré  ,  puifl 
que  j'avois  tous  les  homogènes  dans  rèchiquier,&  même 
les  deux  racines  négatives  des  homogènes  compris  dans 
le  triangle  fiiocrieur  de  la  table  à  droitcj  il  ne  reftoic  plus 
qu'à  trouver  les  racines  des  homogènes  compris  dans  le 
triangle  inférieur  à  gauche ,  qui  font  égales  &  irrario- 
nelles  dans  la  quatrième  formule ,  pour  les  placer  fous 
chacun  des  homogènes  j  j'en  cherchai  les  racines  irratîcKr 
nelles  par  la  Méthode  ordinaire  des  formules ,  &  je  les 
écrivis  fous  chaque  homogène  j  de  cette  forte  fous  cha^ 
cun  des  homogènes  pofitits ,  j'eus  les  deux  racines  égales? 
&  irrarionelles  dont  le  fécond  fîgne  fous  le  radical*  doîc 
être  pofitif. 

Mais  comme  je  m'apperçus  que  ces  mêmes  homogènes 
pofîrifs  contenus  dans  le  premier  triangle  inférieur  à 
eauche  de  l'échiquier  de  la  table ,  étbient  eux-mêmes 
les  homogènes  du  troifîème  cas  dans  la  cinquième  &  fî- 
xiéme  formule ,  (  en  changeant  feulement  le  fîgne  pofitif 
en  négatif,  dans  les  homogènes  &  confervant  le  fîgne 
moins  comme  il  eft  dans  la  table  devant  le  fécond  chiire 
fous  le  radical  )  ce,  qui  donne  leurs  racines  imaginaires  j 
d'ailleurs  toutes  t:es  racines ,  foit  irrationelles ,  loît  îma» 


\ 
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ginaires  forment  des  progreffions  arithmétiques  croîflàn. 
tes  dans  chaque  rang  horifontal  j  fçavoîr ,  hors  du  fîgne 
radical  1,1^,1,17^3  ^^^  9^  ^ont  la  moidc  de  la  va- 
leur de  4,  &  fous  le  figne  radical  I,  1^,4,  6^,  9,&c.qui 
font  les  quarrés  de  cette  moitié ,  j'ai  mis  toutes  ces  ra- 
cines fous  leur  homogène  correfoondant. 

Ainfî  cette  foconde  table  de  la  îeconde  efpéce  me  doa- 
ne  dans  le  triangle  fupérieur  à  droite. 

1°.  Les  deux  racines  dans  le  premier  &  le  fécond  cas 
de  la  cinquième  &  fîxîéme. formule j  fçavoir ,  les  deux  ra- 
cines négadves  pour  la  fîxiéme  formule  qui  ont  le  fîgne 
moins  dans  la  table. 

1°.  Mais  ces  mêmes  racines ,  en  les  fuppofant  pofîrives 
ou  précédées  du  figne  plus ,  feront  les  racines  pofîtives 
jdu  premier  &c  du  fécond  cas  de  la  cinquième  formule. 

Mais  pour  le  triangle  inférieur  à  gauche  de  la  même 
i:able ,  il  y  a  plus  de  cufficulté ,  je  n'ai  mis  dans  la  table 
^u'un  fîene  négatif  devant  le  fécond  chifre  fous  le  radi- 
cal ,  qui  efl:  contraire  à  celui  de  Thomogéne  pofîtif ,  au 
lieu  qu'il  faut  fuppofer  par  tout  les  deux  fîgnes  contrai- 
res (  que  j'ai  omis  pour  éviter  la  confiifîon  &  la  difficulté 
de  Timpreffion)  fi  Ton  veut  renfermer  tous  les  cas,comme 
il  fuit. 

3  ^  Sa  première  colonne  qui  efl  la  première  de  Tèchî- 
qvder  a  tous  ks  homogènes  pofitifs  ,  &  le  figne  négatif 
fous  le  radical ,  ce  qui  rend  la  racine  imaginaire ,  au  lieu 
qu'elle  eftirrationelle  ,  ce  que  j'ai  fait  à  deflein  de  ren- 
fermer tous  les  cas  en  abrégé ,  car  fuppofant  tous  les 
fignes  pofidfs ,  cette  colonne  contient  les  nomogénes  de 
la  première  formule  avec  leurs  racines  fous  une  expref- 
fion  irradonelle. 

4^.  Au  contraire  fuppofant  le  fi^ne  moins  devant  les 
homogènes ,  &  laîfïant  le  fécond  ligne  de  la  racine  né- 
garifjComme  il  eft  dans  la  Table,  on  aura  les  racines  ima- 
paires  des  homogènes  de  la  féconde  formule^ 
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5^Toutlereftedece  triangle  eft  donc  pour  les  ho- 
mogènes de  la  quatrième  formule ,  &  pour  ceux  du  troL 
fiëme  cas  de  la  cinquième  &  de  la  fixîeme  formule  ,  en 
obfèrvant  ce  qui  fuit. 

6®.Pour  les  homogènes  de  la  quatrième  formule,  ils  font 
pofitifs ,  tels  qu'ils  font  dans  la  table  j  mais  pour  leurs 
racines  qui  font  irrationelles,  il  faut  fiippofer  le  fîgne  plus 
devant  le  fécond  chifre  fous  le  radical  ^  au  lieu  du  figne 
moins  qui  eft  dans  la  table. 

7°.  Pour  les  homogènes  du  troifîème  cas  de  la  cin- 
quième &  de  la  fîxiéme  formule ,  dont  les  racines  font 
imaginaires  5  il  faut  fuppofer  les  homogènes  précèdes 
du  ngne  moins ,  &  prendre  les  racines  imaginaires ,  telles 
qu'elles  font  exprimées  dans  la  table^en  obforvant  qu'elles 
font  pofîtives  dans  la  cinquième  formule ,  &  négatives 
dans  la  flxième  formule. 

Cette  difficulté  auroit  pu  enrAarraflèr  les  comment 
çans ,  on  trouve  encore  les  mêmes  difficultez  dans  les  de-^ 
grez  fiipérieurs ,  dont  Texpofànt  eft  pair  à  caufè  des  ra- 
cines ,  loit  irrationelles ,  foit  imaginaires  qui  s'y  trouvent 
toujours  en  nombre  pair,&  qui  étant  multipliées  les  unes 
par  les  autres-,  fe  détruifent  dans  Tèquation  qui  en  eft  le 
produit  y  pour  éviter  cet  embarras ,  on  peut  faire  deux  ou 
trois  copies  de  cette  table ,  afin  de  mettre  féparément 
cette  différence  de  fîgnes  contraires  pour  tous  les  cas  difi- 
férens  ,  que  j'ai  voulu  abréger. 

Ainfî  cette  féconde  table  de  la  féconde  efpëce  donne  les 
deux  racines  des  Equations  des  cinq  formules  du  fécond 
degré. 

Il  eft  facile  après  cela  de  former  les  tables  dés  degrez  ftu 
pèrieurs,  &  ce  que  nous  en  avons  dit  en  fon  Heu  fuffit,pour 
en  drefïér  d'aufli  étendues  qu^on  voudra,  &  leur  ufàge  eft 
fî  fîmple  &  fî  évident  qu'il  feroit  inutile  de  s'y  arrêter.  Une 
Equation  étant  propofée ,  fon  coefficient  eft  donné  ,  je 
cherche  dans  la  table  drefice  fur  la  même  formule  ce  cçcf^ 
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ficient  donné ,  c'eft  la  colonne  où  je  dois  trouver  Thomo- 
«ne,  s'il  y  eft,  alors  j'ai  au-defibus  toutes  les  racines  dans 
fcs  tables  de  la  féconde  efpéce ,  fi  lliomogéne  propofc 
n'eft  pas  dans  la  table,  maïs  cft  compris  dans  Tinterval  de 
deux  homogènes  confëcutifs ,  alors  les  racines  font  îrra^ 
tîonelles,&les  racines  de  ces  deux  homogènes  confëcutifs 
font  les  racines  approchces/oit  par  exccs/oit  par  déftiut. 
Mais  les  tables  de  la  première  efpéce  ne  peuvent  don- 
ner qu*une  feule  racine  fur  leur  bordure  ,  lorfqu'elle  efl 
ranonelle  &  non  autrement. 

Il  fiiit  de^là  que  fur  chaque  formule  il  y  a  deux  tables  , 
iTune  de  la  première  efpéce ,  qui  donne  feulement  la  pre- 
mière racine  rarionelle  fîir  la  bordure ,  Tautre  table  cie  la 
ièconde  efpéce  donne  tout  à  la  fois  toutes  les  racines ,  ou 
fous  chacun  des  homogènes,  comme  je  Tai  pratiqué  dans 
les  premières  tables,ou  bien  elle  en  donne  plufîeurs  fiir  la 
bordure  à  gauche ,  Se  la  dernière  fous  chaque  homogène 
comme  je  i  ai  pratiqué  dans  la  quatorzième  &  la  quin- 
zième table  pour  les  Equations  de  la  cinquième  Se  de  la 
fixiéme  formule  de  la  troifième  clafïè  du  troifième  de- 
gré. 

Enfin  chaque  table  du  fécond  degré ,  n'a  que  quatre 
termes  variables  ^  fçavoir ,  fur  la  bordure  à  gauche ,  i  <>. 
la  racine  x ,  i^.  fa  haute  puifïànce,  3^.  fur  la  bordure 
d'en  haut ,  le  coefficient  a  du  terme  moïen ,  4°.  les  ho- 
aiogénes  i  fur  Tèchiquier. 

C'eft  la  même  chofè  en  général  dans  tous  les  de- 
grez  fupérieurs ,  pour  les  équations  qui  n'ont  que  trois 
termes,  parce  qu'il  n'y  a  qu'un  terme  moïen  3  dans  les 
autres  qui  ont  2 ,  3 ,  ou  quatre  termes  moïens  ,  &c.  il 
Êtut  combiner  enfëmble  les  valeurs  de  leurs  cocfficiens 
de  toutes  les  manières  poffibles ,  prenant  un  feul  coef- 
ficient variable  &  tous  les  autres  conflans  ,  &  chaque 
combinaifon  donne  une  table  dans  la  même  formule, 

ce  qui  ne  fouffire  aucune  difficulté. 

'  w  ••  • 

1  UJ 


XXÎj 


7* 
17* 

»5- 
us. 
u8. 

«57- 
Ï44- 

«47- 

V4. 

158. 

I57* 
l8i. 


FAUTES   A  CORRIGER. 


tagf.        Ligne. 


i 


U. 

II. 

*^- 

18. 

15 
»Q 
lO. 

7&8. 
15&17. 
18.   \ 

4- 
lu 


Emur* 


ComShfiM 


par-         liiez     partant, 
membres  nombres* 


connuit 


hc 


■• 


mconnuc 

9000. 
0000. 

IIOOO- 

*7- 


10  00a 
5000^ 

XOQOO« 

7t. 


Signes. 


lignes. 


Nûtex,'  Dans  la  cinquième  Table  des  Eqaarions  { féconde  efpéce  au  troifiémc 
rang  )  que  la  fraélion  de  la  Racine  doit  toujours  être  1  iiors   du    radical  # 
ScL  fous  le  radical»  ce  qui  cft  général» 
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AVERTISSE  M  E  N  T. 

LA  Méthode  que  nous  donnons  pour  ré- 
foudre les  Equations  par  des  tables ,  eft 
très-propre  à  éclairer  le  LeÂeur  &  à  lui  four- 
nir les  moïens  d'approfondir  tout  ce  qui  regarde 
cette  matière  :  ces  tables  prefèntent  à  la  vue 
une  infinité  de  fériés  infinies  d'Equations  fem- 
blables  dans  chaque  cas  particulier,  qui  ne  dif- 
férent que  dans  1  homogène.  Toutes  ces  Equa- 
tions forment  des  progreflîons  A  rithmétiques , 
de  telle  forte  qu'une  Equation  étant  propolée, 
on  apperçoit  le  rang  qu'elle  occupe  dans  Tin- 
fini  ,  on  connoît  fa  férié  ,  fà  progreflîon  &  lit 
loi  de  cette  progreflion. 

Cette  Méthode  a  d'ailleurs  tout  l'avantage 
qu'on  peutdéfirer  fur  la  Méthode  ordinaire  de 
réfoudre  les  Equations  par  des  formules ,  ôc  ne 
participe  point  à  Tes  défauts. 

*  1 9.  Par  fon  étenduëj  la  nouvelle  Méthode  des 
tables  s'étend  à  tous  les  degrez  à  l'infini ,  elle 
embraffe  également  le  c^s  irréduAible  com- 
me le  cas  ordinaire  ,  &  le  réfoud  avec  la 
même  facilité  :  mais  les  forn>ulés  font  bornées 
au  }c.  degré  au-delà  duquel  elles  ne  peuvent 
s'étendre  ,  elles  n'emb raflent  pas  même  le  3  e. 
degré  tout  entier ,  car  elles  ne  peuvent  refou« 
Analji/è,  A 
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dre  lés  quatres  formules  de  la  z^,  efpacc  de 
la  x^.  clauc  du  3  c.  degré ,  dans  lefquelles  le  jc, 
terme  eft  évanoui. 

Elles  «e  peuvent  fervir  pour  les  huit  for- 
mules de  la  3  e.  claffé  qui  ont  quatre  termes  , 
qu'indiredement  ,  &  après  en  avoir  fait  éva- 
noiiir  le  fécond  terme. 

L'ufage  des  formules  fè  borne  donc  directe- 
ment aux  quatre  formules  de  la  i  "'.  efpece  de 
la  x^^.  clafTe  dans  lefquelles  le  fécond  terme  eft 
évanoui  î  mais  il  en  faut  encore  retrancher 
le  cas  irrédudible  ,  qui  comprend  la  4=.  for- 
mule toute  entière ,  &  le  quart  des  Equations 
poflîbles  de  la  3e.  formule,  parce  qu'il  eft  im- 
polïible  d'en  tirer  les  racines  par  la  formule  or- 
dinaire ,  quoiqu'elles  foient  tres-réelles. 

xo.  Par  la  facilité-  par  les  tables  je  réfbud 
les  Equations  du  i".  coup  d'oeil  fans  aucune 
ppération, leur  conftrudtion  eft  facile,  elles  fe 
font  par  k  fimple  addition  ou  fbuftradrion  fui< 
vant  Tes  fîgnes  de  i'expreffion  générale  de  l'E- 
quation. Qn-peut  les  continuer  aufli-loin  qu'on 
voudra  avec  la. même  facilité  ,  nous  donnons 
même  des  abrège?  a,fin  de  pouvoir  fe  fervir  dans 
les  grands  noniipr/^s  d^s  petites  tables  comme 
des  plus  grandes." 

Mais  la  Méthode  des  formules  oblige  à  plu- 
deurs  extra<5bions  de  racines  quarrées  &  cubi- 
^cs,.  opérations  longues  (Scennuycufes,  mais 
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fou  vent  inutiles  ,  lorfque  les  racines  quoique 
réelles  &  rationnelles  viennent  fous  une  forme 
Irrationnelle ,  ou  fous  une  forme  imaeinaire,oû 
la  formule  devient  entièrement  inutile. 

5  o.  Par  Ton  exadlitude ,  puifque  les  tables 
donnent  exaébement  les  racines  des  Equations 
telles  qu'elles  font ,  mais  les  formules  de  la  i'". 
racine  du  5^  degré  donnent  le  plus  fbuvent 
les  racines  réelles  &  rationnelles  déguifées ,  ou 
fous  une  forme  irrationelle ,  ou  fous  une  forme 
imaginaire. 

Tous  ces  avantages  font  fenfibles  dans  les 
exemples  qui  fui  vent ,  où  Ton  compare  les  deux 
Méthodes  en  les  appliquant  à  refoudre  les  mê. 
mes  Equations. 

i".  exemple. 

Soit  propofée  l'Equation  du  3'.degré*î— i-^x 

jo.  Par  les  tables.  La  p.  table  de  la  I"^  cfl 
péce  donne  fa  ^"^  racine  po{itivejf=34, 

La  jc.  table  de  la  féconde  efpéce  donne  Ces 
trois  racines  dans  une  même  cellule  que  l'ho- 
mogène 88  j  fçavoir  ,  la  I"^  racine  pofitive 
;f==4,les  deux  autres  négatives  égales  ôc  ima- 
ginaires x= — 1— *V-^T8. 
lo.  Par  les  formules. 
La  formule  de  la  première  racine  eft 


:Vi^-+V'i**-*-J-4* — y-J-^'vlAi^JL  a^    qui 

*  4  »7  .  4  *7 

Ai) 
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qui  donne  la  I''^  racine  fous  une  forme  irratio- 
iielle,  puifque  1944  eft  un  quarré  imparfait ,  ia 
racine  eft  entre  44  &  45 ,  d'où  l'on  tire  la  va- 
leur de  la  i«'«.  racine  4  -f",ou  5  —  qui  eft  irratio- 
ijelle.  Quoiqu'elle  foit  rationelle ,  puifque  c'eft 
précifément  4.  il  fuffit  de  multiplier  les  trois 
racines  que  nous  venons  de  trouver  par  les 
tables  pour  en  avoir  la  démonftration. 

id.  Exemple. 

Soit  X  *  — 50Ar=4 100 ,  qui  eft  f  origine  du  cas  irré- 
duEiible. 

10.  Les  tables  donnent  les  3  racines  qui  font 
réelles. 

La  6?.  table  de  la  1"*.  efpéce  donne  fà  1"*=. 
racine  pofitive *:=  1 0. la  6^.  table  delà  z**'.  ef- 
péce donne  dans  une  même  cellule  fous  l'ho- 
mogène propofé  100, les  trois  racines,  la  i"'. 
x=io  qui  eft  réelle  &  pofitivé  ,  les  deux  au- 
tres réelles  ,  négatives ,  égales  &  irrationelles 

20.  Par  les  formules. 
La  formule  de  la  première  racine  eft 

*  .        4  17  i  4  17  *      a 

donne  jr= 


Vyo— +y— 24500— fVjo—V-— 14  500 


.  Dans    laquelle    rcxpreflion    imaginaire  — 
]/--i4^oo  rend  toute  la  formule  imaginaire  par 
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une  efpece  de  contaeion  qu'elle  communique  à 
la  partie  réelle  50,  cToû  il  eft  impofïible  abfo- 
lumenc  de  tirer  la  valeur  de  la  racine  ,  quoi- 
qu  elle  (bit  réelle  &  pofitive. 

5  e.  Exemple.      Dans  le  cas  irréductible, 
Soitx*  — 90X=:  1 10.  dans  la  3c.  formule, 
ou   ;if*— 90*'=— 1 10.  dans  la  4e.  formule. 

-  Ces  Equations  font  dans  le  cas  irrédu(5tible, 
par  confequent  les  5  racines  quoique  réelles 
font  irrationelles,c*eft-à-dire  incommenfurables 
entr  elles ,  on  ne  peut  les  exprimer  exactement 
par  aucun  nombre  entier  qui  foit  un  divifeur 
exa(5t  de  ces  Equations;  on  peut  feulement  en 
approcher  ,  &  il  n'y  a  qu'un  feul  nombre  qui 
donne  cette  valeur  approchée,  c'eft  10. 

10.  La  table  de  la  I"^  efpece  donne  x=  10 
dans  la5».formulej&  x=  —10  dans  la  4e. formule. 

La  table  de  la  ^*^^  efpece  donne  tout  enfemble 
les  trois  racines  j  Sçavoir ,  dans  la  }^  formule 
x=^io,  &  x==—  ^^-wîj.  &  dans  la  4\  formule 

!«•.  Par  les  formules. 
La  formule  de  la  i**'.  racine  eft 

i ======     > 

x=K.4ç__^.^ioi5-39304-fV45-;,iOi5 '39304 

A~V4  5— H/37i79— H  V4  5 ^lj'^19 

qui  eft  une  formule  imaginaire  d'où  il  eft  ab- 
folument  impolïible  de  tirer  aucune  valeui»pour 
la  racine  qui  eft  cependant  réelle  mais  irratio- 
ûelle.  Aiij 
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4^  Exemple.  cxs'irréduHihle. 
Soit  X  J  —  90X  ==:!  90  dans  la  3^  formule, 
ou  A"'—9ox=— 90  dans  la  4^  formule. 

it>.  Par  les  tables.  La  6*.  table  de  la  i"'  cfpéce 
donne  la  i  ''^'.  racine  approchée.  x^=  i  o  dans  la 
3  ^  formule  ,  &  x  ==—  i  o  dans  la  4*.  formule. 

La  6'-  table  de  la  ^<^^  efpece  donne  dans  la  mê^ 
me  cellule  de  l'homogène  90.  les  trois  racines  , 
X  =s.io^x=.-'  y  -\^i  f  dans  la  3^  formule.  Mais 
pour  la  4e.  formule  x=s.  —  i  o,  &  x==  5  -jyi  5. 

Remarque.  Comme  i  o  eftla  i  "'•  racine  exac- 
te de  l'Equation  x* —  90X  =  100 ,  qui  eft  l'o- 
rigine d'où  partent  les  Equations  dans  le  cas 
irrédudlible ,  elle  eft  aufli  feule  la  i".  racine  ap- 
proche'e  de  toutes  les  équations  femblablesquiné 
différent  que  dans  le  lèul  homogène  qui  peut 
varier  à  l'infini  y  foit  en  diminuant  de  i  o ,  fbit  en 
augmentant  de  i  o  àl'infîni  :or  dans  toutes  ces  va- 
riations de  l'homogène ,  i  o  eft  la  feule  racine  la 
plus  approchée  en  nombres  entiers,car  elle  pour- 
ra toujours  divifer  toutes  ces  équations  non  pas 
cxadtement ,  mais  avec  un  refte  pofitif ,  lorfque 
les  homogènes  font  moindres  que  1 00.  &  avec 
un  refte  négatif  lorfque  les  homogènes  >  1 00  en 
la  3e.  formule,  &  au  contraire  en  la  4^  formule  : 
mais  aucun  autre  nombre  que  10  ne  pourra 
être  le  divifeur  de  ces  équations  dont  la  férié 
eft  infinie.  Donc  les  tables  donnent  la  racine  la 
plus  approchée  en  nombres  entiers  d^Aslecas 
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irréductible  (ans  aucune  ope'ration  -,  &  pour 
avoir  une  approximation  plus  grande,  on  fc  fcr- 
vira  des  Méthodes  nouvelles  que  nous  donnons 
dans  cette  Analifè. 

La  premier^  racine  approchée  étant  trouvée 
x=ïio ,  on  connoîtra  quelle  eft  cette  approxi- 
mation ,  en  comparant  l'homogène  propofé,  ou 
le  refte  que  donne  la  divifîon  avec  1 00 ,  qui  eft 
rhomogene  de  l'origine  du  cas  irréduftible.L'ap- 

f)roximation  fera  d'autant  plus  approchée  que 
a  différence  fera  moindre ,  &  l'approximation 
fera  d'autant  plus  éloignée  que  la  différence  Ce- 
ta.  plus  grande. 

x«».  Par  les  formules  ,  on  trouve  une  for- 
mule imaginaire  &  impofïible  pour  la  i"'.  racine 

c'eft -«ï==V45-+^^i497 5-+V45—>î'— 24975  par- 
inutile  comme  dans  l'exemple  précédent. 

Les  avantages  de  cette  nouvelle  Méthode 
nous  ont  engagé  de  la  tirer  du  corps  de  l'Analife 
entière  &complette  que  nous  publions,  où  elle 
occupoit  la  feÂion  7.  du  livre  i  ".  &  de  la  placer 
féparémenc  à  la  tête  de  l'ouvrage  pour  fatisfaire 
à  l'empreflèment  du  public. 
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METHODE 


MÉTHODE 

NO  UVELLE 

TOVK  RESOVDRE  LES  PROBLEMES 

détermineT^oH  les  Equations  de  tous  les  dcgrcz.À 

l  infini ,  ^  même  dans  le  c.is  irrédiuiible. 

Ette  Méthode  confiftc  dans  la  conftruc- 
tion&l'ufagc  des  tables  expliquées  p,  ji, 
&c  i  chaque  ^le  eftdrefTéc  fur  une  for- 
mule &  fcrc encore  pour  d'autres,  en  y 
accommodant  les  Hgnes. 

Ces  tables  font  de  deux  efpéces,  qui  ne 
diifcrent  que  dans  la  manière  de  donner 
les  racines  des  Equations  qu'elle^  contiennent. 

Les  tables  de  la  première  efpéce  donnent  fur  leur  bor- 
dure à  gauche  la  première  racine  de  tous  les  homogènes 
<]ui  font  dans  l'échiquier,  lorfqu'eltc  cft  ratîonclle  \  mais 
son  pas'loriqu'elle  cft  irrationellc, 

AnAljfe.  +5 


10  Méthode    kouvelle. 

La  féconde  efpéce  des  tables  donne  direâement  tout 
à  la  fois  toutes  les  racines  des  Equations  de  tous  les  de- 
grez  ^  de  quelque  nature  que  foient  les  racines ,  réelles 
ou  imaginaires  y  rationcUes  ou  irrationelles ,  en  quoi  elle 
a  l'avantage  fur  la  première  efpéce. 

Cette  Méthode  ne  fe  borne  point  là  ,  car  en  conti- 
nuant ces  tables ,  leur  confidération  feule  préfentera  à 
Tefprit  une  infinité  de  Théorèmes  &  de  Problêmes  im- 
portans^d'où  Ton  pourra  tirer  plufieurs  Méthodes  dif- 
férentes pour  réfoudre  les  Equations. 

Les  commençans  pourront  s'exercer  à  drefTer  ces  ta- 
blés  aufC  amples  qu'ils  le  jugeront  à  propos ,  ils  en  tire- 
ront beaucoup  d'utilité^  ils  y  remarqueront  les  progref- 
fions  Arithmétiques  qui  y  régnent  conftamment ,  foit 
dans  les  homogènes^  foit  dans  les  coëfficiens  ou  faâeurs, 
foit  dans  les  puifTances  de  l'inconnue  ,  foit  enfin  dans 
les  racines  des  Equations ,  c'efl  le  fondement  de  la  con- 
ftrudion  de  ces  tables  &  de  leur  ufage  ;  d'ailleurs  ces 
tables  par  elles  -  mêmes  ferviront  comme  un  inftru- 
ment  univerfel  ,  pour  réfoudre  du  premier,  coup  d'œil 
&  fans  aucune  opération  toutes  les  Equations  qu'elles  ren- 
ferment. 

Pour  faciliter  la  conftruâlon  de  cos  tables  ,  on  peut 
éviter  de  tracer  les  lignes  de  l'échiquier  ,  en  fe  fervanc 
d'un  chaffis  de  carton  divîfé  avec  des  fils  par  différens 
carreaux  ,  on  peut  aufli  JMpttre  la  bordure  d'en  haut  y  & 
celle  qui  eft  à  gauche  fiPaeux  bandes  de  papier  qui  (e 
déplient  en  dehors  y  &  qui  excédent  les  pages  qui  con- 
tiennent l'échiquier. 

Une  Eijuatiû»  littérale  Ce  nomme  une  formule  ,  par- 
ce que  c'eft  l'expreflîon  générale  de  toutes  les  Equations 
numériques  femblables  -,  car  il  n'y  a  qu'à  fubftituer  des 
nombres  à  la  place  des  lettres  connues  pour  avoir  des 
Equations  numériques  ,  &  fubftituant  fucceflîvemenc 
chacun  des  nombres  de  la  fuite  naturelle  à  l'infini  y  on 
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aura  des  fériés  infinies  d'Equations  fcmblables  à  Tinfini. 

Dans  chaque  degré ,  il  y  a  des  Equations  complettes 
&  incomplecces ,  ce  qui  fait  deux  genres  que  je  divife 
par  clafles  &  par  efpcces  différentes  afin  de  traiter  cette 
matière  avec  ordre  pour  faciliter  la  réfolution  des  £- 
quations. 

Une  Equation  complette  contient  toujours  un  terme 
de  plus  que  rexpofant  de  Ton  degré  ne  contient  d'uni- 
cez.  Ainfi  dans  le  fécond  degré  elle  a  trois  termes ,  daqs 
le  troifiéme  degré  quatre  termes ,  &c.  Voilà  la  dernière 
clafle  des  formules  de  chaque  degré ,  fon  expofant  eft 
celui  de  fon  degré. 

Une  Equation  incomplette  contient  moins  de  termes 
que  l'Equation  complette ,  ce  qui  ne  fe  trouve  que  dans 
les  Equations  abrégées,  car  lorfque  l'Equation  n'eft  point 
abrégée,  elle  contient  en  détail  tous  les  produits  de  fa  for- 
mation qui  la  rendent  toujours  complette  ;  mais  en  abré- 
geant ,  lorfqu'il  fe  trouve  dans  un  même  terme  ou  dans 
ptufieurs  termes  des  produits  égaux  ôc  contraires  , 
ils  rendent  ce  terme  ou  ces  termes  nuls ,  les  détrui- 
fent  &  les  font  évanouir ,  voilà  l'origine  des  Equa- 
tions &  des  formules  incomplettes  qui  donnent  les  au- 
tres clafles. 

L'Equation  pure  &  fimple  dans  chaque  degré  n'a  que 
deux  termes  extrêmes  ,  le  premier  terme  eft  la  haute 
puiffance  de  l'inconnue ,  &  le  dernier  terme  que  je  nom- 
me l'homogène  decomparaifonqui  eft  exprimé  en  nom- 
bres ou  en  lettres  connues  dans  cette  Equation ,  tous  les 
termes  moïens  employez  dans  fa  formation  ont  été  dé- 
truits par  des  fignes  contraires  en  l'abrégeant. 

Voilà  la  plus  fimple  Equation  ou  formule  dans  cha- 
que degré,  &  la  première  clafle  des  formules  :  entre  cette 
première  clafle  &  la  dernière  ,  il  y  a  autant  de  clafles 
différentes  qu'il  y  a  d'unitez  entre  leurs  expofans ,  ou  ce 
qui  revient  au  même  dans  chaque  degré ,  il  y  a  autant 

Bij 


12.  Iff  THODE    VOVTELLE 

de  cUâes  âiSaenM  entre  la  ùnmvles  j  qpc  rcxpcCinc 
dix  dcgtè  cootieoc  if  anitcz* 

Je  diilingne  encore  dans  chaque  cUflê  des  eipcces  dif- 
férentes ,  &  dans  chaque  efpcce  des  individus  qai  font 
aotanc  de  fbrmnlcs  dificrences  dans  un  mcme  degré ,  êc 
pont  ttMtet  cela  avec  plas  d'ordre  &  de  Méthode  ,je  ré- 
dais  à  iêpc  Problèmes  root  ce  qoi  regarde  en  général 
les  formoles  de  cous  les  degrez  à  Tinfini,  car  dans  on  de- 
gré quelconque ,  on  peut  demander* 

i^.  Le  nombre  de  fa  formules. 

x^.  Le  nombre  des  formules  ou  de  plufienrs  degrez  , 
ou  de  cous  les  degrez  a  l'infini  pris  enfêmble. 

5  ^.  Le  nombre  des  clafles  différentes  des  formules  dans 
chaque  degré* 

4"^.  Le  nombre  des  efpéces  différentes  des  formules 
dans  chaque  claffe. 

5^,  Le  nombre  des  individus  ou  formules  particulières 
dans  chaque  cfpéce. 

é  ^  Chacune  des  formules  particulières  en  lettres  , 
pour  une  efpece  &  une  clafle  déterminées  dans  un  degré 
quelconque. 

7^.  Enfin  la  formation  des  Equations  numériques  dans 
chaque  formule  particulière. 

Nous  donnons  la  réfolution  de  ces  fept  Problêmes  , 
afin  qu'il  n'y  ait  rien  qui  puifTe  arrêter  le  ledeur. 

PROBLEME   L 

Déterminer  le  nombre  des  formules  dans  charme  degré. 

Soit  f  rexpofant  du  degré  propofé  ,  le  nombre  dir 
fes /ormules  eft  ix  3P— ',  c'eft  à  dire  que  ce  nombre  eft 
double  de  la  puilTance  de  3  moindre  de  l'unité  que  l'ex^ 
pofant  de  ce  degré. 


fouK.  IBS  Equations  a  l'iktini.       ij 

Exemple  s. 


i«^i 


Dans  le  l^^  dcgrc,où/^==r.  )*ai  zx3       ==ix^— 3==i^ 
Donc  le  premier  cîegrc  a  deux  formules. 


1—  I 


Dans  le  z^.  degré ,  où/  =2,  j'ai  ix^        ==1x3 
é  £3rmulesr 

Dans  le  3c.  degré,  où/  =^3,  j  ai  1 X3        =1x9 
I  S.  formules. 

Dans  le  4*.  degré,  où  /=4,  j'ai  ix  3        ==1x17 
54.  formules. 

Dans  le  yc.  degré, où /==  5,  j'ai 2x3       ==ix8r 
1^2.  formules. 

Dans  le  6^.  degré ,  où/==  6,  j'ai  1x3       ==1x143. 

486.  formules^ 

7—1 

Dans  le  7c.  degré,  où/  ==7,  j*ai  1x3      =1x719 
1458.  formules. 

Dans  le  8«. degré , où/  =8 ,  j'ai  1X3        =1x1187 

4  J74.  formules. 

5  —  1 
Dans  le  9c,  degré ,  où/  =±=  9,  j*ai  ix  3       ====iK£y£i 

=:  1 3 1 11  formules. 

10— I 
Dans  le  lo^.  degré,où/=io,j'ai  1x3        ==1x19^85 

39366.  formules. 
Ce  qui  donne  la  ferie  fuivante* 

^^'    I.  2.    3.    4^      5.      é.        7.        8.  9.    6cc. 

degrtz 
des         1.    6.  18.54.   162.  486.  I4j8.  4374.  13112..     &Cr 


14  Méthode    nouvelle. 

PROBLEME    IL 

Trouver  le  nombre  des  formules  de  flufieurs  degrez^fris  de 
fuite.  i^.En  nombre f  ni.  z©.  Be  tous  les  degrez, 

à  Vinfni. 

1°.  Pour  plufîcurs  dcgrez  pris  de  fuite  en  nombre  fini. 
Je  nombre  des  formules  eft  3P— i ,  en  fuppofant  f  égal  à 
Texpofanc  du  dernier  degré  qui  a  été  pris ,  la  fommedes 
formules  eft  igale  à  une  femblable  puifTance  de  3  moins 
l'unité. 

Pour  le  i«^degrc|feuloù/=i,j*ai  3^—1==  3—1  ==2. 

Pour  les  deux  premiers  degrcz ,  Texpofant  du  fécond 
cft  2==/ ,  j'ai  3*— •1=5— 1==8==  2-+ 5, trouvez  ci- 
deffus. . 

Pour  les  trois  premiers  degrez ,  Texpofant  du  troificme 
cft  3  ====^,  j'ai  3  5-- 1  =====27— I  ===  26====--+6---+ 1 8,t^^^ 
ci-deifus. 

Pour  les  quatre  premiers ,  où^  ==4  ,  j'ai  34— .1=81 
~i=8o==52—+6--+i8—f  54 trouvez  ci-defTus;  &  ainfi 
des  autres. 

2°.  Pour  tous  les  degrez  à  l'infini  pris  enfemble ,  Tex- 
|>ofant du  dernier &[infinic:iéme  degré  eftoo  .Donc  la  fom- 
tee^es  formules  de  tous  les  degrez  a  l'infini  eft  3**  —  i. 
Ce  qu'il  falloir  trouver. 

COROLLAIRE   L 

Et  remarque^  Dans  ce  grand  nombre  de  formules  oh 
doit  retrancher  comme  inutiles  toutes  les  formules  donc 
le  fécond  membre  qui  contient  tous  les  termes  (  excepté 
la  haute  puiftance  de  l'inconnue  )  eft  totalement  néga- 
tif, parce  qu'il  eft  impofible  que  le  poficif  fôit  égal  au 
négatif  abfolu,  &  fi  on  veut  abfolument  les  réfoudre  , 
on  le  pourra  toujours  de  la  même  manière  que  celles  donc 
les  deux  membres  font  totalement  pofitifs.  Nous  verrons 
dans  la  fuite  comment  on  peut  encore  diminuer  le  nom^ 
bre  des  formules. 
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Il  eft  évident  qu'il  n'y  a  qu'une  feule  formule  néga- 
tive dans  le  premier  degré  x  = — h.  Dans  tous  les  de- 
grez  fupérieurs ,  foit  f  l'expofant  du  degré  propo/e  ^  le 
nombre  des  formules  totalement  négatives  dans  le  (e^ 
cond  membre  &  partant  inutiles  ,  eft  une  puiffance  de 
z  moindre  de  Tunicé  que  l'expofant  du  degré  ^  c'eft 
donc  i'""*. 

Ainfi  dans  le  fécond  degré  ,où/==  i ,  j'ai  z'^ 
z*    *  =  z ,  ce  qui  donne  deux  formules  inutiles. 

Dans  le  troifiéme  degré ,  ou  p  =  3  ,  j'ai  z'**' 
formules  inutiles. 

Enfin  dans  le  i  o^.  degré,  où/==  10,  j'aiz'*  '  =  z' 
c=jiz  formules  inutiles.  On  peut  les  exprimer  par  la 
fcrie  qui  fuit. 

dis      I.  Z.  3.  4-    y.     6.      7.      ?•      5^™^  degrc^&c, 

dêgfiz, 

Kêmhrê 

des       I.  Z.  4*  8.   i^.  3z.  64.  xz8.   x$6^    yiz.  SrCr 

COR  OLL  AIR  E    IL 

Donc  dans  chaque  degré ,  dont  l'expofant  foit  p  ,  le 
nombre  des  Equations  utiles  eft  z  x  3^"^* z^    *  ,qui  eft 


un  binôme  dont  la  première  partie  contient  le  nombre 
des  formules  poffibles  dans  chaque  degré  trouvé  par  le 
Problême  I.  &:  la  féconde  partie  contient  le  nombre  des 
formules  inutiles  trouvées  par  le  Corollaire  précédent ,  à 
retrancher  du  nombre  total  des  formules, 

Ainfi  dans  le  fécond  degré ,  oùf  ==  z  ,  j'ai  z  x  3  *     * 

—  z^     *  2====  z  X  3  •-— •  z  s==K3  ^  — —  z  =5  4,  nombre  dc$ 


formules  utilesr 


Dans  le  tretûcme  degré  ,  oà  /  =  5  ,  fat  x  x  3^' 


^^"*^==^xx5— :-4==if  —  4==  i4yncHnbredcs 


£cnamle§  otilcf . 

Dans  le  repcieme  dcgrc  ,  ou /  =  7 ,  j'ai xx  y     ' 

t^     's=srx  j* z^=zzx  yz9 ^4==  145* 


Dam  le  dixième  degré ,  où  ^  ==  10 ,  jai  zx  ; 


IS. 


^'•~'  =1x3^ i^  =  395^^ ^^yii=38854. 


,  ^  On  peut;  les  exprimer  par  les  quatre  (crics  fui vai 
pcnsr  en  avair  le  rapport ,  le  premier  cft  l'cxpoiânc  da 
degié,  la  féconde  eft  le  nombre  total  des  formules  dans 
chaque  degré  corrcfpondant  ,  la  troifîcme  contient  le 
nombre  des  formules  inutiles  \  retrancher ,  la  quatrième 
contient  le  nombre  des  feules  formules  utiles ,  &  c'eft  la 
diiFérence  de  chaque  terme  corrcfpondant  dans  la  fé- 
conde &  la  troiiiéme  férié. 

Mxfofknt  dudeiré  i.  z,     3*     4.         y.       6.         7. 
Total  des  formules  z.  6.   18.  54.    i^i.  48  tf.  14^8.  &c. 
Inutiles  1.1.    4.     8.     i^.     32.       64.  &c. 

l7//7^/  s •  4.   14*  4^.  146.  454.  1594.  &c. 

P  ROBLE'ME    III. 

Vetermi/ter  le  nombre  des  clajfes  des  formules  différentes 

dans  chaque  degré. 

'  Pour  diftinguer  en  différentes  claffes  les  formules  d'un 
même  degré  ,  je  prends  dans  ce  degré  ,  par  exemple ,  le 
cinquième,  les  deux  Equations  extrêmes  ;  fçavoir  ,  fon 
Equation  pure  &fimp]e  x^  =  ^^.qui  n'a  que  deux  ter- 
mes ,  &  fon  Equation  completcequi  a  tous  fes  iix  termes. 
x'c=3  4'x^-4-/i"Ar'-|-  4ï"x^-+-  4"^  x^ — ^'^  .&  je  les  écris 
de  cette  forte  y  mettant  dans  le  premier  membre  la  haute 

puifTancç 
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puiiTance  de  rinconnuë  toute  feule ,  &  dans  le  fécond 
membre  tous  les  autres  termes  ,  par  cette  difpofition 
j*ai  un  feul  terme  dans  le  fécond  membre  de  l'Equa- 
tion pure  Se  (impie  y  c'çft  la  première  clafTe  dont  Texpo- 
fant  eft  i. 

Mais  j'ai  cinq  termes  dans  le  fécond  membre  de  TE- 
quation  complette ,  c'eft  la  cinquième  claiïe  de  ce  de- 
gré ,  fon  expofant  efl;  y. 

Donc  i"ai  les  deux  claffes  extrêmes  i  &  5 ,  je  remplis 
leur  in  ter  val  par  la  fuite  naturelle  des  nombres,  i  ,1^3,4,5^, 
ce  qui  me  donne  cinq  membres ,  qui  donnent  cinq  clalTes 
différentes ,  dont  ils  font  les  expofans  ,  &  marquent  en 
même  tems  le  nombre  des  termes  de  chacune  de  ces 
claffes  dans  le  fécond  membre  de  la  formule  comme  il 
fuit. 

i^^.  claife.     X   ^-^  t  .  Unefènle  e/péce. 

i^'c.claiTe.      X   =4    X    —b.  i'«.  cfpcce. 

&  4c,  efpéces.  x^  zsza     x    —i  .  z^.  efpccc. 

X   s=za      X    ^b  .  3^  efpece. 

x^  =:  4^^  AT    —  ^  •  4^    efpéce. 

3t.cla{re.         ^'  ^2  x^  ±a    x    ±b\ 
ic  8  efpéces. 

4c.clairc  ^^  —/  ^^  HH  /  :c'  ±4'  x'+  b\ 

ic  4  efpéces. 


jc,  claffe         ^^  ^/  ^^  +  /  ^'  Hf  4   X    ±4    x 
&i6>cfpcces.       —  "  • 


i8  Méthode  NOUVELLE 

Ainfi  dans  le  cinquième  degré,  comme  il  y  a  cinq 
termes  dans  le  fécond  membre,  il  y  a  cinqclaflcs  de  for- 
mules. 

En  général ,  il  y  a  dans  chaque  degré  autant  de  claflcs 
différentes  de  formules ,  que  Tcxpofant  de  ce  degré  con- 
tient d'unitez. 

PROBLEME     IV. 

Trouver  le  nombre  des  effices  différentes  des  formules  dans 

chaque  clajfe  d'un  même  degré. 

Le  nombre  des  termes  établit  la  différence  des  claâes, 
ainfi  la  j^claffedu  jc.  degré  qui  eft  complette  contient 
cinq  termes  dans  le  fécond  membre  ,  mais  il  y  a  dans 
ce  même  degré  quatre  claffes  de  formules  incomplettes, 
qui  fe  réduifent  à  trois  claffes  ,  en  retranchant  la  pre- 
mière claffe  qui  efl  celle  des  Equations  pures  &  fimples, 
de  forte  que  de  ces  cinq  claffes  retranchant  les  deux 
clafles  extrêmes  la  première  &  la  dernière  ;  il  reflc  trois 
claffes  dans  lefquelles  il  peut  y  avoir  plufieurs  efpéces  : 
car  je  nomme  efpéces  différentes  de  formules ,  celles  de 
la  même  claffe  qui  ont  par  confequent  le  mêrne  nombre 
de  termes ,  mais  non  pas  les  mêmes  termes.  Par  exemple, 
la  féconde  claffe  du  cinquième  degré  qui  a  deux  termes 
dans  le  fécond  membre  a  auffi  quatre  efpéces  ,  car  re- 
tranchant dans  TEquation  pure  &  fimple,  &  dans  l'E- 
quation complette  Thomogéne  qui  doit  toujours  fe  trou- 
ver dans  toutes  les  formules,  il  me  refle  une  place  à  rem- 
plir dans  la  féconde  claffe ,  &:  j'ai  quatre  termes  dans 
TEquation  complette  qui  peuvent  occuper  cette  place 
chacun  en  particulier,  ce  qui  donne  quatre  efpéces  dif- 
férentes de  la  féconde  claffe. 
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y«  claffc.  x^  =±4'  x^  ±/  x^  ±a^  x"^  */  x 

±  ^^ 
i<îc.  claflc.  X   =:±/i    AT    +  ^  .  I  ".  efpccc. 

;c    =  1 4    ;c    i  ^  .   2<^c.  cfpccc. 

X    =  Hh  4    X    +  ^  .  3"^<=.  efpéce. 

J  4         I  V 

X    si:*^    X    ±^  .  4^0.  cfpccc. 

De  même  dans  la  3^.  claflc  du  ^^.  degré  qui  a  crois 
termes  dans  le  fécond  membre ,  j'ai  deux  places  à  rem- 
plir en  combinant  quatre  termes  de  toutes  les  manières 

poflibles ,  deux  à  deux.  Ces  termes  font,  x^  ^  ^^  ^^^  y  J^'. 
ce  qui  (e  peut  combiner  deux  à  deux  fans  répétition  de 
fix  manières  diflerentes  ^  ce  qui  donne  fîx  efpéces  diffe* 
rentes  dans  la  3^  claflc. 

5«.  claflc.     X   z=z±  a    X    ;^  a    x    *t.  fans  x  &  x  , 

x^  =  ±  4  x4  +  4^  x^  ±  ^  .  fans  x  &:  x\ 

f  .'4.41-f^-*»  *  î 

X    =±4   X    ll4  X  ±^   fans  X  &  x . 

x=:i^ArHt4  X  +^.  fans  x  &  x  . 

x^=ll4    X    +4  X  *^.  fans  x  &  x  . 

X    =±4    X    +4  X  ±^.  fans  x  &  x  . 

Pareillement  dans  la  4^  claflc  du  5^.  degré ,  quia  qua- 
tre termes  dans  le  fécond  membre ,  au  lieu  de  cinq  ter- 
mes dans  l'Equation  complette,  ce  qui  fe  réduit  à  3.  SC 

G  1) 
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à  4.  retranchant  de  part  &c  d'autre  rHomogéne ,  or  de 
quatre  termes  on  en  peut  arranger  trois  de  quatre  iiva- 
niéres  différentes  ,  ce  qui  donne  quatre  cfpéccs  diffé- 
rentes dans  la  4^  claflc  du  5c.  degré. 

Mais  la  i^^^  claffe  qui  n'a  qu  un  terme  dans  le  fécond 
membre ,  &  l'Equation  compîctte  de  la  y<=.  claffe  qui  en 
a  cinq ,  n'ont  chacune  qu'une  feule  efpéce  $  car  on  ne 
peut  varier  ni  le  nombre  ni  l'cfpéce  des  termes  dans  ces 
claffes ,  mais  elles  ont  des  individus  ou  formules  parti- 
liéres  différentes ,  qui  viennent  de  la  feule  diverfité  des 
Signes  J-  &:  — . 

PROBLEME     V. 

Trouver  les  Individus  ou  Formules  particulières  dr  leur 
nombre  dans  ^chaque  efféce  dt  dans  chacune  des  Clajfes- 
d'un  même  degré  &  de  tous  les  degrez,  à  Cinfni. 

Les  formules  particulières  dans  chaque  efpéce  &  dans 
chacune  des  claffes  viennent  des  combinaifons  différen- 
tes des  Signes ,  «H  â£  — .  Or  toutes  les  combinaifons  uti- 
les qui  donnent  des  formules  différentes  font  exprimées 
par  les  deux  Séries  fuivantes  ,  dont  la  première  marque 
î'expofant  de  la  claffe  &  le  nombre  des  termes  dans  le 
fécond  membre,  c'eft  la  Série  des  nombres  naturels.  La 
2^«.  qui  marque  le  nombre  des  combinaifons  qui  déter- 
mine le  nombre  des  formules  particulières  ou  des  indivi- 
dus dans  chaque  efpéce ,  efl:  la  Série  des  puiffances  de  2. 

Xomhre  des  ^  o  o 

t9m9s.         I.    2i.    J.        4.       5^       6.  7.  8.         9.      6CC. 

F^^Jlfs!'     ^*    4.    8-     16.    32.    64.    118.    156.    JI2,     &C. 

Ainfi  dans  la  i'«.  claffe  où  il  n'y  a  qu'un  terme,  il  y 
a  deux  formules  ,  parce  que  les  Signes  -t-  &  —  peuvent- 
être  mis  tous  les  deux  devant  ce  terme  imique.  Ce  qui 
donne  deux  formules. 
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Dans  la  i^^.  clalTe  où  il  y  a  deux  ccrmcs  ,  les  iîgnes 
&  -—  peuvent  être  combinez  en  quatre  manières.  Ce 
qui  donne  quatre  formules. 

Dans  la  31°^.  clafTe  qui  a  trois  termes  ,  les  fignes  -f- 
&  -—  peuvent  fe  combiner  en  huit  manières  ,  ce  qui  don- 
ne huit  formules.  £t  ainii  des  autres  à  Tinfini* 

PROBLEME    VI. 

Trouver  en  lettres  chaque  formule  partie nliére  d'une  e/péce , 
dr  d'une  cUJJe  quelconque  d'un  degré propofé. 

Comme  toutes  les  formules  particulières  dans  une 
efpéce  &  dans  une  claflc  d'un  degré  déterminé  ,  vient 
de  la  feule  combinaifon  des  fignes  ^  lorfqu'on  aura  une 
claffe  &  une  efpccc  déterminée.     Par  exemple  ,  la  i'^ 

efpéce  de  la  }"»«.  claffe  du  y"^^.  degré  x    ^z.  ±  a    x  . 

+  4  X  ±  b  .  qui  eft  fans  x  Se  fans  xx.  &  qui  a  trois 
termes  dans  le  fécond  membre  ;  or  par  le  Problème  y^nc. 
j'ai  dans  la  Série  huit  combinaifons  ou  formules  pour  5. 
termes.  Ainfi  j'écris  de  fuite  ces  huit  formules  qui  com- 
prennent toutes  les  combinaifons  différentes  des  fignes 
rf  &  —  comme  il  fuit. 


x       S==5 


a    X     -*•  a    X     HH  ^ .    irc.  form* 


X    =  -t-  a    X 


X    ==  -4-  a    X 


X    ==  -+-  a    X 


5  I     4 

X    =i a    X 

X    =2  -f-  a    X 


s  I     4 

X  ==—— */f     X 

s  I        4 

X    = a    X 


*      5 
4      X     — - 

-i'. 

i<i«.  fornik 

1        } 
4      X      - 

t-t\ 

3'nc,  forœ. 

4      AT     — 

-i\ 

4'ne.  form. 

4       X      - 

j'nc.  form. 

2-          5 

4     X     - 

t-b*. 

é"«.  form. 

2-          } 

a    X    " 

^b\ 

7™«.  form. 

•^b\ 

C 

•  •  • 
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PROBLEM  E     VIL 

Former  les  Equations  en  nombres  dans  chaque  Formule 

particulière  d*un  degré  quelconque. 

Ce  Problème  eft  important  pour  la  réfolution  des  Equa- 
tions ,  car  il  cft  ridicule  de  chercher  les  racines  d'une 
Equation  proporée^iî  on  ignore  le  nombre  &  la  nature  des 
élemens  dont  elle  contient  le  produit. 

De  la  nature  des  racines  des  Equations  de  tous  les  degreZy 

de  leurs  genres  &  de  leurs  efféces. 

Les  racines  d'une  Equation  compofee  d'un  degré  quel- 
conque ou  Tes  élémens  font  les  Equations  fîmples ,  ou  du 
premier  degré  dont  elle  contient  le  produit.  Je  divife 
les  racines  en  plufîeurs  genres. 

Les  racines  font  ou  pofîtives  ou  négatives  :  Voilà  leur 
premier  genre. 

Les  racines  pofîtives  font  celles  dont  la  valeur  de  Tin- 
connue  eft  une  grandeur  pofîtive  comme  x 1==^. 

qui  donne  par  tranrpofîtion;i;==-+  x.  c'eft  une  valeur 
pofîtive. 

Les  racines  négatives  font  celles  dont  la  valeur  de 
l'inconnue  eft  négative ,  comme  x  -H  2==  ^ ,  qui  donne 
par  tranfpofition  x= 2,  c'eft  une  valeur  négative. 

Le  fécond  genre  divife  les  racines  en  réelles  &:  ima- 
ginaires, qui  fe  divifent  chacune  en  deux  efpéces,  lo, 
rationellcs ,  i^.  irrationelles. 

Les  racines  réelles ,  rationellcs  ou  commenfîirables  ^ 
font  celles  dont  la  valeur  s'exprime  exaftement,oupar 
un  nombre ,  ou  par  une  lettre  connue  ,  comme  x x 

Les  racines  réelles^  irrationelles  ou  incommenfurables, 
font  celles  dont  la  valeur  ne  peut  être  exprimée  exaûe- 
mcnt  par  un  nombre  ou  par  une  lettre  connue  ,  fans  y 
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ajouter  un  figne  Radical  comme x y^ o^x  — 

1^==^  ce  qui  marque  la  racine  quarrcc  dei,  oude^, 
qu'il  eft  impoffible  d'exprimer  fans  le  figne  Radical ,  on 
les  nomme  incommenfurables ,  parce  qu'on  ne  peur  pas 
les  mefiirer  par  Tunicc  ni  par  aucune  partie  connue  de 
unité. 

Les  racines  imaginaires  font  auflTi  de  deux  efpcces ,  il 
y  en  a  qui  font  imaginaires  &  rationelles  comme 
4  qui  efl:  une  valeur  imaginaire  négative  dans  x 
a  ==  û  y  mais  imaginaire  pofîtive  dans  x — — <?  -, —  o^ 
CCS  deux  valeurs  font  des  imaginaires  du  premier  de- 
gré. 

Les  valeurs  imaginaires  du  fécond  degré  ont  toujours 
deux  fignes  comme  les  autres  imaginaires  ,  le  pre- 
mier qui  eft  hors  du  'figne  eft  -+-  ou ,  le  fécond  qui 

cft  ici  fous  le  figne  Radical  eft  toujours dans  l'ima- 
ginaire du  fécond  degré  ;c  -4-  k^— 4  6c X »^— 4, com- 
me dans  le  premier  degré  x  -4 4  &  x a. 

Or  le  fécond  figne eft  toujours  invariable  dans 

tous  les  imaginaires ,  il  n'y  a  que  le  premier  figne  qui 
peut  varier. 

Ces  racines  imaginaires  font  proprement  des  racines 
négatives,  fourdes  Se  irrationelles ,  mais  les  pofirives  font 
amplement  des  racines  fourdes  ou  irrationelles. 

Les  racines  imaginaires  font  rationelles  ,  lorfque  la 
grandeur  ou  valeur  imaginaire  qui  cft  fous  le  figne  Ra- 
dical ,  cft  une  puiftance  parfaite  égale  &  fcmblable  à 
Texpofanc  du  fijçne  radical  ,  comme  dans  x  -4-  y— 4^ 
-+-  ^ ,  &  X  —  ^m*  =  0 ,  dans  lefquels  4'  eft  élevé  à  la 
puiftance  exaûe  du  figne  Radical  ^7-  qui  eft  la  féconde 

puifTance. 

Mais  les  racines  imaginaires  font  irrationelles ,  lorf- 
qac  la  grandeur  imaginaire  qui  eft  fous  le  figne  Radi- 
dal  n'eft  pas  de  même  degré  que  Texpofant  du  figne  Ra- 
dical comme  dans  x  ^ —  y"!!:;  =  ^  dans  lequel  le  Ra* 
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dical  eft  du  croifiéme  degré,  &  la  grandeur  imaginaire 

fous  le  fîgne  Radical  eft  du  premier  degré. 

Dh  nombre  des  racines  dans  chaque  formule ,  de  tous  les 

degré  a  l'injjni. 

Dans  tous  les  degrez  à  l'infini ,  chaque  formule  con- 
tient autant  de  racines  ou  d'équations  fimples  &  du  pre- 
mier degré  ,  que  Texpofant  de  la  haute  puiflance  con- 
tient d'unitcz. 

Ces  équations  du  premier  degré  en  font  les  élémens 
les  plus  fiinples ,  ainû  dans  une  formule  du  fécond  de- 
gré dont  l'expofant  cft  r,  il  y  a  deux  racines  ou  deux 
élémens  y  trois  racines  dans  une  formule  du  troiiîéme 
degré  y  quatre  racines  dans  une  formule  du  quatrième 
degré ,  &c. 

On  peut  aufn  confîderer  une  formule  du  troifiéme  de- 
gré ,  comme  le  produit  d'une  équation  du  fécond  degré 
multipliée  par  une  équation  du  premier  degré  ;  de  même 
une  équation  du  quatrième  degré  peut  être  confidérée 
comme  le  produit  de  deux  équations  du  fécond  degré; 
pareillement  une  équation  du  cinquième  degré  peut  être 
regardée  comme  le  produit  d'une  équation  du  troifîéme 
degré ,  multipliée  par  une  équation  du  fécond  degré. 

En  général  toute  équation ,  par  exemple,  dufeptiéme 
degré,  eft  le  produit  de  toutes  les  équations  dont  les  ex- 
pofans  peuvent  être  les  divifeurs  exacts  de  fbn  expo(anc 
7  \  c'efl:-à«dire ,  qu'elle  eft  le  produit  de  (ept  équations 
du  premier  degré,  parce  que  leur  expofant  i  divife  7, 
&  le  quotient  eft  7  qui  donne  les  fept  équations  du  pre- 
mier degré.  On  peut  encore  la  confidérer  comme  formée 
par  les  équations ,  dont  les  expofans  pris  cnfemble  font 
le  nombre  7  ,  qui  eft  fon  expofant  ,  ainfi  comme  1x3 
-(-  i=:7,  cette  équation  peut  être  formée  par  deux 
équations  du  troifiémc  degré  &  une  du  premier  degré , 
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iC  enfin  comme  4x3  ==  7 ,  on  peut  auffi  la  former  par 
une  équation  du  quatrième  degré ,  &  une  du  troifiéme 
degré ,  ôc  ainfî  des  autres. 

Dff  termes  des  Equations  ,  de  leur  nombre  ,  dr  de  leur 

différence. 

Dans  chaque  équation  d'un  degré  quelconque  ,  il  y 
il  toujours  un  terme  de  plus  que  rexpofant  de  Ton  degré 
ou  de  fa  haute  puiflance  qui  font  égaux  ,  contient  d'u- 
aitez,  Ainfi  lorfqu'il  Te  trouve  moins  de  termes ,  c'eft 
une  marque  qu'il  y  en  a  qui  font  évanouis ,  ce  qui  fe  fait 
en  abrégeant  l'équation ,  lorfqu'il  y  a  des  produits  égaux 
avec  des  (ignés  contraires ,  ils  fe  détruifent  &  ce  terme 
manque  dans  l'équation  abrégée. 

Les  différentes  puiflances  de  l'inconnue  font  la  diâfé^ 
rence  des  termes  ,  ainfî  tous  les  produits  qui  ont  une 
même  puiflance  de  l'inconnue  ne  font  qu'un  fcul  & 
même  terme  ^  on  les  écrit  les  uns  fous  les  autres ,  à  me- 
fure  qu'on  les  trouve  dans  la  formatiq^de  l'équation , 
&  on  les  abrège  en  écrivant  une  feule  lettre ,  ou  un  nom- 
bre qui  eft  la  fomme  des  faâeurs  s'ils  ont  le  même  fîgne, 
ou  leur  différence  s'ils  ont  des  fîgnes  contraires  ,  ainfî 
ce  £iâ:eur  eft  zéro ,  lorfque  la  fomme  des  fadeurs  pofî- 
cifs  égale  celle  des  négatifs. 

Le  premier  terme  contient  la  plus  haute  puiflance  de 
rinconmië  feule ,  les  termes  fuivans  qui  font  les  termes 
moiens ,  contiennent  un  cœflîcient  ou  fadeur  exprimé 
en  nombre  ou  en  lettres  avec  une  puiflance  de  l'incon- 
nue. 

Dans  les  termes  moïens ,  les  expofans  des  puiflanccs 
de  l'inconnue  décroîflent  de  l'unité  d'un  terme  à  l'autre, 
jufqu'à  la  puiflance  linéaire  de  l'inconnue  ^  qui  eft  tou- 
jours le  pénultième  terme  de  l'équation. 

Le  dernier  terme  n'a  point  d'inconnue ,  il  contient 
Anâljfe.  D 
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fculcmenc  un  nombre,  ou  des  lettres  qui  expriment  le 
produit  de  toutes  les  valeurs  des  racines  de  1  équation. 
Dans  une  équation  réduite  à  fa  plus  fimple  expreflioa 
comme  la  fuivante  qui  eft  du  cinquième  degré. 

des      I    ...    2    ...    3    ...    4    ...    y    ...    6. 
termes, 

$  14  ïi        5  III        1  rr       I  ir 


X    -i-  a    X     —H  a      X 

==0. 


• 


4        X     -4-  A     X    h  . 


Il  y  a  fix  termes,  le  premier  terme  contient  la  haute 

puiflance  de  Tinconuë  feule  x  •  Lu  fixiémc  &:  dernier 

terme  h  .  contient  une  lettre  connue  ,  dont  rexpoHinc 
en  chifre  Romain  ou  Italique  V  marque  cinq  dimen* 
fions ,  ou  le  produit  de  cinq  racines ,  &  non  pas  une  cin- 
quième puiâance. 

Les  autres  termes  (  compris  entre  le  premier  &  le  der- 
nier qui  font  les  termes  extrêmes  )  fe  nomment  les  ter- 
mes moïens ,  q^ont  chacun  un  coefficient  ou  faâeur 
avec  une  puiflance  de  Tinconnuë  décroiflante  de  Tunité. 

Dans  les  équations  abrégées  ,  les  cœfficiens  ou  fac- 
teurs font  exprimez  en  général  par  des  a ,  dont  l'expo- 
fant  en  chifre  Italique  marque  le  nombre  des  dimen- 
fions  néceflaire,  pour  rendre  tous  les  termes  homogènes, 
&  de  cinq  dimenfions  comme  dans  le  premier  terme , 
ce  qui  fait  que  ces  expofans  de  a  croiflent  de  l'unité 
d'un  terme  au  fuivant ,  à  mefure  que  Texpofant  de  x 
décroît. 

Ces  cœfficiens  ou  fadeurs  font  chacun  en  particulier 
le  réfultat,c'cft-à-dire  la  fomme  ou  la  différence  de  tous 
les  cœfficiens  particuliers  qu'on  trouve  en  détail  dans 
la  formation  de  l'équation  ;  c'efl  la  fomme  lorfque  les 
fignes  font  femblables  dans  tous  les  fadeurs  d'un  même 
terme  ^  mais  c'efl  leur  diffisrence  ,  lorfqu'il  y  a  dans  un 
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même  cerme  des  fadeurs  qui  onc  des  fignes  contraires , 
Ainfî ,  fî  je  forme  une  équation  du  quatrième  degré 
en  multipliant  quatre  racines  pofitives  ^,  ^,  ^,^,  en- 
fuite  en  fuppofant  d  négative. 


4==o. 


X  4  X  Abrégé  pour  le  fécond  degré. 


X  X   r==o. 


X     —4  X'-^A     b    =s=0. 


5  * 

X     AX 


hx     -♦-4Ax. 


1 
C  X      -*-  AC  X. 


X  X    —  ^. 


4  } 

X      —4  X  . 


bc  X  — -  db  c 


o. 


Abrégé  pour  le  troifiéme  degré. 

3  I       1  II        I 

X    —4    X    -f- 4     ^    —^abc 


o. 


5       .  * 

cx    ^^acx  . 


4^jc  '^abdx. 
bdx  ^acdx. 
cdx    IÇ^bcdx. 

Dij 
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Abrégé  pour  le  quatrième  degré  fuppofant  d  poficifr 

4  ï       )  II        1  III       I  1  r 

X    a    -f- ^     X    a     X     -^ir  ^  b  c  4 


\ 


X 

o. 

Mais  fuppofanc  d  négatif. 

]àxx   4    X    !Z1    ^     X    -4-4      X    -"--^ai^ca 

==  o. 

Dans  laquelle  j'ai  mis  deux  fignes  au  troifiéme  terme, 
ce  fera  -t-  fi  les  produits  pofitifs  furpaffent les  négatifs, 
au  contraire  ce  fera- —  files  produits  négatifs  furpaflenc 
les  pofitifs ,  &  s'ils  font  égaux ,  ils  feront  évanouir  Ictroi- 
fiéme ,  comme  alors  fon  coefficient  eft  nul  ou  zéro ,  ce 

.  qui  s'exprime  ainfi  +  o    x  . 

Il  fuit  delà  que  le  faâeur  du  fécond  terme  contient  la 
fomme  ou  la  différence  des  valeurs  de  toutes  les  racines 
de  l'équation  ;  Sçavoir  la  fomme ,  lorfqu'elles  ont  des  fi- 
gnes femblables,  mais  la  différence  lorfqu'elles  ont  des 
fignes  contraires» 

Dans  le  troifiéme  terme ,  le  fa£teur  contient  la  fomme 
ou  la  différence  des  produits  de  toutes  les  valeurs  des  ra- 
cines prifes  deux  à  deux. 

Dans  le  quatrième  terme ,  le  fadeur  contient  la  (bm- 
me  ou  la  différence  des  produits  de  toutes  les  valeurs  des 
racines  prifes  trois  à  trois. 

En  général  ,  les  valeurs  des  racines  font,  multipliées 
en  nombre  pair  dans  tous  les  ter  mes  impairs,  à  commen- 
cer par  le  troifiéme  terme,  cinquième,  (eptiéme,  &c.car 
le  premier  contient  la  feule  haute  puifTance  de  incon- 
nue ,  mais  elles  font  multipliées  en  nombre  impair,.dans  les 
termes  pairs  à  commencer  par  le  quatrième  terme,fixiémc, 
huitième,  &c.car  dans  le  fécond  terme  les  valeurs  des  ra- 
cines s'y  trouvent  feules  fans  être  multipliées  les  unes  par 
les  autres. 
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Méthode  font  fdire  évanouir  Us  termes  moyens ,  <f  for^ 
mer  des  équations  numériques  ou  il  manque 

quelque  terme  moyen. 

Il  fuit  delà  que  pour  faire  évanouir  les  termes  moyens, 
Z(,  rendre  leur  faâeur  nul  ou  égal  à  zéro ,  ce  qui  eft  né* 
ceiTaire  pour  former  une  équation  numérique  ,  fuivant 
une  formule  où  il  manque  un  ou  plufîeurs  termes. 

i^.  Pour  faire  évanoiiir  le  fécond  terme,  il  faut  que 
la  (bmme  des  racines  pofîtives  foit  égale  à  la  fomme  des 
racines  négatives.  Ainû  dans  le  fécond  degré  il  faut  que 
\ts  deux  racines  foient  égales  avec  des  fignes  contraires, 
dans  le  troifiéme  degré  ^  il  faut  que  la  troiliéme  racine 
égale  la  fomme  des  deux  premières  avec  un  figne  coir- 
traire ,  &c. 

2°.  Pour  faire  évanouir  le  troifiéme  terme ,  &  même 
tout  autre,  dans  le  troifiéme  degré ,  &dans  tous  les  de- 
grez  fupérieurs  ,  il  faut  confidérer  l'équation  du  degré 
prochain  inférieur ,  afin  de  pouvoir  par  là  tirer  une  var 
leur  de  la  dernière  racine  capable  de  rendre  les  produits 
négartifs  égaux  aux  poficifs» 

Ainfî  pour  faire  évanouir  le  troifiéme  terme  dans  une 
équation  numérique  du  troifiéme  degré  ,  ou  en  former 
une  où  lé  troifiéme  terme  manque  ,  je  prends  une  équa-^ 
tion  du  fécond  degré ,  dont  le  fadeur  foit  un  divifeur 

exaû  de  fon  dernier  terme,  comme  x    —  4  x 3^ 

te=  o.  &  le  quotient  hh  S  fera  la  troifiéme  racine  pofitivc. 

X      4^  3X==:0 

xjf 8==o. 


4x    3  IX -+- xy  tf  ==o, 

8  X     -+-  3  1 X 


X  I2X     "jrox     Ht-2.y6==o. 


D  ii) 
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Mais  dans  x  -+-  4  a: 3i==ao  ,  la  troIGéme  ra- 
cine cft  négative  x  -H  8  ==  o.  en  général  ce  quotient 
prend  le  figne  propre  à  détruire  Ictroifiéme  produit,  c'eft 
celui  du  fadeur  du  fécond  terme  de  l'équation  précédente 
comme  ici ,  ou  le  contraire  comme  dans  Texemple  fui- 
vant  y  félon  que  le  cas  l'exige. 

Pour  former  dans  le  quatrième  degré  une  équation  où 
le  troifiéme  terme  manque  je  prends  une  équation  du  troi- 
fîémc  degré  dans  laquelle  le  fadeur  du  fécond  terme  foie 
un  divifcur  exad  du  troifiéme  terme ,  comme 


X      — 

X    a:  — 

b-b  x^ 

1  ^^ 

I 

l  zx     - 

H8 

0. 

— -  z  ■ 

'  0. 

4 

X 

-i^ex' 

^ 

1 
l  zx     - 

f-SAT. 

• 

5 
ZX 

1 
l  zx     — 

—  z/^x 

•\6  = 

=  0. 

4 

X 

3 

-+-4-V 

± 

ox     - 

—  i6x 

-16  = 

=  0. 

Je  divife  ii  par  6,  fon  quotient  i,  eft  la  quatrième 
racine  propre  à  faire  évanouir  le  troifiéme  terme. 

Il  cft  facile  de  faire  évanouir  tel  terme  qu'on  voudra 
pair  la  même  Méthode  dans  tous  les  degrez  fupérieurs^ou 
de  former  des  équations  numériques ,  où  il  manque  un 
ou  pluficurs  termes ,  ce  qui  revient  au  même ,  nous  (bm- 
mes  obligez  de  fupprimer  un  plus  grand  détail  pour  abré- 
ger ce  traité. 

En  général,  pour  faire  évanouir  quelque  terme  d'une 
équation  propoféc  ,  je  confidére  tous  les  produits  particu* 
liers  de  ce  terme  dans  l'équation  du  degré  inférieur  moin- 
dre de  l'unité  que  la  propofée  pour  opérer  deflus;  il  y  a 
deux  cas,  le  premier  cas  cft,  lorfque  tous  les  produits  de 


^ 
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ce  terme  ont  le  même  figne  -4-  ou ,  alors  il  faut  pour 

le  détruire  former  dans  ce  terme  un  produit  égal  à  la  fom- 
me  des  faâeurs  avec  un  figne  contraire. 

Ainfi  dans  ce  cas  il  faut  divifer  la  fomme  des  fadeurs 
de  ce  terme  parla  fomme  des  fa£leurs  du  terme  précé- 
dent, &  prendre  le  quotient  pour  multiplicateur  cherche 
ou  dernière  racine ,  avec  un  figne  propre  à  faire  évanouir 
le  terme  défiré.  Mais  dans  le  fécond  cas  où  les  fadeurs 
du  terme  propoféont  des  fignes  difFérens,  il  faut  prendre 
leur  difierence9&  opérer  comme  on  a  fait  ci-deflus  pour 
le  premier  cas. 

Explication  &  formation  gênerait  des  Tables  des 

Equations. 

II  y  a  deux  efpéces  de  Tables ,  &  chacune  de  ces  Ta- 
bles fert  généralement  pour  deux  formules  foûcontraires 
du  même  degré ,  dont  Tune  a  les  mêmes  racines  que  l'au- 
tre, mais  avec  des  fignes  contraires,  ce  qui  eft  de  Tef- 
fcnce  des  équations  &:  des  formules  foûcontraires. 

Toutes  ces  Tables  confident  dans  un  échiquier  avec 
deux  bordures ,  Tune  en  haut,  &  l'autre  à  gauche. 

L'échiquier  contient  toujours  les  fériés  des  homogènes, 
qui  font  des  progreflîons  arithmétiques,  ce  font  les  va- 
leurs du  dernier  terme  ^,quia  toujours  un  expofant ex- 
primé ou  fous-entendu  en  chifre  Romain  ,  d'autant  de 
dimenfions  que  l'expofant  de  la  haute  puiflance  de  l'in- 
connue. 

Hes  Tables  de  la  première  e/péce. 

Dans  les  Tables  de  la  première  efpéce.l'échiquier  con- 
tient les  fériés  horifontales&  verticales  des  homogènes 
ieuls  de  toutes  les  équations  poffibles  ,  rationelles  & 
irrationelles  dans  ces  formules  ;  ces  fériés  horifontales 
fuivcnt  la  formule ,  elles  font  croisantes  ou  décroiflantes, 
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de  la  valeur  de  xdu  même  rang,c'cft-à*dirc,  qu'elles  fc 
forment  les  unes  par  fîmple  addition ,  les  autres  par  fimple 
fouftradion ,  fuivant  qu'il  eft  prefcrit  par  la  formule 
convenable  à  chacune  des  tables. 

La  bordure  d'cnhaut  contient  la  (crie  des  valeurs  de 
a  qui  efl;  la  fuite  naturelle  des  nombres  qui  commence 
par  zéro.  o.  i.  x.  5.  4.  y  ,  &c.  ce  zéro  donne  pour  la  pre- 
mière colonne  de  l'échiquier  la  (crie  des  équations  pures 
&  (impies  dans  chaque  degré. 

La  bordure  à  gauche  contient  deux  rangs  verticaux 
ou  deux  colonnes  dans  le  fécond  degré  ,  trois  dans  le 
troifiéme  degré  ,  quatre  dans  le  quatrième  degré ,  &c, 
la  première  colonne  contient  la  (erie  des  nombres  qui 
commence  par  zéro^o.  i.  %.  3.  4.  y^ce  font  les  valeurs 
de  X. 

La  féconde  colonne  du  fécond  degré  contient  les  va- 
leurs de  X  .  c'eft  la  fuite  des  quarrez  naturels  ^  o.  i.  4« 
9.  16.  ly ,  &c. 

Dans  le  troifiéme  degré,  les  deux  premières  colonnes 

qui  contiennent  les  valeurs  dex&dex  .font  les  mêmes 
que  les  précédentes ,  la  troifiéme  colonne  contient  les 

valeurs  de  x  .  qui  eft  la  férié  des  cubes  naturels  ,  0.  if 
8.  Z7.  6^,  &CC.  &c  ainfi  des  autres. 

Des  Tables  de  la  féconde  efpéce. 

Les  Tables  de  la  féconde  efpéce ,  ne  contiennent  que 
les  feules  Equations  rationelles  ,  foit  réelles  foit  ima- 
ginaires. 

L'échiquier  contient  dans  chaque  cellule  un  homo- 
gène avec  toutes  fes  racines  ;  ainfi  l'échiquier  contient 
tout  enfemble  les  (cries  des  homogènes  &  les  (éries  de 
de  toutes  leurs  racines. 

U 
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La  bordure  d'cnhauc  contient  les  valeurs  de  a  varia- 
ble &  feule  dans  le  t^.  degré.   Dans  le  ^^^.  degré  il  y  a 

des  a   8c  des  4  .  Si  la  valeur  de  a  efl:  variable ,  la  va* 

leur  de  a  eft  confiance  ,  &  dans  quelques  Tables  elle 
contient  une  valeur  confiante  de  a  avec  une  valeur  de 

4    variable^  &  Ton  peut  drefTcr  des  Tables ,  fuppofant  a 

variable  fur  chacune  des  valeurs  de  a  confiante,  prife 
dans  la  fuite  des  nombres  naturels,  pour  le  3^^.  degré; 
dans  les  degrez  fupérieurs  Ton  aura  un  plus  grand  nom^^ 
bre  de  combinaifons  ;  car  on  aura  dans  le  qaatriéme  de- 
gré 4  ,  4  yd  y  que  Ton  peut  combiner  à  l'infini ,  en  fup- 
pofant ,  ou  deux  de  ces  valeurs  confiantes  &  la  3"^^.  va- 
riable^ ou  bien  en  les  fuppofant  variables  toutes  trois  en- 
fêmble  de  toutes  les  manières  poffibles.  Ce  qui  donnera 
autant  de  fériés  différentes  pour  les  homogènes. 

La  bordure  à  gauche  contient  au  premier  rang  vertical 
ou  première  colonne ,  les  valeurs  de  jcoùla  i'^^.  racine^ 
la  z'nc.  colonne  contient  la  féconde  racine  pour  le  i<*. 
degré  ;  dans  le  ^^^.  degré  il  y  a  trois  colonnes  qui  don- 
nent les  trois  racines ,  dont  les  deux  premières  font  con- 
fiantes &c  la  croifiéme  efl  variable  ;  quelquefois  c'efl  la 
féconde  qui  efl  variable.  Il  y  a  des  formules  où  il  y  a 
deux  racines  variables  en  même  tems ,  6c  d'autres  où  les 
trois  racines  varient  en femble.  Tout  cela  s'éclaircira  par 
les  Exemples  Se  par  les  Tables  qui  fuivent ,  beaucoup  plus 
que  par  un  plus  long  difcours. 

Vfage  des  Tables ,  pour  réfoudre  les  Equations  de  tous 

les  degrés  à  l infini. 

i^.ChaqueTablc  porte  en  tête  les  formules  fur  lefquelles 
clic  efl  dreflec ,  &:  les  termes  des  formules  font  placez  fc- 
Analyfe.  E 
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parement  dans  les  endroits  de  la  table  qui  leur  conviens 
nent  -,  la  haute  puiflance  de  Tinconnuc  eft  fur  la  bordure 
à  gauche.  Les  fadeurs  a  des  termes  moyens  font  fur  la 
bordure  d'enhaut  ;  cette  bordure  détermine  la  colonne 
où  Ton  doit  trouver  Thomogéne  propofc  ^.  Tous  les  ho- 
mogcnft  font  dans  Téchiquier  avec  Texpofant  de  leurs 
dimenfions  i^ous-entendu. 

Four  la  première  efpéce. 

Les  Tables  de  la  première  efpéce ,  donnent  direûc- 
ment  la  première  racine  dans  la  première  colonne  de  la 
bordure  à  gauche  vis-à-vis  de  Thomogènc  propofé  pour 
chacune  des  équations  poilibles  dans  les  formules  fur  lef- 
quelles  chacune  des  tables  eft  drefîee. 

Premier  exemple.   Soit  l'équation  pure  &  fimple  du 

x^.  degré  x  —  ox.  ==  4  ,  dans  laquelle  a  ==  0  ,  & 
^"  ==4.  Je  cherche  dans  la  première  table  du  2^.  degré 
dans  Iz  bordure  d'enhaut  ^  =  ^  ;  c'eft  la  colonne  où  je 
dois  trouver  l'homogène  ^=4.  Je  le  trouve  en  effet  , 
&  j'ai  à  cbié  dans  la  première  colonne  entre  les  valeurs 
des  X  j  du  même  rang  horizontal  x  ==  2 ,  qui  eft  la  pre- 
mière racine  deHrée.      La  féconde  racine  eft  x  -i-  a  ^ 


o==2. 


Second  exemple.    Mais  fi  on  propofe  l'équation  x^ 

+;  ox  =  6.  comme  l'homogène  h 6  ne  fe  trouve 

point  dans  la  table  dans  la  colonne  a:==iO ,  mais  qu'il  eft 
compris  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  dansl'inter* 
val  des  deux  homogènes  confécutifs  h  ==  4 ,  h  =  9.  fa 
première  racine  eft  plus  grande  que  i  racine  de  ^==4, 
&  moindre  que  3  racine  de  b==z^.  or  1  &:  3  font  deux 
racines  qui  ne  différent  que  de  l'unité.  Donc  1  eft  une 
racine  approchée  par  défaut,  &  3  une  racine  approchée 
par  excès  à  moins  de  l'unité  près.  La  féconde  racine  eft 
X  -4-  a  ==  z  -+-  o  trop  petite ,  ou  3  -f-  o  trop  grande. 

Troifîème  Exemple.  Soit  l'équation  afFeâèe  de  termes 
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moïcns  du  t^.  degré  x  -H  3 at  r —  i  o.  je  cherche  dans  la 
bordure  d'ehhaut  a  ==  3  ,  c'eft  la  colonne  où  je  dois  trou- 
ver rhomogéne  ê=  10.  Je  le  trouve  en  effet,  &  j'ai  à 
côté  à  la  première  cellule  du  même  rang  horizontal  x=sz,- 
c*eft  la  première  racine  qui  eft  pofîtive  ;  la  z^^.  racine  eft 
X  -H  a  ==  2,  -H  3  ==  y  qui  eft  négative. 

Quatrième  exemple.  Soit  l'équation  irrationelle  du 

1^.  degré  x    -4-  3x==  20.  dans  laquelle  4==  5  ,  &  ^ 
=  20.  je  cherche  a  =  3  dans  la  bordure  d'enhaut ,  c'eft 

la  colonne  où  je  dois  trouver  Thomogéne  h  =  20 ,  je 
ne  l'y  trouve  point  mais  18  &28,  dans  Tinter  val,  des- 
quels il  fe  trouve  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres ,  d'où 
je  conclus  que  l'équation  propo(ce  eft  irrationelle ,  8c  que 

fes  racines  font  plus  grandes  que  celle  de  l'homogène  t 
=  1 8  ,  dont  les  racines  font  x  ==  3  pofitive ,  x  -4-  a 
3  -4-  3  ==  6  négative  ,  puifque  20  >  18.  de  même 


comme  20  <  28 ,  les  racines  de  28  font  trop  grandes, c'eft 
x  ==  4  pofitive  &  X  -+-  a  =  4  -+-  3  =7  négative. 

Donc  -+-  3 6  font  les  deux  racines  approchées  par 

défaut ,-  mais  ''+^  4. —  7.  font  les  deux  racines  appro- 
chées par  excès.  Or  ce  défaut  Se  cet  excès  font  moindres 
que  l'unité* 

Pûur  le  troifiéme  degré.    ^ 

Cinquième  exemple.  Soit  x  -l-  i  x  +  o    x  =  3  6 , 

dans  laquelle  a  =  i ,  Se  h  ==  36.  dans  la  3"^^^  table 
de  la  première  efpèce  qui  eft  dreflee  fur  cette  formule , 
je  cherche  dans  la  bordure  d'enhaut  x==  i.  C'eft  la  co- 
lonne où  je  dois  trouver  l'homogène  3  6  s'il'eft  rationel , 
(ou  bien  il  fera  compris  dans  l'intervale  de  deux  homo- 
gènes confécutifs  de  la  même  colonne,  s'il  eft  irrationel) 
or  b  =  x6  s\  trouve  ;  &  j'ai  à  côté  dans  la  première  ccl- , 

Eij 
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lulc  de  la  bordure  à  gauche  du  même  rang  horizontal 

x=  3,  c'eft  la  première  racine  poficive,  x 3=0,, 

par  laquelle  je  divife  l'équation  propofce ,  &  le  quotient 
eft  une  équation  du  i^.  degré  dont  il  cft  facile  de  trou- 
ver les  racines  • 

Bivifeur  ^Dividende  ^^otient. 

jr  — 5  =  0     )x    ^\x    Ho     X— 5^=30.1*    ^.  4Af  •*- I  i=sa 


X  5  2- 

X     •       9      m         •         ^     ■"*    3^     • 

0+4^:   :  H  o   .  x  . 

4^  •  •  •  •    "ï*  4^  •  *""  ^  ^*    ^  • 

I 
o        *  1 1.    X  ;  —  3  tf , 

iz +  II.  X  .  —  36. 


o. 


Ce  quotient  eft  du  1^.  degré  &  dans  la  6^^.  formule 
qui  a  deux  racines  imaginaires.  Je  cherche  ce  quotient 

X  -4-  4X  -H  1 1  ==  o.  dans  la  1^^,  tablcvde  la  z^^.  efpéce 
du  2^.  degré  dans  la  colonne  a  ==  4 ,  &  je  trouve  les  va- 
leurs de  (es  deux  racines  imaginaires  Se  pofitives  1  ± 
^^4— Il  qui  donnent  les  deux  racines  x i  i  i^— .  n 

s==:0. 

£n  général  la  valeur  déterminée  du  coefficient  ou  fac- 
teur a  contenue  dans  la  bordure  denhaut^  détermine 
toujours  la  colonne  où  l'on  doit  trouver  Thomogéne  pro- 
pose ;  la  I^^  racine,  eft  dans  la  1^^.  cellule  du  même  rang 
horifontal  dans  les  tables  de  la  première  efpéce. 
£0.  Les  Tables  de  féconde  efpéce ,  donnent  tout  à  la  fois 
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toutes  les  racines  de  Téquation  propoféc  ;  c'eft-à-dirc  , 
autant  de  racines  que  rexpofantdelahautepuifTancc  ou 
du  degré  de  Téquation  (  qui  font  les  mêmes  )  contien- 
nent d'unitez. 

Du  cas  irréduStihle  du  troifiéme  degré. 

Le  cas  irrcduûible  du  3"^^  degré  fe  trouve  dans  les  é- 
quations  du  5""^.  degré  dont  les  trois  racines  font  irra- 
tionelles  ou  incommenfurables  ;  c'eft*à-dire  qui  n'ont  pas 
même  l'unité  ni  aucune  fra  Aion  pour  commune  mefure  ; 
aiûii  il  n'y  a  point  de  racine  exaâe  pour  réduire  l'équation 
au  (ècond  degré  par  la  diviflon. 

Ce  Problème  n'eft  pas  moins  célèbre  parmi  les  Ana- 
liftes ,  que  la  quadrature  du  cercle  Teft  parmi  les  Géomè- 
tres c'efl  là  où  fe  réduit  la  trifedion  de  l'angle. 

Toutes  les  équations  poflibles  dans  la  quatrième  for- 
mule de  la  x^.  efpécc  de  la  x^^.  claflc  du   3"^^.  degré 

X  —  4  X  == —  h  ,  &  le  quart  des  équations  poflibles 
fur  une  même  valeur  confiante  de  x  prife  pour  la  grande 
racine ,  tombent  nécefTairement  dans  le  cas  irréduâible  ; 
il  y  eu  a  auffi  dans  les  formules  de  la  i'^.  efpéce  de  la  x^^. 
clafTe  du  31"^.  degré  ^  &  dans  des  formules  desdegrezfa- 
périeurs. 

Il  eft  évident  que  l'homogène  d'une  équation  dans  le 
cas  irréduûible  qui  a  (es  trois  racines  irrationelles  efl: 
compris  dans  Tintervale  de  deux  homogènes  confécutifs 
d'une  colonne  de  la  6^^.  table  du  3n^«.  degré ,  lefqucls  ont 
chacun  une  racine  réelle  qui  efl:  approchée  à  moins  de 
Tunité  près,    Ainfi  l'homogène  moindre  que  le  propofô 
donne  fa  i*^^.  racine  approchée  par  défaut,  &  l'homogè- 
ne plus  grand ,  donne  la  racine  approchée  par  excès.  Ainfi 
rhomogène  irréduâible  aura  fa  véritable  première  racine 
inexprimable  entre  deux  nombres  qui  nedifFercnt  que  de 
Tunitc ,  &  par  ce  moyen  on  pourra  tenter  la  divifion  par 

£  iij 
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l'une  &  l'autre  de  ces  racines  approchées  pour  avoir  un 
quotient  qui  fera  l'équation  propofée  abaifTée  au  t^'  de- 
gré ,  dont  il  cft  facile  de  trouver  les  deux  autres  racines 
irrationellcs. 

Exemple.  Dans  les  deux  équations  confécutives  dans 
la  même  colonne  de  la  6^^.  table  de  la  première  efpéce 

^        4X=  31  y.  dont  la  i^^.  racine  efty,  &x  4^ 

480.  dont  la  i'^^  racine  eft  8,  (i  je  prends  un 
homogène  quelconque  plus  grand  que  3 1  y  mais  moindre 

que  480 ,  comme  x  4Ar  c= 410 ,  j'aurai  une  équa- 
tion dans  le  cas  irréduâible;  la  i^^.  racine  de  Thomogéne 
410  eft  irrationelle ,  car  elle  eft  moindre  que  8  &  plus 
de  que  7  qui  ne  difierent  que  de  l'unité. 

Ainfî  lc$  6^*  Tables  de  la  i'^.  &  de  la  1^.  efpéce  doni 
nent  la  i'^.  racine  approchée  tant  par  défaut  que  par  ex- 
cès de  toute  équation  qui  efl:  dans  le  cas  irréduâible.  £t 
la  6^^.  table  de  là  i^<^.  efpéce  donne  encore  les  deux  autres 
racines  irrationellcs  fans  aucune  opération  pour  toutes 
les  équations  contenues  dans  cette  table  ,  foit  qu'elles 
foient  dans  le  cas  ordinaire  ou  réduâible  qui  a  deux  ra- 
cines imaginaires  ,  foit  qu'elles  fe  trouvent  dans  le  cas 
irréduâible  dont  les  trois  racines  font  réelles  mais  irra- 
tionellcs ou  incommenfurable  ,  &:  comme  il  eft  impofli- 
ble  de  les  exprimer  exaâement  par  aucun  nombre  ^  mais 
qu'on  peut  feulement  en  approcher  tant  par  excès  que 
par  défaut ,  les  tables  donnent  cette  approximation  à 
«  moins  de  l'unité  près,  &  on  pourra  continuer  cette  ap- 
proximation à  l'infini  par  les  Méthodes  de  M'^.  Lagny  qui 
font  expliquées  dans  le  fécond  Livre  del'Analyfequifuit. 

Nous  avons  vu  dans  l'avertiffemcnt  que  10  qui  eft  la 

1".  racine  exafte  de  1  équation  x  5  oxt==i  100  prifès 

pour  l'origine  d'une  férié  infinie  d'homogènes  h  .  (  daiis 
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le  cas  irrcduâible  )  décroiflans  conftammenc  de  lo  juf- 
qu*à  zéro,  &  croiffans  conftammentde  loà  Tinfini,  eft 
aufG  la  première  racine  la  plus  approchée  de  coures  ces 
équarions  fcmblables. 

De  même  fi  on  prend  Téquarion  x  $ox  ==  8 1  pour 

l'origine  du  cas  irréduâible  ,  donc  la  première  raci« 
ne  eft  9  ,  on   aura  encore  9  pour  la  première  racine 

approchée  de  couces  les  équacions  femblables  x  —  90X 

=  b    .  prenanc  lucceffiyemenc    pour  les  valeurs  de 

h  .  ou  pour  la  ferie  des  homogènes  9  &  cous  Tes  mulci- 
ples  à  rinfini. 

En  général  prenanc  unecquacion  quelconque  du  y^^. 
degré  dans  la  formule  x  — «4  x  ==:  h  .  ou  dans  la  for- 
mule X  a  X  == b    .  donc  la  première  racine  foit 

réelle  &  les  deux  ancres  irracionelles ,  on  pourra  fur  ceccc 
équacion  faire  varier  le  feul  homogène  par  cous  les  mul- 
ciples  de  fa  première  racine  en  dècroiffanc,  &  par  cous  les 
mulciples  de  Ja  même  première  racine  en  croinanc  à  l'in- 
fini; alors  cous  ces  homogènes  donneronc  des  équacions 
femblables  dans  le  cas  irrèduâible ,  donc  les  crois  racines 
fcronc  irracionelles  &  leur  première  racine  la  plus  appro- 
chée, eft  la  première  racine  de  Icquacion  prife  pour  l'ori- 
gine de  cecce  férié  infinie  d'équacions  qui  fonc  dans  le  cas 
irrèdufcible. 

Ainfi  dans  cous  ces  cas  les  Tables  donneronc  la  racine 
dcfîrèe  de  la  manière  donc  il  eft  poffible  de  la  crouver  , 
c'cft-à-dire  à  moins  de  rùnicé  près  5  car  dans  le  cas  irré- 
duûibles  il  eft  abfolumcnc  impotOble  de  crouver  cctce 
première  racine  exaâemencj  cela  implique  concradiâion; 
car  il  eft  de  l'effence  &  de  la  nacure  du  cas  irréduâible 
d'avoir  crois  racines  irracionelles  &  incommenfurables  , 
parcanc  inexprimables  :  pour  les  deux  aucrcs  racines  on 
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les  exprime  avec  des  radicaux  qui  eft  une  expreflion  qui 
décermine  à  la  vérité  leur  valeur ,  mais  d'une  manière  en- 
tièrement in-intelligible  quoique  réelle  d'où  il  fuit  que  les 
tables  donnent  tout  ce  qu'on  peut  défirer  dans  le  cas 
irrédudible ,  fçavoir  une  approximation  pour  la  première 
racine  à  moins  d'une  unité  près  par  les  tables  des  deux  cf- 
péces  j  mais  la  table  de  la  féconde  efpécc  donne  tout  à  la 
rois  les  trois  racines  ;  de  forte  que  divifant  une  équation 
du  troifiéme  degré  propofée  dans  le  cas  irréduâible ,  la 
première  racine  trouvée  par  les  tables  divifera  toujours 
réquation ,  mais  avec  un  refte  foit  pofitif ,  foit  négatif. 
Ce  qu'on  ne  pourra  jamais  faire  par  tout  autre  nombre , 
&  le  quotient  contiendra  la  valeur  exade  des  deux  autres 
racines  irrationellcs ,  lefquelles  font  contenues  dans  la  ta<- 
blc  de  la  féconde  c(péce.  Voilà  tout  ce  qu'on  peut  défirer 
pour  le  cas  irréduâible. 

Explication  de  chaque  Table  en  particulier  avec Jon  ufage. 

Dans  le  fécond  degré  il  y  a  fix  formules  divifées  en  deux 
clafTes.  La  première  contient  les  deux  formules  pures  &c 
fîmples.  La  féconde  contient  quatre  formules  complettes. 

La  1*^^  formule  x  +  oAr=  h  a  deux  racines  c- 
gales  9  l'une  pofitive  l'autre  négative ,  en  nombres  en- 
tiers lorfque  h  eft  unquarré  parfait  ;  mais  ces  racines  font 

irrationellcs  lorfque  b  eft  une  féconde  puiffance  impar- 
faite. 

La  féconde  formule  x  ^ox  == b  a  deux  raci- 
nes égales  &  imaginaires  +•  ;^^"  Voilà  les  deux  for- 
mules des  équations  pures  &  fimples. 

La  troifiéme  formule  x  -+-  a  x  ==:  b  a  fa  petite  ra- 
cine pofitive  ^  &:  la  grande  négative  réelles  le  irratio- 
nellcs. 

La  quatrième  formule  x  — a  x  ==;^  à  fa  grande 

racine 
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racine  poficive ,  8c  fa  pecice  racine  négative ,  toutes  deux 
réelles. 

La  cinquième  formule  x  a  x  == ^"  (es  deux 

racines  font  ou  toutes  deux  réelles ,  ou  toutes  deux  imagi- 
naires ,  fuivant  les  cas. 

cas.  Lorfque  h  >  ~  4  4  ,  les  deux  racines 

font  imaginaires ,  égales  &:  pofîtives  : 
Premier  cas.  Elles  font  réelles  égales  Se  pofîtives  lorC 


Il       I 


,"        I 


que^  ="  44. 

Second  cas.  Elles  (ont  réelles ,  inégales  &  pofîtives 

lorfque  i    <^  aa. 

La  fixiéme  formule  X  Hf-4x==— —  ^  a  Tes  deux 
racines  ou  toutes  deux  réelles  y  ou  toutes  deux  imaginai- 
res fuivant  les  cas. 

Troifiéme  cas.  Lorfque  h   >  -ad  fes  deux  racines  font 

imaginaires ,  égales  &  négatives. 

cas.  Elles  font  réelles ,  égales  &  négatives  lorf- 
que b  ==-  aa. 

Second  cas.  Mais  elles  font  réelles ,  inégales  &  néga- 
tives lorfque  ^    ^  ^ 

La  première  table  de  la  première  e(péce  du  fécond  de* 

gré  contient  la  première  formule  x  Hh  oat  ==  ^  ,  la  (c- 
rie  de  fes  homogènes  eft  dans  la  première  colonne  de 
réchiquier.  Le  refte  de  l'échiquier  contient  les  feries  des 

homoeénes  de  la  troifiéme  formule  x  •+-  ax  =s=s  h  .  Sa 
première  racine  pofitive  eft  x ,  la  (èconde  négative  1*J!. 
Cette  Table  contient  encore  le  premier  cas  \  6c  le 
imc.  cas  des  équations  de  la  fîxiéme  formule  dans  lef- 
quelles  les  deux  racines  font  réelles  ic  négatives  en  fuppo- 
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fant ^"précédé  du  figne ,  le  troifîéme  cas  de  cette 

formule  fera  dans  la  table  des  racines  imaginaires  qui  fui- 
vra  ci-après* 

La  première  Table  de  la  féconde  efpéce  contient  les 
mêmes  fériés  que  celle  de  la  première  efpéce  ;  on  y  trou- 
ve fous  chaque  valeur  de  a  fon  homogène  corrcfpondant 
avec  fa  féconde  racine  au-deflbus  dans  chaque  cellule, 
&  la  première  racine  eft  dans  la  bordure  à  gauche  dans  la 
première  cellule  du  même  rang  horizontal ,  cette  table 
donne  les  racines  telles  qu'elles  font  pour  la  première  for- 
mule X  +  OAT  ==  b  &  pour  la  3«»c.  formule  x  -+-  ax 
b  ,  mais  pour  les  deux  premiers  cas  delà  fîxicme  for- 


1  ." 


mule  AT  ^4-4Ar==: — b  ,  il  faut  fuppofer  la  première 
racine  négative  comn^e  la  féconde. 

La  feconde  Table  de  la  première  efpéce  du  fécond  de- 

2  II 

gré  fert  pour  la  féconde  formule  x  == b  pour  la  4™© 

X  ax  =b  pour  la  y™«.  x ax  c== b  6c  même 

pour  le  5«^c.  èas  de  la  6"^^.  formule  jc  -4-  ^x  ==i  qui  eft 
imaginaire. 

Cette  féconde  Table  contient  deux  fériés  d'homogènes, 
Tune  finie ,  l'autre  infinie ,  féparées  par  des  zéros  qui  cou- 
pent en  diagonale  tout  l'échiquier  &  le  partagent  en  deux 
triangles  reftangles ,  le  premier  à  gauche  eft  pour  la  4'n«. 
formule ,  l'autre  à  droite  pour  la  ^^^. 

Dans  la  féconde  formule  x  = — b  les  deux  raci- 
nes font  imaginaires ,  c'eft  Hh  KI^"  elle  fe  trouve  dans  la 
féconde  table  de  la  deuxième  efpéce  contenue  dans  le 

premier  triangle  à  gauche  dans  la  quatrième  formule  x 

-^—  ax  ==5  b  la  grande  racine  pofitive  eft  ï  de  la  bor- 
dure à  gauche  du  même  rang  horizontal  que  l'homogé* 
^  la  petite  racine  pofitive  eft  i^rif: 
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Exemple.  Dans  x  ^x  ==  4.  la  grande  racine  po- 

fitive  eft  X  ==  i  la  petite  négative  cft  ^— *^ i i 

Dans  X  3  a:  =  4.  La  grande  racine  cft  x==:4, 

la  petite  eft  ^^^Zl  =^  3 4  = i  •  Les  (cries  hori- 

fontalcs  des  équations  de  cette  quatrième  formule  finif- 
fent  aux  zéros  qui  forment  la  grande  diagonale ,  après 
laquelle  commencent  les  ferles  horizontales  des  équations 

de  la  cinquième  formule  x ax  == h 

Le  triangle  reâangle  qui  eft  à  gauche  de  la  diagonale 
dans  la  même  table  contient  le  premier  &  le  fécond  cas 

drs  équations  de  la  cinquième  formule  x au  ==^  & 

même  de  la  fîxiéme  formule  x  -+-  ax  == b    ic  on 

peut  négliger  cette  dernière  comme  inutile. 

Or  dans  le  premier  cas  de  la  cinquième  formule 

où  ^  aa  =s  h  les  deux  racines  font  réelles  ,   égales  & 

pofîtives.  Soit  x  ioAr==  ij  ,  la  i^^.  eft  Ar==  y ,  la 

féconde  eft  ^^^1=^  ^^ î  ==  î- 

On  peut  marquer  ce  cas  dans  la  Table  par  une  petite 
diagonale  dans  chaque  cellule  où  il  fe  trouve. 

Dans  le  fécond  cas ,  où  ^  ^  4  ^^  i   ^^s  deux  racines 

font  réelles  ,   inégales  &  pofitives  ,   comme  dans  x 
*— iox==:  16.  La  première  racine  eft  ji;==  i.  La  fé- 
conde cft  ^1211=  ï^ ^  =  8.  ou  bien  x=:8  , 

&  •'^x 10— g  ==  z ,  car  ces  équations  ont  deux  fo- 

lutions  y  parce  que  leur  homogène  fe  trouve  deux  fois 
dans  une  même  colonne. 
Le  troifiéme  cas  de  la  cinquième  formule  dans  lequel 

h  >  4  44 ,  a  fes  deux  racines  imaginaires  égales  &  po- 

iitives. 
Les  (cries  de  ces  équations  imaginaires  commence 

Fij 
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dans  tous  les  rangs  verticaux;  précifément dans  les  cel- 
lules fuppofées  coupées  par  des  diagonales  médiocres  qui 
s'étendent  de  cinq  à  cinq  cellules  en  defcendant  toujours 
&  continuant  au  deflbus  à  l'infini ,  fuppofant  le  figne  — 
devant  les  homogènes  d'un  rang  feulement.  Exemple , 

foie  X  8  jc== 2.0  ,  dont  les  deux  racines  font  4 

H;:  1^1^ .«.10  ==4  il^^-^-  Comme  la  féconde  table  de  la 
première  efpéce  ne  donne  point  ces  racines  imaginaires 
d'une  manière  affez  fîmple  ,  j*ai  été  obligé  d'employer 
la  féconde  efpéce  des  tables  où  les  racines  font  dansl'ex- 
preflion  qui  leur  eft  propre. 

On  peut  appliquer  ce  que  nous  avons  dit  des  trois 
cas  de  la  cinquième  formule  aux  trois  cas  de  la  (ixiéme 
formule,  ce  font  les  mêmes  racines,  mais  négatives  au 
lieu  qu'elles  font  pofitives  dans  la  cinquième  formule. 

La  féconde  Table  de  la  (econde  efpéce  contient  deux 
feuilles,  la  première  contient  les  deux  racines  réelles  des 
formules .  4  >  5  &  6 ,  la  féconde  feuille  contient  les  deux 
racines  imaginaires  du  troifîéme  cas  de  la  cinquième  S^ 
de  la  fixième  formule ,  dont  les  homogènes  font  conte- 
nus dans  le  premier  triangle  reftangle  qui  eft  à  gauche, 
dans  lequel  il  faut  fuppofer  les  homogènes  précédez  du 
fîgne  — ,  fans  quoi  les  racines  ne  feroient  point  imagi- 
naires, comme  elles  doivent  l'être  en  effet,  puifque  ce 
fîgne  fe  trouve  dans  le  fécond  membre  de  ces  deux  for- 
mules. 

Bh  treifiéme  degré. 

Dans  le  troifième  degré ,  il  y  a  1 8  formules  qui  fe  di- 
viient  en  trois  clafles. 

La  première  elaffe  contient  les  deux  formules  pures 

&  (impies  ,  la  première  formule  x  == ^"\  a  deux 

racines  imaginaires  négatives  &  égales ,  &  la  troifième 
racine  pofitive  »  réelle ,  égale  à  la  fomme  des  deux  pre- 
mières raduies. 
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La  féconde  formule x  == ^'".adeux  racines  ima- 
ginaires pofitives  &  égales ,  la  troifîcme  réelle  &:  néga- 
tive ,  égale  à  la  fommc  des  deux  autres  racines. 

La  féconde  clafle  fe  divife  en  deux  efpcces,  &  cha- 
que efpéce  contient  quatre  formules. 

Dans  la  première  efpéce  de  la  i^^.  claflc,  où  le  fadeur 
du  troifiéme  terme  x  eft  égal  à  zéro. 

Première  formule  x  -H  a  x^  •+-  o  x  ==  i    qui  vient 


de  l'équation  du  fécond  degré  x  -+-  a  x ^  ==  o. 

dont  la  grande  racine  eft  négative  &  la  petite  pofîtivc  , 
multipliée  par  une  troifiéme  racine  négative ,  dont  la 

valeur  eft  le  quotient-  c*eft-à-dire,  le  quotient  exad 

de  rhomogéne  de  Téquation  du  fécond  degré ,  ^"  divi(e 
par  fon  fadeur  a. 


X  -4 
X  — 

-4  — 

o. 

:0. 

X    - 
X  AT    - 

h8. 

—  31. 

X     - 

-H  IIX    OAT  — 

i$6 


La  troifiéme  Table  de  la  première  efpéce  contient  les 
Icries  des  homogènes  des  équations  fuivant  cette  pre- 
mière formule ,  toutes  ces  fériés  font  infinies.  Cette  troi- 
fiéme table  donne  toujours  la  première  racine  qui  eft  po- 
fitive  ,  &  qui  fert  à  abaifler  l'équation  propofée  au  fé- 
cond degré  i  après  quoi  il  eft  facile  d'en  trouver  les  deux 
racines. 


Autrement.  La  première  formule  x?  Ht-  ax  "jzo  x 

F  iij 
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==:  -+-  b  vient  de  1  équation  x  -+-  a  x  -4-  b  ==:  o  , 
qui  eft  dans  la  fîxiéme  formule  du  fécond  degré  qui  a 
deux  racines  négatives  -,  multipliée  par  une  troifiéme  ra^ 
cine  pofitive  qui  eft  le  quotient  exaâ:  en  nombres  entiers 
de  l'homogène  du  fécond  degré  divifé  par  fon  fadeur , 
d'où  il  fuit  que  toutes  les  équations  du  fécond  degré  ne 
font  pas  propres  pour  entrer  dans  les  formules  de  cette 
efpéce  y  mais  feulement  celles  dont  le  fadeur  eft  un  di- 
vifeur  exaâ:  de  leur  homogène 

K  — —  8  =  o. 


X  --ï-  8  X  H-  X  tf  ==5  o. 


X  X  z. 

1 


bx    -+-  31  ==o. 


La  féconde  formuler:  -f-  4  x  +oxt=: h  ,vient 


de  1  équation  de  la  cinquième  formule  du  fécond  degré, 
dont  les  deux  racines  font  pofitives  &  imaginaires  &  é- 
gales,  multipliée  par  une  troifiéme  racine  négative,  qui 
eft  le  quotient  exaâ  de  Thomogéne  du  fécond  degré  di- 
vifè  par  fon  faâeur. 


X I K-.7==:0. 

X  X I  -{-  >C^  ===  o. 


o. 


Donne     x  — —  i  x  Hh  i  -+•  7  : 

ou  AT  z  a;  H- 8  =  0. 

X  X  -{-4==o. 


X   -f-  IX    Hh  o  ;c  Hh-  3 1  ==0. 


cuA;3-+.xAf   HhoAr== 31. 
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Les  équations  de  cette  formule  font  impoflibles  ,  car 
foitx  =  4,onaura  par  fubftitution  &  tranfpofition  64 

== 3 1 3  i ,  ce  qui  cft  impoflTiblc  &  inutile ,  puit 

que  le  pofitif  ne  peut  être  égal  au  négatif  pur  &  fîmple; 
ainfî  les  tables  ne  contiendront  point  cette  formule. 

La  croifîéme  formule  x 4  x  Hh  o  at  =  7  i"',vient 

de  réquation  AT    -4-  ix  -t-  11==  o ,  qui  eft  dans  la  fi- 
xléme  formule  du  fécond  degré  ,  dont  les  deux  racines 

font  égales  &  imaginaires. 1  +  •^i— il ,  multipliée  par 

une  troifiéme  racine  pofitive  6  égale  au  quotient  exaft  de 
rhomogéne  du  fécond  degré  divifé  par  fon  fadeur. 


X  Hf-  I  -t-  ><— II  ==  o. 

X  X  -i-  1  — >c;^i  ==  o. 


1 

X  -i- iAr-+- I -f- ii{ -t- Ii)===o. 


X   -f- xxHh  Ii==o. 
X  X ^1=0. 


X  — -41  -i- izx  — 7i==o. 

IZX. 


1   -  .w 


La  quatrième  formuler  ax  4|;'ox==— ^     , 

vient  de  l'équation  x  a  x  -+-  i  ==  o ,  qui  eft  dans 

la  quatrième  formule  du  fécond  degré  ,  dont  la  grande 
racine  cft  pofitive ,  qui  eft  le  quotient  exaû  de  rnomo- 
gêne  du  fécond  degré  divKe  par  le  fadeur  du  fécond 


terme. 


4S  Méthode  NOUVELLE» 

X —  8  =  0. 

X  X  -+-  4==o. 


X  4x 3i==o. 

XX  — -8==o. 


i                1 
X  — —  i  zx  3  1 X  H-  2.^  6  ==  G. 

HH  3  tx. 

La  quatrième  table  de  la  première  efpéce  donne  la 
première  racine  pofitive  des  équations  qui  font  dans  la 

troificme  formuleAT^— -^jc^Hh^  xz=:b  ,  &  dans  la 

quatrième  formule  A?' ax^^ox=^ b    ,  &   la 

quatrième  cable  de  la  féconde  ciafTe  donne  les  trois  raci- 
nes de  la  troiiième  &  de  la  quatrième  formule. 

Des  formules  de  la  féconde  claffe  du  troifiéme  degré ^  où 

le  fécond  terme  efl  évanoui. 

Il  y  a  quatre  formules  de  la  féconde  efpèce  de  la 
féconde  clafle  du  troifiéme  degré  ,  font  celles  où  le  fé- 
cond terme  manque. 

La  première  formule  efl: jc  ^ox  •*!-  a  x  =» b  ,qui 
vient  d'une  équation  du  fécond  degré  dont  les  deux 
racines  font  pofitives  ,  égales  &  imaginaires  ,  multi- 
pliée par  une  troifiéme  racine  négative  &  réelle  égale 
à  leif r  fomme. 

La  cinquième  table  de  la  féconde  efpéce  donne  ces 
trois  racines  en  détail  pour  chaque  homogène  dé  la  pre« 
miere  formule ,  on  a  mis  aufli  en  tête  la  féconde  formule^ 

formule  x  ^0  x    -H  a  x==^ b   ,  pour  laquelle  elle 


peut  fervir;  mais  cette  formule  efl:  inutile  &  impoffiblc, 
car  il  efl:  impoflible  qiie  le  pofitif  du  premier  membre 
foit  égal  au  négatif  pur.  &  fimple  du  fécond  membre. 

li^;^*^  La 
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La  cinquième  cable  de  la  première  efpécc  donne  fcu- 

lemenc  la  croiliéme  racine    réelle    dans  la  première  & 

dans  la  féconde  formule  de  cecce  féconde  efpéce. 

T           T»       c         I        .^        -          "    '         .111     . 
La  troilieme  Formule  AT  ^o  x 4    x b     ,vient 

d'une  équacion  du  fécond  dcgrcqui  a  deux  racines  nc- 
gAcivcs égales  &  imaginaires, multipliée  par  une  racine 
pofîcive  réelle  égale  à  leur  fomme  ;  routes  les  fériés  defes 
hoinogénes  font  finies  ,  &c  arrivcnc  à  des  zéros  qu'on  peut 
marquer  avec  des  croix  de  Se  André  dans  les  cellules 
de  la  lîxiéme  table  de  la  première  efpéce,  qui  forment 
une  diagonale  interrompue  comme  par  des  efpéces  de 
degrez.  Cette  (ixiéme  cable  donne  feulement  la  croifiéme 
racine  réelle. 

La  fixiéme  cable  de  la  féconde  efpéce  concient  deux 
feuilles  ,  la  première  contient  les  homogènes  qui  ont 
trois  racines  rationnelles  qui  font  marquées  à  côté  ;  la  fé- 
conde feuille  contient  les  trois  racines  des  équations 
pures  8L  fimples  du  troifiéme  degré,  &  celles  de  la  troi- 
fiémc  &c  de  la  quatrième  formule  de  cette  féconde  ef- 
péce qui  ont  des  racines  imaginaires. 

La  quatrième  formule  ;c  +  o  x  a  x  = b 

vient  d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a  deux  ra- 
cines négatives  égales  &  irrationnelles ,  multipliée  par 
une  troifiéme  racine  pofitive  égale  à  leur  fommc.  Ces 
homogènes  occupent  la  partie  fupérieure  des  tables  ,  la 
fixiéme  table  de  la  première  efpéce  donne  la  troifiéme  ra- 
cine :  mais  la  table  de  la  féconde  efpéce  donne  toutes 
les  trois  racines. 


Andyfe. 


jo  Methodb    nouvelle. 

Des  Formules  de  la  troifiéme  clajfe  du  troifiéme  degré. 

Il  y  a  huit  Formules  dans  la  troifiéme  claflc  du  troi- 
fiéme degré. 

l".  X   -H  a  X    -+-  a    x 


x^c.   X   H-  a  X     -t-  a    x 


3  t      t  II      I 

j'»^  X   -H  4  X    a     X  z 

3  XX  ff      i 

4™^.  X    -t-  4    X    — •  4       X 


jmc^  X  — —  a  X   4     X    = 

J  II  XI         I 

gmc,  X  a  X   — —  4     X    = 

J  XI  XX         « 

7™«.  X  a  X    H-  4    X   = 

A  3  I         1  XI         X 

8°^^.  X  4  X    -f-  a    X  ^ 


h'". 

r. 

r. 

r. 

r. 

«■■■. 

*■■". 

r. 

Ce  que  nous  avons  dit  fuffit  pour  expliquer  la  Mé«- 
thode. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  un  plus  grand  détail  ,  il 
fera  facile  au  leâeur  de  dreffer  lui-même  des  tables  fui#» 
vant  chacune  de  ces  formules  ,  &  de  même  dans  tous 
les  degrez  fupérieurs  pour  s'en  fcrvir  dans  le  befoin,je 
me  contenterai  d'ajouter  quelques  tables  des  deux  ef« 
péces  différentes  pour  les  formules  de  la  troifiéme  claflc 
du  troifiéme  degré  ,  avec  deux  tables  des  formules  du 
cinquième  degré ,  je  ferois  un  trop  gros  volume  fi  je  vou- 
lois  mettre  toutes  les  recherches  que  j  ai  faites  fur  ce 
fujet  ;  il  eft  bon  de  laifier  au  leâeur  le  plaifir  de  tra- 
vailler par  lui-même  ^  ôc  de  fuivre  la  route  que  j'ai  te* 


t 
/ 
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nu€  aufli  loin  qu'il  lui  plaira  ,  il  ne  me  reftc  plus  que  de 
donner  des  moïcns  d'abréger  la  conftruûion  des  tables, 
pour  les  continuer  promcemenc  aufli  loin  qu'on  voudra 
à  rinfini ,  en  quoi  confifte  la  pcrfeâion  de  la  Méthode, 
pour  réfoudre  les  équations  dont  Thomogéne  eft  un  très- 
grand  nombre,  &  dont  chaque  racine  contient  plufîcurs 
chifres. 

Biffirentes  Méthodes  four  abréger  les  Tables. 

Il  eft  évident  que  toutes  les  puiflances  des  nombres 
de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  ont  une  dernière  différence 
toujours  égale  &  conftante  ,  laquelle  a  le  même  expo« 
ûnt  que  celui  du  degré  de  la  puiffance  fuppofée;  ainfî 
la  fuite  des  fécondes  puiflances  des  quarrez  naturels  , 

ont  la  féconde  différence  2  conftante.  La  fuite  des  troi- 
fîémes  puiflances  ou  des  cubes  ,  ont  leur  troifîéme  dif- 
férence 6  toujours  égale  &:  conftante ,  pour  trouver  ces 
différences ,  il  faut  avoir  trois  termes  dans  le  fécond  de- 
gré, quatre  termes  dans  le  troifiéme  degré  {  c'eft-à-dirc, 
un  terme  de  plus  que  l'expo fant  du  degré  propofé  ne 
contient  d'unitez  ,  enfuite  écrire  les  mêmes  termes  au- 
defTous  en  les  avançant  d'un  rang  pour  ôter  le  premier 
du  fécond ,  &  le  fécond  du  troifléme  pour  avoir  les  pre- 
mières différences ,  enfuite  écrire  les  premières  diffé- 
rences les  unes  fous  les  autres  ,  en  les  avançant  d'un 
rang  pour  ôter  la  première  de  la  féconde  ,  &  ainfî  de 
fuite ,  pour  avoir  les  fécondes  différences  qui  font  égales 
&  conftantes  dans  le  fécond  degré. 


Secondes  fuijfances.     1.     4. 

ôtez     1 . 

9- 

4- 

\6. 
9' 

ï6. 

3^, 

&c. 

Premières  différences.         3 . 

ôtez 

y- 

3- 

7- 

y- 

9- 

7- 

II, 
9, 

ôcc. 
&c. 

Secondes  difFér.  conftantes. 

X. 

1. 

z. 

Gij 

&e. 

5x  Méthode    nouvelle. 

Troifiémcs  puiflan.      i.     8.     27.     ^4.      nj,       &c. 

ôccz      I.       8.     2.7.       64  >       &c. 

Prcaiicrcs  dift'crenccs.         7.      19.      37.       61,       &:c. 

ôtez  7.      19.        37,       &c. 

Secondes  différences.  12.     18.        24,       Ô^c. 

ôtez  II.        18,       &c. 

Troifiérac  différence  confiante  6.         6 ,       &c. 

Si  au  lieu  de  prendre  ces  mêmes  pulffances  de  fuite  , 
on  les  prend  dans  une  progreffion  quelconque,  en  fau- 
tant quelques  termes  de  5  en  3  ,  ou  de  y  en  j  ,  ou  de  8 
en  8 ,  de  10  en  10 ,  &c.  On  pourra  toujours  trouver  par 
la  fouftraâion  leur  dernière  différence  égale  &  confiante, 
qui  fera  la  féconde  différence  dans  le  fécond  degré ,  la 
troifiéme  différence  dans  le  troifiéme  degré,  la  quatrième 
différence  dans  le  quatrième  degré ,  &c.  Mais  cette  dif- 
férence confiante  ne  fera  pas  un  même  nombre,  que  ce- 
lui qui  fe  trouve  dans  la  fuite  naturelle  de  ces  puiffances. 

Il  fuit  de-là  que  Ton  pourra  toujours  continuer  à  Tin- 
fini  la  férié  d'une  puiffance  quelconque,  en  opérant  par 
l'addition  de  ks  différences  dans  un  fcns  contraire  à  la 
fouflraâion  qui  a  donné  leurs  différences  ;  il  fuflit  pour 
cela  d'avoir  la  dernière  différence  confiante ,  &  pour  la 
trouver ,  il  ne  faut  qu'un  feul  terme  de  plus  que  l'expo- 
fant  du  degré  :  par  ce  moyen  on  formera  les  premières 
colonnes  des  tables  pour  réfoudre  les  équations. 

De  même  dans  chaque  degré  il  y  a  des  feries  infi- 
nies d  équations  arithmétiqucmcnt  femblables ,  lefquels 
ne  différent  que  dans  leur  dernier  terme  ou  Thomogcnc 
feul,  qui  efl  la  valeur  de  ^,  que  nous  confidérons  tou- 
jours avec  un  expofant  (  exprimé  ou  fous-entendu  dans 
les  tables  )  en  chifres  italiques  qui  marque  autant  de  di- 
menfîons  que  l'expofant  du  degré  de  Téquation  con» 
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tient  d'unitcz.  Or  dans  chaque  cas  particulier  ccf  ho- 
mogènes forment  une  fcric  infinie  ,  &  même  dans  quel- 
ques formules,  ils  ont  d'abord  une  ferie  finie  qui  arrive 
au  zéro ,  après  lequel  commence  la  férié  infinie ,  &:  toutes 
ces  (eries  d'homogènes  compris  dans  les  colonnes  des 
cables,  font  des  progreflions  arithmétiques  du  même  de- 
gré que  réquation  ,  qui  ont  une  dernière  différence  cou- 
jours  égale  &c  confiante  ,  qui  a  pour  expofant  celui  du 
degré  de  Téquation  ,  ce  Théorème  a  été  démontré  par 
M^  de  Lagny  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  an- 
nées i7oy,&  i7o6.C*eflfur  le  fondement  que  j'établis  la 
conftruâion  &  Tufage  de  mes  tables ,  avec  les  différens 
moyens  que  je  donne  pour  les  abréger,  qui  font  unedé- 
roonftration  fenfible  de  cette  vérité. 

Fremier  moïen  d'abréger  les  Tables  ^  en  fe  fervant  pour 

les  grands  nombres  des  petites  Tables  ^ 

comme  des  fins  grandes. 

Je  fuppofe  qu'on  ait  feulement  les  petites  tables  im- 
primées de  dix  rangs  horifontaux  pour  les  valeurs  àtx 
==5  0  ,  jufqu'à  X  ==  lo.  de  rf  ==  o  ,  jufqu'à  a  =  lo. 
pour  trouver  par  leur  moïen  des  équations  exprimées 
par  de  grands  nombres  ,  il  y  a  trois  cas  pour  trouver 
tout  d'un  coup  un  terme  très-éloigné. 

Le  premier  cas  efl  de  le  trouver  promtement  dans  un 
rang  horifontal. 

Le  fécond  cas  efl  de  le  trouver  dans  un  rang  vertical. 

Le  troifiéme  cas  efl  de  trouver  un  terme  très-éloigné, 
&  dans  un  rang  horifontal,  &  dans  un  rang  vertical  tout 
cnfemblc. 

Premier  cas  pour  trouver  tout  d'un  coup  un  terme 
crès-éloigné  dans  un  rang  horifontal  déterminé,  dans  la 
troifiéme  formule  du  fécond  degré ,  par  exemple ,  dans 
le  neuvième  rang  horifontal ,  fi  on  demande  le  nonantc- 

Giij 


y4  Méthode  NOUVELLE 

fcptiéme  terme ,  je  n'ai  qu'à  écrire  fimplement  a  ==  97. 
Dans  les  degrez  fupérieurs  où  il  y  a  des  4. de  plufîeurs 
dimenfions ,  on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  a ,  mais 


II         III        IV 


pour  les  valeurs  de  4  , 4  ,4  ,4  ,&c.Il  faut  confidcrer  la 
progreffion  qui  règne  dans  leur  (crie  exprimée  dans  la 
table  où  ils  fe  trouvent ,  pour  en  prendre  la  difitércncc 
&  la  multiplier  par  Texpofant  du  terme  propofé  ,  par 

exemple,  pour  avoir  le  nonante-fepticmc  de  la  férié  dc4  ) 
dont  la  progreffion  croit  de  7  d'un  terme  au  fuivant ,  il 
faut  multiplier  par  7  l'expofant  97  ,  qui  marque  le  rang    * 
que  doit  occuper  le  terme  propofé  dans  la  férié  des  a 

de  deux  dimenfions ,  &  le  produit  6j9  donne  4  ^=26^^^ 
pour  la  valeur  du  terme  propofé. 

Pour  avoir  un  homogène  ou  une  valeur  de  i  trcs-c- 
loignée  dans  un  rang  horifontal  déterminé ,  par  exemple, 
le  nonante-fcpriéme  terme  dans  le  huitième  rang  hori- 
fontal de  la  première  table  fur  la  troifiéme  formule  x* 

-f-  4  X  =  b  .  (  car  dans  toutes  les  tables  il  faut  toujours 
que  les  h  de  Téchiquier  aient  autant  de  dimenfions  fbus- 
entenduës  ou  exprimées  en  chifres  romains ,  que  l'expo- 
fant de  la  haute  puifTance  de  Tinconnuë  x  contient 
dunitez.  )  Je  confidere  la  différence  qui  règne  dans  le 
rang  horifontal  eft  égale  à  la  valeur  de  x  :==  8  du  même 
rang.  Ainfi  je  multiplie  8  par  97  expofant  du  terme  pro- 
pofé, le  produit  77^  eft  la  valeur  des  96  termes  précc- 

dens ,  aufquels  il  faut  ajouter  le  quarré  x  ===:  64 ,  car  le 

premier  terme  4=  i  donne  pour  le  premier  homogène 

-tf  -  Il 

ù  =7i==8 -+- ^4.  Or  776 -+- 64donnc^   ==840 

qui  eft  le  nonante-fcptiéme  homogène  défiré. 

Mais  pour  avoir  le  nonante-feptiéme  homogène  dans 

la  féconde  table  du  fécond  degré  fuivant  la  quatrième 

formule  x  —  a  x  ==:  h  ,  comme  les  termes  fc  trouvent 
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par  fouftraâion  à  caufe  du  figne  moins  de  la  formule^  je 
multiplie  rexpofanc  8  du  rang  donné  par  97 ,  expofanc 

du  terme  propofé,  le  produit  eft  77  6,dont  j*ôte  x  =:  tf 4 , 
la  fomme  776 ^4  ==  711,  donne  pour  le  terme  de- 

firc^  == 711.  La  raifon  en  eft  évidente,  puifqu*il 

y  a  deux  fériés ,  Tune  finie  qui  arrive  au  zéro ,  l'autre  in- 
finie toujours  croiflance  ,  fnivant  la  quatrième  formule 
le  huitième  rang  ,  ou  x  =  8  ne  croit  de 8  qu'au  di- 
xième terme  qui  eft  b   == 8  ,  le  neuvième  eft  zéro,  & 

le  huitième  eft  h  =  8.  Âinfi  il  faut  retrancher  pour  ces 
huic  termes  le  quarré  de  8  ==  64. 

Dans  tout  autre  rang ,  il  faut  toujours  retrancher  le 
quarré  de  la  valeur  de  x  prife  dans  le  même  rang  ,  & 
qui  eft  Ton  expofanc,  car  je  ne  compte  point  le  premier 
rang  de  x=o,  qui  n'eft  mis  que  par  fimple  analogie 
feulMuent,  &l  p  >ur  faire  partir  les  fériés  verticales  des 
homogènes  du  zéro  ,  d'où  partent  toutes  les  grandeurs 
nu.nénqitrs ,  pour  partir  d  auffi  loin  qu'il  eft  poffible. 

Le  focond  cas ,  eft  pour  trouver  un  ou  pluficurs  ter- 
mes très-èloigncz  dans  un  rang  vertical  ,  chaque  rang 
vertical  ou  colonne  contient  une  fèrie  d  homogènes  d  é- 
quations  Arith  nètiqucmcnt  femblables;  c'eft-à-dire,des 
équations  qui  ont  les  mêmes  termes  moïens  avec  les 
mêmes  fadeur*  ,  &  qui  ne  diffèrent  uniquement  que 
dans  leur  homogène  fcul ,  i°,  que  tous  ces  homogènes 
font  du  même  degré  que  1  équation,  par  confèquent  ils 
font  une  progrelfion  du  même  degré  qui  a  une  dernière 
différence  toujours  égale  &  conftante  ,  &  dont  l'expo- 
faut  eft  celui  du  même  degré  ,  c'eft  la  féconde  diffé- 
rence dans  le  fécond  degré ,  la  troifièmedans  le  troifièmc 

degré ,  &c. 

Pour  trouver  un  terme  trcs-éloigné  dans  une  colonne 
de  la  bordure  qui  eft  à  gauche  dans  la  première  table 
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du  fécond  degré  ,  fi  on  demande  le  foixantc-troifîcme 
terme  delà  première  colonne,  c'eft  cet  expofanc  pro- 
pofc  qui  donne  lui-même  x=  635  fi  on  demande  ce 
foixance-croifiéme  terme  dans  la  féconde  colonne  de  x 

il  faut  élever  63  a  la  féconde  puiflance  pour  avoir  x 
==3969  qui  eft  le  terme  dcfirc. 

Si  on  demande  le  nouante  -  feptiéme  homogène , 
dans  une  autre  colonne  déterminée  par  la  valeur  de  a^ 
comme  4==  3  ,  contenue  dans  l'échiquier  entre  les  va- 

n 

leurs  de  b  ,c'eft  à-dire,  le  nouante- feptiéme  homogène 
dans  la  même  table  première  ,  fur  la  troifiéme  formule 

X   '-+'  ax  ==ih  ,  je  cherche  d  abord  ce  nonante-feptiémc 

terme  pour  la  bordure  à  gauche  ,  j'ai  pour  la  première 

colonne  a:  =  97,&  fon  quatre  donne  pour  la  féconde 

2, 
colonne  x  ==5405  ,  &  opérant  fuivant  la  formule  & 

2.  Il 

fubftituant  ces  nombres,  dans  x  -+- ax^^h  ,j'aip409 


IX  .     «  .II 


5x97  ==  b  ,  qui  donne  9700  ==  h  ,  c'eft  le  no- 
nante-feptiéme  homogène  défiré. 

Pour  avoir  de  fuite  plufieurs  homogènes  très-èloignez 
dans  une  même  colonne ,  il  faut  d'abord  en  trouver  plu- 
fieurs de  fuite  ;  Sçavoir  ,  un  de  plus  que  Texpofant  du 
degré ,  afin  de  trouver  leurs  différences  pour  la  fouftrac- 
tion  expliquée  ci-deflus,  &  on  continuera  leur  férié  auffi 
loin  qu'on  voudra  par  l'addition  de  leurs  différences 
trouvées. 

Par  exemple.  J'ai  trois  homogènes  dans  la  troifiéme 

formule  du  fécond  degré  x  -+-  a  x  ==  b  ;  Sçavoir,  y  9  y, 
^48,  703  ,  dans  une  même  colonne  de  ^==  18.  Je  trou- 
verai la  (erie  entière  par  l'addition  de  leurs  différences 
comme  il  fuit. 


valeurs 
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Valcursdc  x==     17.     18.     17.  20.     11.     it.Scc. 

Valeurs  de  X  =  y9 y.   648.  705,  760.  819.    88o,&c. 

ôtcz    595.  648.  705.  760.    8i9,&:c. 


Première  différence.  53.      yy.     y7.      yp.       6i,&c. 
ôcez       y  3.      y  y.      y 7.        yg^&c. 

Seconde  différence  confiante.     1.        1.       2.        x,&c. 

Le  croifîéme  cas  ne  renferme  aucune  difficulté ,  puif- 
qu'il  contient  les  deux  premiers  que  nous  venons  d'ex- 
pliquer. 

Deuxième  mçïcH  d'abréger  les  Tables  afin  d'employer  les 
petites  Tables  pour  les  grands  nombres. 

Le  moïen  le  plus  coure  &  le  plus  (impie  efl  de  faire  des 
petites  tables  qui  puiffent  fcrvir  pour  de  grands  nombres, 
&  de  fubflituer  dans  la  formule  qui  fcrt  à  conftruire  cha- 
que table  les  nombres  premiers  >  au  lieu  de  la  fuite  ordi- 
naire des  nombres  naturels ,  iL  d'écrire  dans  les  bordures 
ta  haut  ^  à  gauche  la  fuite  de  ces  nombres  premiers  tels 
qu'ils fuivent.  i.  i.  5.  y.  7.  11.  13. 17.  19.  13.  19.  31.  37. 
41.  43-  47.  y3.  y9  61.  67.  71.  7^  79.  83.  89.  97* 
xoi.&c.  Il  fera  facile  par  ce  moïen  d'avoir  les  autres 
nombres  moindres  compris  dans  leur  interval  qui  ne  font 
point  ici ,  puifqu'ils  font  des  multiples  de  quelque  nom- 
bre premier  qui  les  précède. 

On  peut  auffi  employer  la  fuite  des  nombres  naturels 
dans  l'une  des  bordures ,  &  la  fuite  des  nombres  premiers 
dans  l'autre  bordure  lorfque  l'on  voudra  des  tables  plus 
am  les. 

Lorfqu  on  veut  des  tables  pour  des  grands  nombres,  on 
peut  d'abord  fubflituer  1 00  ,  ou  1 000 ,  ou  tout  autre  nom- 
bre plus  grand  dans  la  formule  au  lieu  de  i ,  z ,  3  ,  &c» 
Analjfe.  H 
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que  nous  avons  fubftituc  pour  former  les  petites  tables. 

Ce  qui  eft  facile ,  &c  ce  qui  ne  demande  pas  un  plus  grand 

détail. 

Troijtéme  moïen  d'abréger  les  Tables. 

On  peut  encore  pour  abréger  la  conftruélion  des  tables 
fauter  plufieurs -termes  de  '3  en  3  ,  ou  de  5  en  y ,  ou  dans 
telle  autre  progreflion  que  Ton  voudra. 

Quatrième  moïen  en  réduifant  C Equation  k  fis 

moindres  termes. 

Lorfqu'une  Equation  efl:  propofée  en  grands  nombres , 
dans  le  fécond  degré ,  j'ôte  du  fécond  terme  le  plus  grand 
nombre  po{r]ble,&:  j'ôte  le  quatre  du  même  nombre  de  fon 
homogène ,  &:  par  ce  moïen  je  réduis  l'équation  à  de  très 
petits  nombres ,  de  forte  que  je  peux  la  réfoudre  par  de 
très-petites  tables. 

Dans  le  troisième  degré  j'&te  la  troifiéme  puiifance  d'un 
nombre ,  &  j'ôte  les  puiffances  inférieures  du  même  nom- 
bre des  cœfficiens  ou  faâeurs  des  termes  moïens ,  chacun 
fuivant  le  nombre  de  (es  dimenfîons ,  pour  réduire  Tcqua* 
tion  à  fa  plus  (impie  expredion  ,  &  aux  moindres  nom* 
bres ,  afin  de  pouvoir  la  réfoudre  par  de  petites  tables  ; 
mais  après  avoir  trouvé  la  racine ,  il  faut  Taugmenter  de 
la  racine  qui  a  été  retranchée ,  &  par  ce  moïen  on  pourra 
(e  fervir  facilement  des  petites  tables  pour  les  grands 
nombres  :  mais  le  leâeur  trouvera  toujours  beaucoup  à 
profiter  en  continuant  d'abord  a(rez  loin  les  tables  pour 
confidéter  dans  le  détail  leurs  progredions ,  qui  font  une 
fource  très-abondante  deTheorémcs  &  de  Problèmes  que 
je  fupprime  ici  pour  abréger  ce  Traité  \  on  tirera  même 
plufieurs  Méthodes  générales  pour  réfoudre  les  équa* 
tiens  de  tous  les  degrez  à  l'infini,  par  exemple.  Dans  le 
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fécond  degré  la  valeur  de  4  eft  toujours  le  divifeur  exaû 
de  rhomogéne ,  il  concienc  toujours  deux  puifTances  de 
a  qui  dififérent  de  la  valeur  de  4  ^  ce  qui  donne  une  mé- 
thode (impie  &:  facile  pour  refondre  les  équations  afFedées 
de  termes  moïens  dans  le  fécond  degré. 

Par  exemple.   Soit  une  équation  quelconque  dans  la 

quati;iéme  formule  du  fécond  degré  x  4x  ==  b  ^  foie 

4=  7.  la  (crie  des  homogènes  ou  des  valeurs  de  b  dans 
cette  colonne  eft  double  Tune  finie  ^  &  Tautre  infinie  ; 
la  (erie  finie  eft  o.  6.  10.  ii.  ii.  10.  6.  o.  &  la  (erie  infinie 
qui  commence  après  le  zéro  eft  8.  18.  30.  44.  60.  68.  98. 
120.  144.  170.  198.  218.  &c. 

Le  premier  homogène  6.  dans  la  férié  infinie  a  pour 
racine  deux  pui(fances  de  4  ==7  ,  dont  la  différence  eft 

a  ==  7.  la  première  racine  eft  i  =  7x1 6.  la  fecon- 

deeft6==7xi — - 1.  Lefecond  homogène  10,  a  pour 
racines  2  &  j.  Or  i==7« y  &  J  ==  lîîî i. 

De  même  dans  la  férié  infinie  l'homogène  8,  a  pour  ra- 
cines 8&  I.  Or 8  =  7«  -4-  !,&:  i  =  7«j- — 6. 

Dans  rhomogéne  18  fcs  racines  font  H-  x  & 9. 

Dans  rhomogéne  228.  les  racines  font  Ht-  1 1& 19- 

Or  I2=^7«i i,  &  19  ==7^ -4-  y. 

Ce  qui  montre  évidemment  que  les  racines  de  Thomo* 
gène  font  deux  puiffances  femblables  de  4  ,  dont  la 
différence  Tune  pofitive  &  l'autre  négative  font  toujours 
une  fomme  égale  à  la  valeur  déterminée  de  a  =  7  dans 
ce  cas  particulier. 

Il  feroit  à  dc(irer  qu'on  pût  trouver  une  Méthode  auffî 
fimple  pour  tous  les  degrez  fupérieurs  ;  je  l'ai  tenté ,  mais 
il  mcrefte  encore  des  difficultezà  furmonter  pour  la  rendre 
générale  pour  tous  les  degrez  fupérieurs  à  l'infini. 
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Suivent  les  Tables  pour  la  Réfolution  des  Equations 
de  tous  les  degrcz  à  Tinfini.  J'en  ai  mis  feulement  i.y 
pour  fervir  d'exemples  pour  en  drefler  de  femblables. 

Pour  le  fécond  degré ,  il  y  a  quatre  tables  ,  deux  de 
la  première ,  &  deux  de  la  féconde  efpéce. 

Pour  le  troifiémc  degré ,  il  y  a  dix-neuf  tables ,  &  on 
peut  augmenter  leur  nombre ,  &  mettre  à  part  les  Equa- 
tions qui  ont  des  racines  imaginaires  d'un  côté ,  &  de 
Tautre  celles  dont  les  racines  font  réelles ,  comme  on  le 
voit  dans  la  Hxiéme  table  qui  a  trois  feuilles  ,  la  pre- 
mière eft  pour  la  première  efpéce  des  tables ,  mais  la 
féconde  efpéce  des  tables  a  deux  feuilles  ,  Tune  pour  les 
racines  réelles ,  l'autre  pour  les  racines  imaginaires. 

La  féconde  claflTe  du  troifiéme  degré  a  cinq  tables ,  la 
troifiéme  clafle  en  a  dix,  dont  la  formation  eft  évidente. 
Les  deux  dernières  tables  font  pour  la  féconde  clafFe  du 
cinquième  degré-,  on  pourra  en  conftruire  de  même  pour 
toutes  les  formules  de  cous  les  degrez  à  l'infini. 


Première  Table 


Première  Table  de 
la  i'^  efpccc. 


Pour  les  formules. 


j^dc^  x*-H 


4V 
4'X' 


fP      9        •  •         • 

*P     •    •    9 


1^.  degré. 


r=:o  U  =o 


3 


l  U'=I 


5 


*=:l 


*>=, 


y 


**=i6 


*=4 


16 


i=8 


lo 


^fc=£l 


I  **=49 


36 


fc=iy 


*=4i 


:8 


x=^ 


r=io 


;=fi 


II 


3 


14 


jc*=64 


**=8i 


*  =:  I OO 


«=ItI 


144 


«*=itf9 


«»=:I9g 


fc=8i 


î=ioo 


m 


fc=7r 


IIO 


I3i 


*=I44 


1^9 


196 


*=iy« 


i$t 


no 


Andlyfe. 


3î 


^=:40 


*=4y 


iio 


143 


léS 


i9y 


io« 


130 


IH 


"7 


180 


208 


- 


138 


^=140 


A=i6y 


^=192. 


111 


I"  Table  de  la  C  A:'-^(>x=-i-i" 

x^«  cfpécc.  Pour  les  formules  s  A-^-t-4x==^"        1 


iJ.  d< 

•gré. 

x==o 

X     o 

X=:î 

X — I 

x=zz 

X — t 

5 

X— 5 

4 

X— 4 

î>« 

—y 

^x 

—6 

7X 

—7 

• 

8x 

T"8 

px 

—9 

lox 

— lo 

1 

b=o 


b=l 

X 1 


fc=o 


i 


X — t 


b=9 
-3 

b=i6 
-4 

-6 

*=49 
-7 

^=64 
-8 

*=8i 
-P 


00 


X 2. 

b=6 
X— 5 

b=ll 

—4 

1^=30 
—6 

if =41 

—7 


B=o 


J 


X--3 
^=8 

X— 4 


ij 


y 


'«=5 


4=4 
X— 4 

i&=IO 


4=4 


*=o 


8 


a  4 


8 


:y6 


4=35 

-7 

4=48 
-8 

4=63 


4=i8 


8 


r40 


7i 


10 


4=90 
-10 


4=110 
— II 


4=80 
-10 

4=p9 
-II 


lO 


4=j4 
-P 


X— tf 

4=ii 
—7 


32- 


8 


=4  y 


=70 


10 


4=88 
— II 

4=108 
— Il 


4=^0 
-10 


77 


II 


4=117 
—13 


iz 


130 


13 


140 


»4 


Equations  pures  &  fîmpics  i"  clafle. 
i<l^  clafle  Equations  réelles  rationclles. 


T 


fc=o 


x—6 


=  14 


b=0. 


fc=o 


t=8 


.*=7 
X— 7 


I 


*=8 
X— 8 


X— 7 


—8 


14 


—9 


— 10 

b=66 
— II 


— Il 


i=io4 
—13 


=ît6 
-14 


lyo 


16 
X— 8 

—9 

^=40 
— 10 

— II 

— iz 
fc=9I 

— n 

*=r  li 
—14 

*— 15J 
— IJ 

—  I<î 


X— p 


10 


*=44 
-II 

b=6o 


fc=p 

X— 9 


fc=o 


18        i6=tO 

X — 10 


-II 

A=48 
-Il 

-15 


*=IO 
X:=IO 


1=10 


^=0 


II 


X — II 

— Il 

— 1} 


b=yo 
-14 


b=  II  j      iCissIl 
X — II        X — Il 


i=Z4 
X — 12, 

*=39 
—15 

—14 
*=7J 


X— 15 

b=^t 
—14 


ly 


si    *=84 


13 


*=98 
—14 

^=iio 


144 
16 


fc=i7o 
—17 


14 


b=^o  J     b=96 


ïf 


16 


i=ioy  I  fc=iiz 


ly 


fc=ii8 
—16 


in 

17 


180 
18 


16 


*=l}6 
—17 


18 


^==^90 
—19 


*=II9 
—17 

^=144 
—  18 

b=IJl 
—19 


100 
10 


*=8o 
-16 


01 


17 


*=ii6 
—18 

^==  lyi 
—19 

^=180 

— 10 


110 


11 


a  / 


'J 


xi^  Table  de  la    Pour  les  formules 
i'^  cfpcce.  x"  clafle  x^i 


V  i<i^  formule  . 


2^.  degré. 


X=:0 

*»=o 

xss^l 

**=I 

Xssl 

^=4 

x=3 

*»_5 

. 

Af*=r6 

Xssg 

x>=Zj 

x=S 

3c'=^4 

*=5 

»*=8i 

*=I0     - 

e*=I  OO 

4=1 


*=:— I 


b=^9 


3 


^=ltf 


II 


fc=8 


fc=iy 


fc=3^ 


^=:ZO 


4P 


ly 


A=tf  4      iJ=j  6 


^=5  y 


&slg 


£=48 


4=1 8 


A=Ri 


^^  100 


b=:6} 


^=40 


îl 


fc=f4 


50 


fc=8o 


it=4y 


A**— 4'x't==^"...         4«  formule. 

.  .  1^*  clafle   ^  X* Jx'  y...    f  formule. 

jiri-+-4'x'== y.,.    6'  formule. 


^^ 


t=:I4 


**i4 


(=8 


4=p 


lo 


II 


II 


10 


II 


■:i4 


*=5— U 


IJ 


12 


I6 


lo 


ly 


i8 


zo 


lo 


x8 


11 


*4 


14 


10 


=36 


jo 


\6 


b — lo 


II 


*y 


28 


30 


— 


18 


*=8 


*=i7 


18 


*=jo 


b=. — 14 


14 


A=p 


8 


II 


30 


*=o 


^=—16 


«a— i8 


*4 


^ssto 


^    U=-i8 


10 


.    •    • 


idc  Table  de  la         Pour  les  formules 
x^c  cfpccc.  z^^  foririules  x^^ox 


'  —  ■' 


4 


w 


ta.  degré, 


«=} 


**=o 


**=i 


*»=4 


x*^=9 


5 


*==7 


**=iy 


I 


«»==i« 


3(5 


*  =49 


=^4 


=8i 


4=0 


*=o 


b=4 


-+V— 9 


--W^ 
i3^  * 


hV— 49 


*=tf4 

-tV— ^4 


fc=l4 


ïHVi— io 


^=30 


30 


i-^»/ï-4i 


J6 


:t>^- 


81 


1^^  4 


•17 


A—     I 

— IX — I 

t=o 

*=3 

-3 

t— 8 

^ 

"il 

-M 

-Jy 

4—48 

.48 

h=i6^ 

i"+Vi — 37 


■.^ 


1^  chSe<x 


-ax==l"...  4« 


formule. 
..  y<;  formule. 
..  6^  formule. 


-3 

^=4 

•^î 

4=6 

«==7 

i=o 

i=o 

*=" 

fc=o 

J=o 

IX — 1 

—  IX— J 

fc=-4 
—IX— 4 

-TxZ^ 

—  IX— < 

—  IX 1 

i= — 4 
— IX— i 

t=—6 

— IX— j 

— ix— 4 

A^=— 10 

— 2X— J 

fe=o 

—  IX— 5 

— IX— J 

— JX— ) 

fc=— Il 
— }x— 4 

»=4 
—4 

t=o 

—  IX— 4 

— iX— 4 

fc=— it 

— }X— 4 

i=I0 

i-+V4— s 

k=0 

— IX— î 

t=— 10 

— IX— J 

t=li 

J=li 
2-+V4— Il 

4=S 
—6 
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—  IX— < 

fe^ig 

i=ii 
1-+V4— 11 

S=i4 

3-+y?— 7 

4=0 

(=40 

1.+V4— )i 

t=i4 

S=I« 
J-+V9— 16 

i=8 

Ji-<- 

*=Î4 

l±*'4— 45 

*=56 

*=17 
3-tVp— 17 

i=i8 

3^  Table  de  la 
i"  cfpccc. 


{ 


3  -i-yx*-4-oV=^ 


/// 


^"^a'x^-^d'x'i 


jft 
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3*.  degré. 


«=5 


8 


lo 


4' 

4' 


O 
:0 


X'=0 


I^ 


*'=! 


*'=:8 


x'=i7 


4'=I 

confiant 


«•=1 


x'=tf4 


=iT 


*'=iiy 


5^ 


49 


*'=1I^ 


*=r8 


^^ 


3 


6=3^ 


*î 


i^ 


34} 


:tf4 


yii 


^=45 


^=54 


=8i 


100 


II 


ooo 


fc=343 


II 


B=^76 


B=iiz 


h=6^o 


b= 


719 


1000 


i=8io 


4P0 


04 


IIOO 


1200 


1500 
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i'^  formule. 
1^  formule. 


jb 
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*'=6 


i=6 


b=iO 


i.% 


1x8 


15 


b=Jt 


144 


^=8i 


-••=8 


4-=p 


*=J« 


IfO 


k^^éo 


lOJJ 


^=588 


^=8  3  a 


«.=  1134 


^=6  37 


^=896 


^=<>zi5 


1400  £=:jco.X=i^oo 
Anâljft 


^=90 


^=i7tf 


00 


h=6%6 


^=5>6o 


1196 


fc=4o 


iy 


^=^04 


jy 


^=ioz4 


108 


£ssii 


^=3yo 


^=540 


-6=784 


^=éog8 


£=1577  Z-=i4j8 


1700 


bsss^llj 


xt4 


^83} 


^=iiyz 


in^ 


l8oO   ifc=IpOoU=:iOOO 


^ 


5*  Table  de  la     p^^^  j^^  f^^^^,^^    f 

2fit  cfpCCC.  l 


3«.  degré. 


I 


k 


X—l 


J 


«=7 


lo 


«•=1 

K}^  confiant 


l=o 


i-+yi_ixi 


- 1 


_      -4 


ZÎ — ^XJ, 


h=^6 ^__ 

-i'+^4 — IZX5 


I 

i 


jH^6^iox4 


'  T  °. 


yj. 


9z 

4-+V  16—^6x7 


y=si(^ 

-y'+/r5"— 7ox9  . 


4"— Z 


— I+^I — 3x1 


— z.+y4— 1JX5 

•ir+^éi— Z4X4 


*=i7T 

— 3-ty9— 3yxT 


^=z88 

-3î-tv^izi— 48*^ 


■4-+y  16—63x7 


^=640  _ 

— 44-±^zoî— 80x8 


^=891 

~î"ty2'5~^^x9 


IIOO 

yi-^fV  Jbi — 1 10x10 


ifesIiOO 


ir+7  30^ — izo  xio 


i 


i-j^  1—4x1 


11 


^    1^ — lOXl 


■X'+y4— i8xj 


î-tyij— 18x4 


•j-ty9 — ^40XÎ 


îyixf^54X< 


JT'  16—70x7 


•4rt?^ioi— 88x8 


■J'+^^ij— loSxp 


^.'" 


1)0X10 


-'==4 


—  I — yxi 


ii-fyii__iixj. 


:!7'4 — 11x3 


1x8 


—     "4 


31X4 


3"jri>— 4ÎXÎ 


4=:)  60     


4#T-rf,x. 


fc=7é8 

-îî-+yiof— 96x8 

*=iOTj 


■        m 


h. 


m 


&C. 


&C. 


&€. 


&^- 


&C 


&C, 


&C* 


&(. 


&c. 


&c. 


^f" 


i(=i400  ^^_ 

— y  r£*^  30y^T40x  I  o 


&i. 


m, 


■«MP^ 


&e. 


bij 


4«TabIedcla    Pour  les  formules 'f  x' a'x.'^-^o"x'=ssb."'    ..    . 

'       -a' X* -+-:>"  x'= 


i*^*  cfpcce.  de  la  i^<=  clafle    Jl^x 


•^  •  •    • 


N^ 


X 


3«  degré. 


5 


•      *•=! 


*»=o 


jc'=;i 


x*=4 


**=p 


2*=I« 


*'ï=0 


*'=:8 


*'=i7 


x'— «4 


*=ij 


**=jtf 


lif 


*'=iitf 


«*=49 


*'=tf4 


54Î 


x'ssfll 


**=8i 


4'=0 
4»=0 


4'  =  I 

confiant. 


b=o 


lij 


i6=loo 


^=11  tf 


*=i8o 


^=345 


II 


4-=i 


^=144 


^=194 


fc=448 


45 


«^sssEOO         X  sssiOOO 


ié=7i9 


000 


h=^6/\% 


b^s^OÇy 


fc=j84 


67 


ii — 800 


mmmi^mmmmmmmm 


mrt 


.    .     i«cla(rex»=*/"  i«J«clâflc|^, — '^^"-^'' ^ 


3 


b=Q 


yo 


io8 


4'=4 


19^ 


^^310 


00 


b=o 

*=— J 

*=>-8 

i=-9 

ifrssO 

ifc=iy 

b=zjZ 

t—Î^J 

=1^6 

ifr=4oy 

> 


12 


18 


16 


*=o 


fc=}6 


^=98 


191 


4 '=5 


4'=7       -1        4'=8 


/ 


5 


16 


•*7 


•31 


•if 


jfc_o 


^=49 


^=118 


5^4 


00 


^=Z43 


00 


1^=0 


10 


3<f 


fc=>— 48 


jo 


i6r 


00 


•14 


•4y 


A9 


Jgessijil 


00 


^  i/y 


4eTablcdcla    pour  les  formules  /^i 
x^cclpccc.  \x 


3^  degré. 


I 


3 


«MMMP 


II 


4'=o  confiant 


4'=0 


■'l^T 


IXI 


Z^  I — 4X1 


iidr'-7—9^i 


■*'+V4_"itfX4 


i=i*y 

-xyxy 

~f6x6 

— 3ft?^iz: 

î— 49x7 

fc=yii 
-4*+^i6— 64x8 


i9 

4î-+/2  01—81x9 

fcsio.  00. 

— y-H/ty — lôôxio. 


.>5Jti 

yi-H^3o^ — liixii 


«*=i 


^=ro 


f+ypïxi 


*=:l8 

-I-H/Î1L^X5 


^=48 


-        1-4 


12x4 


100 


■*tt^4 — î-oxf 


*=i8o_ 


'3~t?^9 — ^41x7 


r+yizj — y^x8 


*— ^48 

-4-+V|6 — 7iX9 


•4î:î^xoi^9ox  i  o 


•IIOXII 


l   .   .    .  ÔC  pour  TEquation  pure  &:  (impie    x^==:t 


1/9 


é*—X 


+-r+^^i— ixi 


x-W 


I — ^zxo 


-i-+y  1^:1x4 


if+^xi— ijxy 


+74 — 14x6 


»_      W4- 


3ÎX7 


384 

3H:^5>— 48x8 


r^yTi.Tr-6^%9 


i=8oo 
-4-+Vï7-_:8oxio 


HtIÔç— ppxii 


-*=3 


I-+VÏ" 


■zxi 


--   4 


iHy^îj 


*=itf 


-.    4 


■4x4 


o 


loxy 


*==io8 

-iSxtf 

r8x7 

^0x8 

— 3±*^5- 

rj4X9 

A=3fOO 

l— 70x10 

h=6% 

.4-+V76l-.8gxii 


<^f. 


c^r. 


%y€* 


&^^ 


{jrc. 


&€. 


&e. 


&€. 


&c. 


é^€. 


é^c. 


&c. 


y«  Table  de  la 
i^*"  efpéce. 


{Pour  les  formules  j x^=^h 
l'^claflc        \x 


m 


•    •   •   • 


à 

4 

j^  degré. 

X=iO 

**=o 

*»=o 

* 

4 

X*=I 

x'—l 

^. 

«■=4 

*'— 8 

*==3 

**=9 

*'=s27 

*=4 

**=I^ 

*'=tf4 

*=y 

«*=iy 

• 

x^ — Iiy 

xs=6 

*'=j^ 

*' — Zl6 

b=o 


b^l 


*y 


8 


4P 


'=343 


1 


^=iitf 


^=343 


^t 


^3 


a;*=54    ^^'=yri 


^*=8i    U- 


i6=yii 


confiant 
a'=i 


a'=z 


a' 


î 


^==0 


10 


*=:0 


^=3 


6^o 


A=55 


fc=3é^ 


fc=7^ 


30 


2Z 


MJ 


5yo 


A=JZO 


=^557 


10 


x*=ioo 


1000 


b=ji9     ^=7i^ 


iooo 


^=yi8 


747 


A=y3tf 


lOIO 


1010 


1030 


i^«ï  claflc 


r^.cu(rc/-;±«:i:<;-=*"' 


■b. 


m 


; 1 

4^=4 

-«^-y 

4'— 6 

^«^-7 

4^=8 

4*    P 

4*=I  0 

*— 0 

*— 0 

B     0 

^—0 

A— 0 

*— 0 

*=J 

^—6 

b—7 

*— 8 

b     9 

B     10 

fc=II 

i-~l6 

*— 18 

b — 10 

6    11 

4 — 24 

A— z6 

*=i8 

fc=5P 

B — 41 

*=4y 

A— 48 

i_yi 

A— y4 

*— y? 

=80 
b 

4—84 

*— 88 

fc=9i 

i— 56 

fc=IOO 

* — 104 

*=Hy 

B — lyo 

^=iyy 

i6 — 160 

*— i^y 

B     170 

i=i7y 

b — 140 

B — 146 

b — iji 

—158 

fc=i64 

i — 270 

i— 176 

*— 371 

fc=378 

*   38y 

^—391 

*— 399 

1 

b — 40Ô 

fc=4i5 

t— y44 

*— TÎ2- 

b     y6o 

^— y68 

b     576 

^_;84 

A— 591 

*=7^J 

*— 774 

^-78î 

*=79* 

£ — 800 

i— 809 

i— 81» 

£=sio40 

*      loyo 

i=ioéo 

b=  1 070 

fc=io8o 

i=sio5?o 

;(=SII00 

AnAlyfc. 


j«  Table  de  la     Pour  les  formules     r.v'"+;^x^-4-/^'V==^/'^ 
^dc  cfpcce.  1^"^  clafle.  \  x  ' -+^ox^  -+-  4' V= — 


.^/'^  . 


3^  degré. 


3 


f=i 


^=0 


fc=i 


H^: 


I^  XI 


10 


i-v  — 4    XI 


i6=50 

'-^ï'+yz^ — 10  X} 

fc=68 


.^9. 


ii 

5^+^9 — 37  x^ 


,3îo 

3H"^i-'4 — yo  X7 


10 


^=738 

-4T-tVio^— Jl  X9 


-yHhViy— loi  xio 


a=:L 


b=o 


—  îlH^— 1i  XI 


33 


'rJT  2^ — II  xj 


=71 


■^±»/4— 1«  X4 


zl-tVéi  — 77  xy 


^=zi8 

-3±S— 58  x6 


^=y28 

-4-+:^^  16 — 66  x8 


^=747 

-4î-iyioi— 85  X9 


1010 

.r'î'tyïf— lOi  XI o 


i*^*^  formule. 


4c  formule     i    ^4^-*^^^^^^  rationcllcs  imaginaires  du  3^  degré. 


3 


fc=o 


^4 


3i  >«i 


14 


lr=lj,Q 


I  — -ri:V  6^— i8  xy 


-^=254 


564 

-Jr+yiii— )-2  X7 


Îî6 

—4-+:*^  16— 67  x8 


4=4 


<^f. 


;f==0 


y 


^f. 


i-^—^L  XI 


4=ltf 

— I-+V — 7  Xi 


-ii-+yi;_  i  xî 

-i-H'-i      ii>    X4 

^—80 

2.-+-V/4 — 2,0  X4 

^. 


&c. 


r~l4y 


/ 


— it-M^  6.^ — 29  xy 
^=240 

~>il^9"— 40  x6 


(^C. 


&c. 


&c* 


i>—Ml 


^=Î44 ^ 

-4'+-v^i6— 68  x8 


'=75^ 

■^  y'*yrjf-^i03   XIO 


^=765: 

-4THh^zoi-.8y   X9 


&c. 


&c. 


&c. 


it=i040 

— y*+;^Z5'^i'Ô4  XIO 


d^r. 


<^r. 


•  ■ 


^«Tablc  de  la  i""*  efpécc.     f  Pour  les  formules,      cx*=b"'   .  .  .   « 
i«  &  i'I'^  clafle.         \  i"=clafle.  1^:'= h'"... 


5C  dégrc. 


3 


*=+ 


*=7 


**=o 


**=i 


*»=4 


x*=p 


**=!(? 


;         *'=iy 


*'=;^ 


**=49 


:8 


**=64 


«'=0 


*'=i 


=8 


x'=x7 


..î 


:^4 


a:'=I2J 


x'=zl6 


343 


a;»=j  ri 


4= 

=0 

rf*: 

0 

1 

b= 

=0 

b= 

=  1 

b= 

=8 

4'=I 


^=0 


^=0 


^=^ 


^=17. 

* — 24 

^—^4 

h— 60 

b      125 

h — 110 

^—216 

b — 110 

^=34î 


b=ii6 


/?=5  II 


fc=yo4 


confiant. 


iÉ=0 


if =21 


^=ytf 


if=iiy 


i&=204 


^9 


é=^^6 


x=9 


x'=ii 


719 


1=J19 


^=710 


71  r 


10 


X^  =  IOO 


^'=rcoo 


^=1000 


£=P$o 


i=9So 


^^V*!" 


.4"X1 


i. 


ni 


■a"x: 


b. 


IN 


'^=-3 

4—4 

-*    y 

a— 6 

4^-7 

4'=8 

1 

b=o 

*— 0 

^—0 

b—o 

i— 0 

i&=0 

fc=— 2 

^-j 

^     _4 

b y 

i=— 6 

^==-7 

^=2 

fcs—O 

i—     2 

£=-4 

^=—6 

^=—8 

b—l% 

fc=iy 

^     12 

b     9 

^—6 

^3 

h-^t 

^—48 

^—44 

b — 100 

b — 4a 

b—yG 

fc=32 

*=lto 

i — loy 

b — Ipl 

t—9S 

é 

b      90 

^=8  y 

i— ip8 

^—186 

^=180 

^—174 

^=168 

fc=3ti 

^—3 1 3 

^—508 

h       501 

-t— 25»4 

4—287 

y—^n 

—480 

h      4-2 

1 
i— 684 

^—464 

b—^^6 

4 — 448 

fc=70i 

^=6pj 

^--"7î 

b—666 

^^57 

fc=970 

fc=p6o 

h— 9^0 

^=940 

b—9}0 

b=9zo 

r  tij 


^«Table  de  h  i"erpcce.    f  Pour  les  formules.    jx'=b"'   .  .  :   . 
,rc  g^  ^de  claflc.         \         i^-'clafle.  \x 


•h'" 


5^  dégrc 


3 


*=4 


J 


*=7 


r=8 


*=9 


lo 


x'=o 


*»=! 


x»=4 


**=p 


**=I6 


**=ij 


**=  5  (î 


■••^i""^^- 


**=49 


x»=64 


*'=8i 


a:*=IOO 


AT 


'=0 


x'=l 


=8 


*'=i7 


a;'=64 


*'=iiy 


:ZI6 


^343 


*'=yii 


719 


a:'=rrooo 


4"=0 


4*=I 


b=o 


fc=8 


fc=o 


-£=0 


i6=64 


i&=IZj 


i6=ii6 


^=343 


fc=j  iz 


^=7i9 


^=1000 


*=Z4 


,6=60 


zo 


/è=ZIO 


^=33^ 


^=jo4 


10 


ifc=95>o 


■#MaMM^ 


■^•^p— ■^■^"^ 


cenfiant. 


t=o 


•^■■-••-Bav' 


^=ZI 


^=J^ 


^=115 


04 


3i5> 


ifc=:496 


l>=yiï 


li=^9%o 


■b. 


/// 


-•-J 

4 '=4 

-*      î 

a'— 6 

4^-7 

4'=:8 

fc=o 

*— 0 

t ^0 

h=o 

t=o 

-6—0 

^_. 

fc=— î 

t=^4 

^—5 

*=-. 

fc= 7 

b—z 

t          i          0 

t—     t 

*=*— 4 

^=:— 6 

i—    8 

^— 18 

^ly 

b — It 

b-9 

^=tf 

*=3    ■ 

i — yx 

4—48 

^=44 

i=^Cr 

^=36 

^,» 

h — iro 

i6 — loy 

b — 100 

i — 90 

*=8, 

b=i9% 

^—186 

^—180 

A=i74 

fc=i68 

h — 31i 

^— 3iy 

i— 308 

i6 301 

b^x94 

fc=z87 

^=488 

=480 

^==471 

^=464 

^=4î5 

.è— 448 

h — 701 
^—970 

h— 691 

^—684 

^—67? 

ir-666 

b=6S7 

è-^960 

h— 9^0 

^=940 

b=9^o 

fc=9ZO 

•    ■   ■ 


é«  Table  de  k  i«  efpécc.     Pour  les  formules  x^-j^ûx^ — 4'V=^'''  •  . 
3^  degré.  ^==^0.  confiant 


X — I 


X — I 


x-Hi 


x-f-i 


X— X 


X— 5 


X-+-5 


X— 4 


X— î 


x-t-4 


xH-y 


imfojfible 


x= — 1 


x= — 2 


4^=13 
^=12 


X-+-6 


X— ^ 


X— 7 


x-t-7 


X— 8 


X— 9 


x-f-8 


4^=51 


X — 2 


X-+-4 


X— 3 


X— 4 


X— y 


X-+.J 


4'=IZ 


X-4-tf 


X-+-7 


x-*-6 

/ 


xH-p 


XH-io 


&=4i 

7=77 


73 


a;~ — z 


G 


4*=l8 


4==39 

o 


xH-8 


4^ 


X-+-9 


yz 


fc=5tf 


=71 


4^=9  I 


X — 10 


X — II 


A,-== 1 


X — 8        x+ic 

I 


x—9 


x-f-ii 


a-=6j 

4*==I02 


X 10 


X II 


X4-I2 


4^=12.4 
£==240 


X IZ 


X— 13 


X-+-I5 

4^—147 
^—186 

X-HI4 

4^=171 

x-+-iy 

4»=I^^ 

3^  degré. 


&  la  formule  a^HH^at- 
a.z=.o  confiant. 


V'at'- 


k 


III 


5 


3 


5 


■5 


J 


3 


5 


X— 3 


X— 4 


X— y 


X— 6 


X— 7 


X— 8 


'3 


3 


3 


■3 


5 


X— 9 


X — lO 


x-htf 


x-4-7 


X-+-8 


xH-^ 


x-t-io 


xH-ii 


x-Hii 


4'=17 

4^=57 
^=84 

^=120 

4"=6} 

4»=75> 


4^=97 
^=164 


X-HI  J 


X — II 


X — Il 


X-HI4 


X-t-1  J 


X— 13 


X— 14 


X-4-I6 


X-+-I7 


4*=II7 

^=3  M 

4^=1  }9 

fe=39o 

4*=lé3 

fc=46z 

4-:=l85> 

fc=y40 


4' 


:1I7 


3^4 


4*=i47 
14 


i«>«.- 


x=— 4 


X— 4 


x=— 4 


x=— .4 


X— y 


X— 6 


^—7 


X— 8 


X— 9 


X — 10 


X-Hg 


x-H^ 


4^=48 
118 


XH-IO 


x-Hii 


X+Il 


x-f-13 


X^I4 


X — II 


X Il 


X— 13 


X — 14 


X— IJ 


X+I5 


x4-l6 


X-4-17 


X-4-18 


Yr\rl^ 


4»: 

=6  y 

b= 

=180 

4»: 

=84 

b= 

=140 

4*= 

=ioy 

b= 

=308 

4»= 

=iz8 

«=384 

4»=iy3 


4^=180 

4*=10^ 

4*=i40 

fc=«768 

4»— Z73 
fc=884 

4»=3o8 

AszsIooS 

4*=53  0 1 
^=1140 

d« Table  delà     Pour  les  formules    rxî=^ 


i^cefpcce. 
3^  degré. 


x=i 


■       «n 


X=SL 


3 


y 


:8 


x=9 


a:=10 


rc 


clâiïe 


/// 


fff 


4^=0 

t — 0  confiant 
4»— I 

9 

l—o 

— î-+-*^;'i  XI 

h—o 
— ÎhV;-oxi 

^=8 
— i-4yi^4Xi 

— i-+yi^3  xz 

-6 — 17 
^iiHVii— ^  X5 

if     14 
— lîH-^z;     8  X3 

i=^4 
— i-+y4 — 16  X4 

— IH-V/^Ï^  X4 

— zf+VéP^iy  xy 

— ifi^éi— 14  xy 

^=11 6 
— 3-4y^^36  x6 

if — 210 

— jH-ï/p—jy    x(f 

^—34? 

^=?3é 
—ÎÎHV  12^—48  X7 

3H-»/iii_49  X7 

if — jii 
— 4-tyr6— 64  x8 

f_T04 
— 4-J:V^i6— 6?  x8 

^—719 

j  — 4{-fVio;    '8 1  X9 

if=720 

— 4î-+Vio^— 80  xs> 

ife=io.  00. 
— Î"t:*^i5 — loox  10. 

• 

— î4Vij — 99  xio 

2,dc  clafTe 


\  X  -^ùx  ^ A  V== *.    j      imaginaires. 


-I*=2, 


6=0 


—       4 


IXI 


I — t  Xi 


-it:t^ii— 7  Kj 


14  X4 


"y 


4 


XjXJ 


3±»^9^J4  >«5 


19 

sf+yiii— 47x7 


-^=3 


i6=o 


i-fyi4.x  XI 


— i-H/j^i  XI 


*=i8  _ 


■6x3 


—4"+^  16— 61  x8 


II 


î-jVioi— 79  X9 


1 


1:^4—1}  X4 


t=:IIO 

— if+Véi— iixy 
*=I5>8 


11 


3î-tyïii— 46x7 


*=488 

-4HV,6— 61  x8 


oi 

4î-tyro^— 78  X9 


ka^So 

— y-i^if-— 98  xro 


*=97«^ 

-y-+*^Ay— 97x9 


Atmlyfe, 


&c. 


&(• 


&t' 


à-c. 


^c. 


&(. 


&c. 


&t. 


&c. 


&c. 


&c. 


&e. 


mfmmm^ 


d 


■^■■i"" 


^  Table  de  la    n        i     r        i     f  x*-t-4'x^-f-4V==î^/''    •    / 
7^  1  amc ac  la    p^^^^  j^^ formules <    , .a. y^i.^ v^v,/ A'// 


}«  claflc. 
3C.  degré. 


x*=o 


5 


:8 


«=9 


10 


*»=I 


x»=4 


ar''=p 


«■=0 


*'=o 


Ar'=i 


i=o 


'=8 


«"=16 


AC*^!^ 


x'=3^ 


=49 


x'=i7 


«'=64 


Ac'=iiy 


a:'=1I^ 


«*=^4 


=81 


**=IOO 


343 


*'=yii 


«'=719 


1000 


^=8 


fc=i7 


^=^4 


"y 


&=ii6 


*=54J 


^=yii 


t=z 


confiant 

4^=1 


i==o 


II 


t=36 


i=IJO 


fc=2yz 


*=39i 


*=I4 


^=84 


in 


4^=1 


b=o 


=4 


^=41 


t=88 


^==160 


t8 


?=35>5> 


I 


i=576 


^=729 


1000 


^=8 10 


IIOO 


584 


^=819 


IIIO 


b=i6^ 


b=^o6 


fc=j5)i 


^=828 


II20 


J 


l"^ formule,  deux  Racines  négatives,  la  jc  pofîtive. 

t^  formule,  ou  en  changeant  tous  les  figncs  x^ — /x*— 4'Vs=a+^. 


/// 


'*-5 

4^-4 

4»=y 

é^=6 

-*-7 

/=8 

4»==p 

b=o 

^— 0 

^. 

à=o 

^=0 

t — 0 

y=o 

*=y 

^=r^ 

^=7 

t=s 

^9 

h — 10 

fcssil 

t=i% 

fc=20 

b=tt 

^=Z4 

^==2tf 

^— z8 

fc=:30 

^=4f 

fc=48 

^n 

^=H 

^y? 

i=^6o 

i=tf} 

fc=^i 

b=$6 

^=100 

^=104 

^—108 

1>=IÏ2. 

^=116 

i=l65 

h=sljo 

^=i7J 

^=180 

^— i8y 

b — 190 

• 

^^470 

i=:ty6 

^=i8i 

^— 188 

i=zp4 

b — jOO 

fe=3otf 

fc=4i3 

l>=s^i.O 

^=4Z7 

^=434 

£=441 

i^ss448 

^=4yy 

fcs^OO 

b=6o% 

b=6i6 

^=^Z4 

^=<?3z 

h — ^40 

^=^48 

fc=837 

^===84^ 

fc=8yy 

• 

fe=8tf4 

fc=873 

^— 88t 

^=8^1 

faslIJO 

fe=ii4o 

i&ssIIJO 

^SBlléO 

fc=ii70 

^=1x80 

kssll^O 

dij 


7^  Table  de  la  t^^  cfpccc. 
3*  clafle. 
3^  degré 


te 


XI 

XI 

XI 

Equations    rationelles   pour    la     x 
formulex'-+-yx*H-4V==*/^'  les  . 


X.  racines  négatives,  la  5^  pofîtive.  . 


dtfi. 

impojjible  idam 


h=6 


1x4 


ixj 


xx6 


:8.  4*=y 


1x7 


r=I4 


zxg 


*=i6 


10.  4*: 


1x9 


dlf  1. 
cette  fêrmule. 


1x6 


2x8 


b=l6 


=8 

fc=io 


4=13.  4' 

IXIZ 


10 


fc=i4 


ly.  4*=ii 


1x14 


*=i8 


4=19.  4*=I6 

2x18 

4=ZI.  4*=l8 


1X20 


^=40 


4=1  J,  4*-=IO 

2XI2r 


4=25.  4*=20 
2X22 

4=2 y.  4*=:22 
2X24 

fc=48 


^if.  j. 


10.  4*=7 


2x9 


18 


4=16.  4'i=l3 

2Xiy 

*=3o 

4=19.  4*=l6 

2x18 

fc=36 


4==22.  4*=I9 
2X21 


4=2  J.  4*c=22 
2X24 

^=48 

4=28.  4*i=2y 
2x27 


4=231.  4*=:28 
2X30 

b—60 


34.  4»=3I 


2x33 


b=66 


2X25 


37.  4*=34 


2x36 


».  4' 


2x39 


37 


•      • 


•      • 


■a'x*- 


4"^. 


Jk: 


•     •      •    • 


£c  pour  la  %^  formule  fou-contraire  *v* 

qui  a  les  mêmes  Racines  ;  mais  fcs  deux  Racines  font  po(î« 
tives,  &  la  j^  négative. 


iif[,  4. 


Ij.  4*=:IO 
IXIZ 


IXI6 
IXZO 


^^5- 


4=16.  4»=I3 

ixiy 

0 


rf=iy.  4*=22 
2X14 


4=19.  4*=:i6 
2X28 

«=53.  4»=30 
2Xj2 

54 


4=2.1.    4*=l8 
2X20 

fc=4o 


diff.  6. 


4=19.  4*=l6 

2x18 


diff.  7. 


^y.  8. 


4=1^.   4*=2  3 
2X25 

0 


2x30 


4=15.  4*=22 
2X24 

*=48 

4=3  I.    4*=:z8 
2X30 

i=tfo 

4=37.  4*=34 
2x36 


4=22.    4*=If> 
2X21 

fc=42 

4=:19.    4*=26 
2X18 

fc=y6 


J6.    4*=33;/l=43.   4»=40 


2X3) 


b=rjo 


2x42 


*=8 


=41.  4*=38  ^=49-  ^*=46 


2x40 


*=8o 


37.  4'=34 
2x36 

2 


41.  -•  — 38 
2x4.0 

fc=8o 

4=4y.   *4:==41 

A=88 


2x48 


*=9<î 


4=46.  4*=4î 

2X4J 

^=90 


4=yy.  4»=5i 
2x54 

*=io8 


:^5^.  4*=46 


2x48 


4=^=96 


:y4.  4*=yo 

2XJ2 

104 


.^ ) 

2XJO 


)I.  4*^=48  4=61.  4*=y8 


i=:IOO 


zx6o 


izo 


)6.  4*=n 


ixîî 


i=IIO 


=67.  <«'=64 


36.  4'=5  3 
1X3J 

^=70 

4=4}.    4»=40 

1X41 

^=84 

4=yo.  4'=47 

iX49 

4=J7.  4»=y4 

2Xy6 

riz 


4=:zy.  4*=:Z2 
2X24 


33- ^'^=3^ 
1x52 


4=41. 4^=38 

2x40 

*=8o 


49.   4*=:4tf 
2X48 


57.  4*=y4 
2xy6 

112 


x^6 


lu 


61.  4'.=y8  4=75.  4*=7o 


1x60 


20 


4=66.   4*=^3 

2x6y 

4=130 


2x72 


3=144 


79.  4*=76 
2x78 


4=^4.  4'=6l 

ZX63 

fc=l2tf 

4=:7I.    4*=68 
2X70 

3=140 

4=78.  4*=7y 
2x77 

^=iy4 

4=8  J.    4*=82 

2x84 

r  4*=89 


2X^4 


b=^ 

=128 

*— 73-  4*: 

1X7X 

=70 
=144 

4=81.   4': 

ix8o 

•160 

4—89.  4': 

zx88 

=86 

=I7« 

"— P7-  4'î 

=54 

2x91 


182 


4zioy,  4*1102 
2x104 


dit] 


S«  Table.  Poutli  1''=  formule/' 
3'  clalTe. 
y.  degré. 


qui  a  rrois  racines  négatives. 


X— 7 


Trùiftme  Racine 

X 1 

rariable. 
X — r 

X — I 

«=4.    4'=; 
X — 1 

.=,.    .'=8 

X— t 

X 2. 

'=7-    ''=iS 

X — I 

i=_9 

X — 1 

fe=-i8 

'=$■    «'=14 
X — 1 

X 1 

4=— Ji 

X — 1 

i=— 15 

*="••«— 45 

X i 

X — 1 

4=14.  if>^6o 

X — I 

*=— 49 

«=16.  «-=77 
i=-98 

.=17.  «-^Sj 

X — I 

fc=— 64 

«=l  8.  .■•=?« 
i=— ir8 

«=15.  «'— J>9 
X — I 

4=:iO.  .«'=117 

X— I 

4=IZ.  «•=140 

ou  bien  — X*-— /;<*— — 4'Vc5«e-f^^/'^ 

•     .        changeant  cous  les  fignes. 


X— 3 


X— 3 

3 


i6 


11 


:p.       4*=17 


■2-7 


I  i .   4*=40 


•48 


i3-4*=jy 


7J 


ly.  4»= 


108 


1=17.    d*: 


'91 

Ï47 


15-  4*=iii 


191 


:ll.   4*=I3y 


14} 


13.  4*=i6o 


300 


X— 4 


4=6*       4*=9 

X— 4 


8-    4*=zo 
16 


=10.  4»=3  3 


36 


II.  4^=48 


4=14.  4*=6y 


100 


16.  4*=84 


144 


18.  4*=ioy 


19e 


4=20.    4*ï=Il8 

fc= — iy6 
4=21.  4*=iy3 

it=— ^24 
4=24.  4*=i8o 

A= — 400 


X— y 


4=9.      4*=24 

lf= — 20 

4=11.  a^=}9 
4=13.  4*=y6 


80 


4=i5.4»=7y 


liy 


4=17.  4*=96 


180 


4=19.  4*=II9 


.24y 


4: 


:2I.   4*=I44 

b= — 320 
4=23.  4*=I7I 


4=7.       4*=  II 


X— 6 


8.    *^=i  3 


il=IO.  4**=28 


•14 


<i=ii.  **=4J 


Î4 


'(=I4*  4*=s64 


16.  4*=8y 


lyo 


18.  4'=:io8 


16 


:Z0.  4*=SI  3  3 


•194 


•40  î 


•yoo 


4=Z2>  4*s:I^O 

fc=-"?84 

4=44.  «*=:i8(> 

486 
:X10 


^H 


j«  Table.     Pour  la  4^  for  m.  x^ 

&  la  }«  formule  x^ 

3C  clafle. 
jc  degré. 


ax^ a 


a'x^ J'x'-^ 


"X':=^b. 


III 


*'•  •         •         m       % 


3 


4te=4 


y 


■  p.    -WK^ 


8 


;i:s=io 


x*=o 


x'. 

=^I 

xy 

=4 

**: 

=9 

j<:*= 

=16 

x»= 

=zy 

**= 

='J^ 

x-^= 

=49 

x*= 

=^4 

*»= 

=81 

• 

x'=o 


x'=l 


==:8 


x'=i7 


:^4 


x'=iiy 


;«5=2I^ 


x'=343 


x'=yii 


X*  =  IOO 


x*=7i9 


X  =1000 


4'=0 


4'=0 


^=1 


h=:l 


fe=Il 


IXJ 


^=XI^ 


^=345 


ît 


iÊ=729 


1000 


*=3tf 


i=:80 


5<^ 


=11:1 


==Î9I 


confiant. 
4^=1 


fc=y7(î 


^=33 


10 


100 


;88 


V 


fc=8oi 


IOp< 


^^ 


qui  commence  après  les  zéros  à  droite 

qui  cd  à  gauche  avant  les  zéros  où  elle  finie. 


*'=i. 


î 


4=0 


è=0 


^=140 


^='3T 


80 


1080 


Anélyfi, 


»4 


^=371 


yyi 


83 


1070 


4>=4 


^=0 


^=— z 


^=14 


b=6^ 


it=IJO 


^=ii8 


^=3^4 


^=y64 


fc=774 


4»=y 


^=0 


î 


^=zi 


l>=6o 


^T 


II 


^=3y7 


^=n<5 


^=76  y 


^ssIOéO  I    ^ssIOyO 


4»=6 


18 


î^ 


110 


lé 


yo 


^=h8 


^=7yé 


^=1040 


( 

5 


fc=yz 


"y 


10 


47 


1030 


lie  Table  de  la    p^ur  les  formules  { 


X  5 a^x  ^  -*-  4  V=^. 


/// 


• 


cfpé 

H  3C  claflc. 

3».  degré. 


*' /x^-t-4'V 


•r'  .. 


*'=o 


3 


:^ 


**=i 


*»=4 


**=9 


*'=o 


a:'=i 


*»=8 


a:'=27 


<ï^=0 


^=0 


*=I 


«*=I^ 


x^—64 


iS 


x'-=^6 


*=4P 


iij 


x^=ii6 


b=^tj 


b=64 


liî 


lié 


10 


**=8i 


« =100 


*=343 


*'=yiz 


«==72^ 


1000 


*==J43 


4»=I 


fc=o 


b=z 


b=;lO 


b=^0 


fc=é8 


^=130 


^=iZi 


jo 


i=o 


^=1 


*=é 


^=11 


i=Ji 


loy 


8<; 


301 


^=yii     ^=j20 


ip 


1000 


^=758 


*=4y^ 


fc=o 


f=o 


II 


^=3^ 


fc=8o 


*=iyo 


^=2yz 


^=<^Î7 


1010 


pio 


39^ 


fc=y7tf 


10 


y'  formule, 
8*  formule. 


3 


fc=4 


14 


=328 


=  30 


^=78 


4=y 


^=-3 


ifc=0 


10 


ly 


II 


i6=: 14 


fc= 24 


18 


iO 


^=« 


ÏÎ4 


/'=ioy 


^=164 


^=414 


10 


10 


^=100 


333 


JIO 


^=136 


^=iyi 


£=^io 


ife=o 

fc=-y 

^— 

-18 

fc=--33 

^=—44 

^=- 

-4y 

fc= — 30 

b=rj 

^. 

b=^l' 

71 

4=8 


■zz 


4i 


€0 


l>= — 70 


^=s— 66 


i>=> — 41 


^=8 


ê=:90 


te 


.  I 


y* 


.76 


fc=*— 8j 


Koa. 


^i 


S  6 


510 


iio 


^SKIIO 


•   •    • 


li' 


Table 


Pour  les  formules-?  l''' 

\,conte 


L-» 


■t'x^- 


.l"x': 


é. 


tif 


•  •  • 


contenue  dans  la  i^"- colonne  feule    , 


2<^^  cfpécc. 
jc  claflTc,  3^  degré. 


■*MMB««M*i 


3 


X— y 


■g 


10 


■II 


XI 


xt 


^5 


.■>■■■ 


X4 


Xf 


x^ 


>«7 


x8 


X? 


XIO 


XII 


4=1 


XI 


h=\ 


*=4 


3 


i=9 


I6 


fc=r(J 


y 


^=2.  y 


3<? 
6 


4*=49 
fc=s49 


8 


4'=(Î4 

*=^4 


»»=8i 
f=8i 


4*=IOO 


lO 


fc=IOO 


Itl 


II 


h^ss-lXl 


XI 


3 


*'=3 


*=o 


3 


*=i 


T 


XI 

b-. 


I 


:0 


4'=I 


h= 


3 


'=11 


y 


IZ 


19 


^= 

=20 

4»= 

=19 

7 

h= 

=50 

lO 


u 


y 


4' 


8 


=41 


8 


àr=>2.x 


^^=5  3 


*— jy 


10 


71 

1 


4*=46 


lo 


4'=6l 


II 


4*=8^ 


II 


*=90 


fc=^j 


4^ 


IZ 


10^ 


II 


*=IIO 


13 


'97 


8 


•  •  •  ^  A 


'^a:* 
4'a;* 


,v,  f /  ffi 


■a"^': 


I  ,„  contenues  dans  le  refte  de  la  Table. 


y 


a=z6 


4»=y 


XL 


^=S 


X5 


3 


*»=8' 


«*=P 


X4 


—4 


4=8 


^y 


4*=II 


S 


4»=-5 


*=o 


è= 

= 

-4 

4»= 

=7 

I 

^= 

'"" 

-3 

4»=!    i     4»:=_4 


8 


3 


4*=II       4'=14 


4=p 


^= 


II 


—8 


y 


=13 

-6 
^= — lO 


15 


fc=o 


4»=I 


fe=y 


3 


—9 


4*=  14 

i=— 8 


3 


J 


lo 


4»=8 


b=o 


«•=1 


éi*=b-7 


13 


lO 

*= 

=11 

4'- 

=17 

II 

4= 

=11 

4»^ 

=18 

II 

b= 

=31 

4*= 

=41 

=4? 

II 


^=6 


II 


i=_5 


4»=_é 


II 


*=o 


4*=I5( 

*= — Il 
4*=  19 

h Il 

4* — 17 


î 


:lO 
II 

II 
16 


10 


13 


3 


^=s. 


•13 


4^=9 


II 


^=14 


13 


4»=Ip 
^=14 


4*=3I 
14 


b=yo 


14 


î6 
o 


4*=I 


13 


4*=  10 


14 


*=t6 


4'=11 


ly 


4*= 


73 


ij 


M 


4Î 
I 


16 


\6 


«'=34 
^=40 


h=—6 


14 


4»: 

1 


:0 


4*=I 


ly 


4*=II 


16 


■10 
II 

-7 


4' 
16 


17 


17 


^9 


18 


II 


^=16 


15*  Table.      Pour  les  formules  / 


-V' u'x' 


jt   f L  m 

•u  X ey. 


x' u'x^ .i"x'-- 


L  lit 


i"c(pccc.  3«  claiïe, 
}C  degré. 


3 


:8 


;r=io 


x*=i 


x*=4 


x*=9 


Ar*=l6 


x*=xy 


x*==3tf 


x*=49 


x^=8l 


X*=:IOO 


a:'=0 


Ar^=^4  X 


x' 

— I 

x' 

=8 

*'= 

=17 

*'= 

=^4 

*'= 

=i2y 

*'= 

=21^ 

*'= 

=343 

*'= 

=ni 

*'= 

=7ip 

Ap'=IOOO 


tf'=0 


fc=o 


confUnt. 


è=o 


. 


b=l^ 


t=6^ 


11$ 


h=zi6 


^=:I10 


=ZIO 


^=?343 


IZ 


^==7iP 


ooo 


=536 


^=yo4 


/fc=7io 


ly 


440 


^=850 


w"» 


y*  formule. 
6^  formule. 


4'=Z 


B=6 


5» 


=138 


5 


3 


3 


II 


*=4î 


ICI 


^=18^ 


^=311 


fc=î58 


jfc^ZS^o 


^=477 


Jttéljr/c, 


-•=4    I    -•'=; 


*=o 

£= 

= — 4 

*= — 10 

^ 

=— Il 

»= 

=—4 

k= 

=10 

b—66 

4=140 

4—148 

4=396 

/ 


y 


14 


■II 


•10 


184 


ly 


4=0 


4=— tf 


18 


.30 


4=— 36 


4—     30 


4=41 


4=110 


34 


>=3P0 


>  ^^      • 


t 


y 


.41 


4=1  jj 


tm 


f 


14*  Table. 

I      -.^^  .j^  degré. 


■ 


tUmm^ÊaM 


5 


rfk 


X— I 


X — I 


X 1 


8 


-ro 


-II 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


Pour  la  y^  formule  x^-^^a!x 


^vl. 


-y'x' 


l. 


iif 


•  9 


X5 


><4 


Xî 


x6 


X7 


x8 


X9 


xro 


xn 


XII 


XI} 


X5 


X4 


xy 


Xtf 


X7 


x8 


Xî> 


XIO 


XII 


XII 


'•=5 


4*=IO 


*=8 


4*=  17 

ly 


4'=i6 


fc=i4 


*— 37 


4*=JO 

*=48 


4»=6j 


4*=8l 


X4 


xy 


x^ 


X7 


x8 


X9 


XIO 


4*=IOI 


^=99 


XII 


XII 


4*-=I  12 


i=IZO 


i=4 


4»=I3 
*=IO 


4*=ZI 


*=i8 


3ï 
18 


4'=43 
^=40 


4»=y7 

*=y4 


.»=73 

b=10 


«'=90 

*=98 


4*=I  I  1 


fc=io8 


xy 


x6 


X7 


x8 


xp 


XIO 


XII 


XIZ 


î 


4»=5> 


16 


*=ii 


4'=1J 
*=2I 


4»=}  6 

fc=3i 


4*=49 
fc=4y 


4»=54 

*=6o 


«»=8i 
fc=77 


4'=9p 


IZI 


XI5 


^=117 


XIJ 


My 

I4Î 


4-=i33|  ^=144 

X15  /14 

14P 


*=I}0 


X14 


4»=iy7 
*.^iy4 


xiy 


168 


{quia  deux  prcmicrei  rAcincs  négatives,  &  h  j* 
poficivc  plus  grande  que  leur  fomme. 


4=r 


x6 

B=6 

X7 

h — 14 

x8 

xp 

XIO 

XII 

^-71 

XI  z 

4»=85> 

*=a84 

XI3 

4»— 108 

*=ii4 

XI4 

4*-=!  3 1 

xiy 

4»— ijy 
*— lyo 

X7 


x8 


xi^ 


4»=  17^ 


^«I7tf 


X9 


XIO 


XII 


XII 


XI3 


xr4 


xiy 


X16 


X17 


mmm^ 


.'=13 

^=7 


4'=Zi 

b=\6 


a=6 


-•=3  3 
i=Z7 


4»=46 
*=40 


4'=6l 


*=n 


4»=78 
i=7z 


«•=j>7 


4«= 


^= 


^= 


*= 


4»= 


17 
12, 


41 

35 


66 
60 


91 
87 


x8 

4'_iy 

xp 

4*^zy 
*=i8 

XIO 

"•—37 

b — 30 

XII 

4'_JI 

*— 44 

XII 

4*— 67 
b—60 

XI3 

4»-8y 
b—7% 

XI4 

A*    60  y 
b—9% 

xiy 

h      130 

XI<» 

4*  lyi 
*— 144 

XI7 

4'— 177 
^  170 

'=7 


K18 


fc=ip8 


xp 


4»=  17 
*=9 


8 


4*=i8 


X  10 


4*=I9 


XIO 


4*^3  I 


XII 


XII 


XI3 


XI4 


xiy 


X16 


X17 


X18 


XI9 


4*=4I 

*=3  3 


4»=y6 
^=48 


*=6y 


4*=^i 
^=84 


4*=I  I  3 

i&=loy 


4»=i3y 
^=138 


4»=l6l 


*=iy3 


XII 


4'==4J 


XI& 


4'i=«I 
XIJ      _ 


XI4 


4*=7^ 


xiy 


Tb=90 


XI^ 


4V=slZI 


^s=siI2, 


XI7 


4*=I44 


X18 


4»=:I7I 


4'=i88 


i=i8o 


4*=5i  I  y 


X19 


**=si99 


**ssilz,7 


XIO 


f'j 


14*  Table. 

~  ~  .:  ~:>^  cfpéce. 
■;~'3'  degré. 


i*MHMnak 


3 


■■Ai 


X— I 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


X — I 


8 


X — I 


Pour  la  y^  formule  x^-^^Jx 


^É^t. 


.y'x'= 


:^. 


/// 


•        t 


-lO 


-II 


X — I 
X — I 
X 1 

■ 


X5 


>«4 


xy 


x6 


X7 


x8 


X9 


xro 


XII 


XII 


XI3 


I 


X5 


X4 


xî 


x^ 


X7 


x8 


xp 


y 


#«*=IO 

*=8 


4*=I7 


«•=i6 


A=:14 


«•=37 


X4 


^4 


xj 


4'=I3 
i=IO 


x^ 


4»=AI 

*=i8 


X7 


31 
i8 


J 


«*=p 


xy 


x6 


4*=l6 

*=ii 


X7 


I 


x8 


4*=  5  6 

1 


x8 


t=48 


4»=6j 


-—43 
^=40 


X9 


4*=y7 

*=y4 


xio 


XIO 


**=8i 
^=90 


XII 


4*=IOI 

^=99    I 


Xp 


4*=45> 
fc=4j 


XIO 


«*=54 


XII 


«*=8i 
fc=77 


XII 


fc=98 


X12 


4*=III 


fc=io8 


xiz 


4'=5)5> 


IZI 


XI3 


*=I  17 


XII 


4*^=112 


i=rio 


X13 


145 
I4Î 


X13 


4»==i33 
^=130 


X14 


4»=iy7 
*.=iy4 


xr4 


144 
140 


xiy 


«•=1^8 


i^î 


{qui  a  deux  prcmicrci  racines  négatives ,  &  la  j* 
poficivc    '  ,  -       - 


plus  grande  que  leur  fomme. 


m0t 


x6 

h—S 

X7 

4* — 19 
fc=i4 

x8 

4*.=19 

xp 

4»-4I 

fc=3^ 

XIO 

4'=yy 
fc=yo 

XII 

^-71 

b=66 

XIZ 

4*— 89 
*=^4 

XI3 

4»— 108 
^=114 

XI4 

4*-=I  3  I 

xiy 

4»=SIJJ 

xU 


4*=slj9 


4=J 


X7 


^= 


'5 

7 


4=6 


x8 


■it 
16 


x? 


33 

■■i-7 


4»=46 


XIO 


=40 


4*=6  I 


XII 


^= 


yy 


4 


'=78 


xir 


£= 


7i 


X13 


l>= 


97 
91 


xt4 


b= 


xiy 


^= 


xi6 


*= 


XI7 


17 

12 


41 

5y 


66 

60 


^1 
87 


x8 

4'_iy 
i— 8 

X9 

4*-=iy 
*=i8 

XIO 

4»_37 
* — 30 

XII 

4'_5I 

*— 44 

XII 

4»— 57 
b—60 

XI3 

4*-8y 
A— 78 

XI4 

4* — 60  y 
*— 98 

xiy 

4'=Il6 

it  130 

xi6 

4*  lyi 
*=I44 

XI7 

4*— 177 
^ — 170 

'=7 


X5> 


4»=I7 

h=9 


8 


4*=l8 


19 


XIO 


X  10 


XI8 


105 
ip8 


XII 


4*=4I 

*=Î3 


XIZ 


4»=ytf 
b=4% 


X13 


3=6  y 


X14 


4'=91 
4=84 


xiy 


4*^=113 

*=Ioy 


XI6 


4*=i3y 
^=138 


X17 


4»=l6l 


iSJ 


4'==3I 


XII 


''=^T 


XII 


4'=s6I 
XIJ      _ 

i, 


XI4 


^•=7^ 


xiy 


*^=99 

7:^50 


Xltf 


«"ïsslZI 


III 


XI7 


4*=i44 


XI8 


XI8 


4»=i88 
^=180 


xip 


4»=5i  I  y 


4*=sI7I 


XI9 


4*=I^5) 


XIO 


«•s=ssXt7 

7(^ 


jy*T;^blc.     Pour  la  ^«  formule  x»  — — 4'x» — 4»  y  Hh  ^."'=ao 


•       • 
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2^c  cfpcce. 
5^  degré. 


•3 


y 


« 


10 


II 


II 


X — I 


X- 

— 1- 

X- 

-3 

X- 

-4 

X- 

-y 

X- 

-tf 

X- 

-7 

X- 

^8 

X- 

-P 

X- 

-10 

X — II 


X-hl 


X-Hl 


xH-z 


X-t-x 


XI 


XI 


xr 


XI 


XI 


X2 


XI 


4=1 


Xl 


*=4 


4*=8 


i=Il 


:I4 
:14 


4*: 


11 
O 


4*=44 
fc=84 


/••=j8 


m 


4'= 


£= 


74 
144 


4»: 


9Z 

180 


III 


134 


4'=J 


^= 


9 
18 


4'= 


b=6o 


^=90 


X4 


**=6 


b^% 


4*=  10 


«*=I6 


*=48 


4*: 


^4 
o 


4»= 


4*=4y 

^=IZO 


4*=y9 
Ié8 


34 
110 


46 
168 


4*=7y 
^=116 


4»=P3 


**=6o 


^=2.14 


114 

30 


4»=67 
*=i88 

4'=94 

4*=II4 

^=440 
4^77^ 

fc=yiS 


' 


-  9   ' 


{deux  Racines  négatives  y  &  la  3^  poficive  toujours 
confiance. 


100 


îyo 


—47 

'=ZlO 

I 


jtfo 


«•=py 


5 


«»=8 


=0  4'=10 


X6 


lr=lt 


4*=Ii 


4'=:l8 


16 


ito 


<*=}6 


=180 


4»=48 


:6l 


=}J6 


«•=138 


«»= 

-y 

x? 

fc 

=14 

4»= 

=13 

7 

^ 

=4Z 

4»= 

=19 

7 

«= 

=84 

4»= 

=17 

7 

^ 

=140 

4*= 

=37 

7 

^ 

=110 

4»= 

=4^ 

7 

h= 

=194 

4*= 

=«Î3 

7 

*= 

=39i 

4»= 

=7^ 

7 

À= 

=j04 

4»= 

=97 

7 
i 

&— 

éjo 

4»= 

=117 

7 

fc=77o 

8 


x8 


4*: 


135) 


fc=9i4 


*=itf 


8 


'=14 


:ZO 


8 


I       4»=II 

9 

_J=i8_ 

4»=ry 

4*=1I 

9 

A=io8 


4*=l8 


8 


160 


8 


38 


4*^JO 


8 


3« 


4»=64 


8 


fc=4î8 


8 


4»î=8o 


Î76 


8 


=98 

b — 710 

8 
*=88o 


8 


oçé 


10 


12. 

o 


4' 
10 


16 


4'= 

10 


110 


^9 
180 


4'— 39 

9 
^378 


4V 
10 


50 
00 


4' 
10 


40 
00 


4' 
10 


4*=6j 

^=494 

4'=8l 

9 

t=649 


4*: 

9 


99 

10 


4' 
9 


119 
o 


4' 
5> 


141 


10 


4' 
10 


:66 


yo 


4' 
10 


:8X 


fc=7io 


4V 

10 


100 
00 


10 


£0 
100 


10 


1310 


^  ■  •  • 

/"y 


xtfc  Table. 


Pour  les  formules     .    .    x^c=^'.  #• 


i'^  cfpéce. 


jcrc  g^  j^dc  cla  flTc, 

y«  degré. 


i*»*i^ 


«ï=0 


x=3 


«•=0 


*»=i 


**=4 


c»=0 


A:*=rO 


*'=I 


•=8 


**=P 


x*==l6 


x'=i7 


«f=i 


**=I6 


■•■«Ma^ 


X*—%1 


A'=^4 


y 


8 


**=iy 


*»=3tf 


**=49 


*'=é4 


iiy 


*'=!  1 6 


M3 


ssrlO 


*»=8i 


**=3:IOO 


*'=y  ?  i 


719 


**=x5<) 


i*iWH^ 


4"— o 


Ar'=o 


*'= 


=145 

:14J 


4'"=I 


1014 


61$ 


1196 


1401 


7776 


16807 


4096 


6^61 


100.  o 


100.  oo- 


I 


x^&ù" 

31768 

59049 
I 000000 


b'^ 

— 0 

v^ 

=z 

y~ 

=34 

v^ 

=146 

y= 

=1028 

if^ 

=3130 

b'= 

=7782 

f= 

=16814 

h''= 

=32776 

*'= 

=j9oy8 

«"=2 


i&''=0 


^"=3 


^'=3^ 


^'=249 


^"=1032 


^"=3135 


^'=16821 


^^==3^784 


100.  01.  o. 


h*=z^  9067 


*' 


100.  020 


Et         yf      I       ^^^  J /.   V 


■h  "^i 


4''=:5 


4  — 4 


*'=:0 


y 


^'=38 


A'=2J2 


*'=I03tf 


4"=*y 


*'=y 


i"=40 


*'=My 


^"=1040 


i''=}140 


''''=779  \ 


*'=i68i8 


*'=3i79i 


b'ss^^oyé 


i'5=5lOO.O30 


*'=3i4y 


^'=7800 


*''=i683y 


^'=31800 


i'=y9o8y 


b^= 

=0 

y= 

=tf 

*'= 

=41 

*'= 

=iy8 

*"= 

=1044 

*"= 

=3iyo 

^'=78  06 

4"= 

=16842, 

*"= 

=32808 

**= 

=59094 

4"=^ 


lin 


*»=0 


iriH 


^'«9 


4'«8 


li'=l6i 


*'=I048 


*'=s4<î 


*''=:ltf4 


*'=3iyy 


12 


*'=i6849 


^'=52816 


*''=y9i03 


*'=IOJX 


4^= 

=31^0 

*'=78 1 8 

^r 

^I6i^6 

I 


^'=ypiix 


*''=ioo.o4o 


i''=loo.oyo 


^''sssioo.  060 


^""=1 00. 070 


17^  Table         Pour  les  formules  xS:=:=^b'    .     i^     &     .    ,  ; 


i"  c(pece. 
y^.  degré. 


4^=0 


4'^=I 


•r"F 


XsssO 


**=:0 


3 


X*=I 


*^ 


**=^ 


16 


X'^O 


x'=I 


;»=8 


AT' 


i7 


64 


10 


3<f 


izy 


tl6 


49 


345 


**=I6 


**=8i 


x'=o 


*'=i 
i'=i 


iZ 


X'z 


M3 

a43 


zytf 


^if 


115)6 


64 


Si 


100 


yii 


1401 


«"'=i 


^"=0 


^'=0 

i 


*'=sjO 


i'==o 


*'=i8 


:=IOZ4 
*'  &  S' 

=  ji2y 


7-9 


100.  o 


4op6 


6561 


=7776 

=  16807 

A,'  ^  ^' 

=ji768 

x^  &  b" 
59049 


*^=i4o 

^'= 

=2-37 

*''=ioio 

^'= 

=1016 

b"" — 3110 

it'= 

=5iiy 

*-=777o 

*»= 

=7764 

*'— 16800 

*'= 

=16795 

100.00 


lOO.^OO.O. 


^""=31760 


b^=^9o^o 


ir^=:$$.99.o 


4^=32751 


*'=y  5^031 


i5^s5=p9.^8.o 


t      •      •      • 


{ 


X' .l^x'^r^J 


x' a'\x' 


■h: 


4"=3 


A  — 4 


A'=o 


r=— z 


ff=i6 


f=l}4 


^'=10 IX 


*'=}  1 10 


*'; 


t"=i^786 


*'==3^744 


i'=j90Zl 


*'=o 


*''=-5 


*'=14 


i'=i3i 


*''=ioo8 


*— 3ioy 


*'=77îi 


*'=i(î779 


*''=5i736 


4"=^ 


*'=y90I3 


*'= 

=o 

*"= 

=—4 

*'= 

=ii 

*'= 

=128 

*'= 

=1004 

A*= 

=3100 

4^=7746 

ft''= 

=16771 

*"= 

=32718 

*'= 

=59004 

i"=6 


i'ss99. 970 
Anàljfc, 


*'=99.96o 


3'=:99. 9  jo 


*'= 

=0 

*'= 

— î 

*'= 

=20 

*'= 

=22  y 

*'= 

=1000 

A'= 

=30PJ 

*"= 

=7740 

^''= 

=1^765 

i6'= 

=32720 

V- 

=î8p9y 

^'=18 


*'=222 


Fs=s89. 940 


^"=99^ 


^'=3090 


*''==7734 


i'=i67y8 


4"'=327i2 


*»=j8986 


^''=99.930 


Z 


•  1 
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ANALYSE  GENERALE, 

0    V 

LES  REGLES  GENERALES  DE  L'ANALYSE. 

DISCOURS  PRELIMINAIRE 

SUR     L'  ANALYSE, 

Ou  ton  explique /a  nature  y /on  objets  ^comment 
elle  procède. 

N  A  L  Y  S  E  cft  tiré  du  mot  Grec  Analy- 
jîsy  qui  {îgnifîe  réfolution ,  divifion ,  diC- 
feâion  ,  comparaifon  ;  il  a  paffédansU 
langue  françoiic  avec  toutes  ces  diverfcs 
Cgniiications  qu'on  employé  dans  leur 
fens  naturel  &  fouvcnt  même  dans  un 
fcDs  figuré.  On  die  faîte  l' Analyfe  d'un  dîTcours,  lorfqu'oa 
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divife  ou  fcpare  fcs  parties  pour  les  comparer  ,  ou  pour 
en  examiner  les  défauts  ou  les  perfeûions  ;  faire  T  Analyfc 
d'une  plante,  c'cft  féparer  fes  parties  par  l'art  de  la  Chimie 
pour  en  dévcloper  les  principes;  faire l'Analyfe  d'un  mé- 
tal, c'eft  rechercher  les  clemens  dont  il  eft  compofé  en 
réparant  Ces  parties  fenfibles  par  le  feu  ou  par  quelque 
diflblvant ,  &:c. 

L*Ànaly fe  des  Géomètres ,  qui  eft  Tart  de  découvrir  les 
véritcz  Géométriques ,  &  qui  eft  la  fource  ic  le  fonde- 
ment de  toutes  les  Mathématiques ,  renferme  toutes  les 
différentes  fighifications  de fon  nom.  C*eft  la  fcience  de. 
comparer  les  grandeurs,  elle  en  fait  ladivifion,  ladiflec- 
tion  &c  la  réfolution  ,  comme  on  le  verra  dans  la  fuite. 

Son  objet  principal  eft  la  réfolution  des  Problèmes  de 
tous  les  genres  &  de  tous  les  degrcz  à  l'infini.  Un  Problè- 
me étant  propofé  l'Analyfe  en  exprime  les  grandeurs  par 
des  lettres ,  les  conditions  par  des  fîgnes  ,  &  les  rapports 
pardcségalitez. 

Il  y  trois  cas  en  général  dans  tous  les  Problêmes  pofli- 
blés. Le  premier  cas  eft  lorfqu'il  y  a  autant  de  rapports  con- 
nus qu*ils  y  a  de  grandeurs  inconnues ,  fuivant  les  condi- 
tions propofées,  alors  chaque  inconnue  a  une  égalité,  & 
le  Problème  eft  déterminé. 

Le  fécond  cas  eft  lorfqu'il  y  a  moins  de  rapports  con- 
nus qu'il  y  a  de  grandeurs  inconnues,  alors  comme  cha« 
que  inconnue  ne  peut  pas  avoir  fon  égalité  ,  il  y  a  quel- 
-  q"^  égalité  qui  a  deux  inconnues ,  &  le  Problème  eft  in- 
déterminé. 

Le  troifîémecas  eft  lorfque  fuivant  les  conditions  pro- 
pofées dans  le  Problème,  on  connoît  plus  de  rapports  qu'il 
n'y  ad*inconnucsîalorson  peut  former  plus  d'égalitez  qu'il 
n'y  a  d'inconnuës,&:  le  Problème  eft  plus  que  détttminé. 

Voilà  les  trois  genres  des  Problèmes  que  l'Analyfe  con- 
fîdére,  elle  les  réduit  à  des  expreffions  fîmplcs  &  faciles 
pour  ménager  la  capacité  de  Tefprit  humain,elle  dépouille 

les 
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les  grandeurs  de  tout  ce  qu'elles  ont  de  particulier  &  de 
fenfîble,  &  les  nomme  chacune  par  une  lettre  de  l'Alpha- 
bet 9  fçavoir  les  grandeurs  connues  par  les  premières  let« 
très  6c  les  inconnues  par  les  dernières  lettres  de  TAIphabet. 
Une  cxpreffion  fi  fîmple  ne  partage  point  inutilement  l'at- 
tention de  refprit  &  lui  laiiïe  toute  Ton  étendue  pcair 
comparer  ces  grandeurs  &  leur  appliquer  les  différentes 
opérations  du  calcul  que  les  conditions  du  Problême 
exigent. 

Comment  VAnâlyfcfroccde  k  la  réfolution  des  Problèmes. 

i^.  Elle  les  prépare.  10.  Elle  les  réfoud. 

1°.  Un  problème  étant  propofé  ,  l'Analyfe  donne  des 
noms  aux  grandeurs ,  elle  exprime  leurs  rapports  par  des 
égalitez  ,  elle  prépare  ces  égalitez  pour  avoir  la  valeur 
des  grandeurs  inconnës  qu'elles  contiennent  ;  c'eft-à-dire, 
elle  prend  foin  de  chafTer  ou  de  faire  évanouir  fucceflive- 
ment  chacune  des  grandeurs  inconnues  dans  chacune  de 
ces  égalitez ,  pour  avoir  une  inconnue  feule  dans  le  pre- 
mier membre  ;  &:  faifant  paffer  dans  le  fecond^membre 
les  autres  grandeurs ,  Si  toutes  les  grandeurs  du  fécond 
membre  font  des  lettres  connues ,  elles  donnent  la  valeur 
de  l'inconnue  qui  eft  dans  le  premier  membre. 

Premier  cas.  Si  l'on  trouve  par  ce  moien  les  valeurs  de 
toutes  les  inconnues ,  alors  le  Problème  eft  réfolu ,  ce  qui 
arrive  dans  tous  les  Problêmes  déterminez  &:  du'prcmier 
degré  ou  l'inconnue  eft  linéaire.  Car  les  égalitez  donnent 
les  valeurs  des  inconnues  par  ordre ,  on  trouve  d'abord  la 
valeur  d'une  inconnue  qui  efl;  feule  dans  une  égalité,  on 
fubftituë  cette  valeur  trouvée  dans  une  autre  égalité  où 
eft  la  même  inconnue  avec  une  autre ,  ce  qui  donne  moïen 
de  trouver  la  valeur  de  cette  féconde  inconnue  ,  fubfti- 
mant  enfuite  la  valeur  de  ces  deux  inconnues  dans  une 
égalité  où  il  y  a  trois  inconnues ,  fçavoir  les  deux  donc 
Anafyfe.  h 
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on  a  déjà  trouvé  la  valeur  avec  une  croifiéme  j  on  trou* 
vera  de  même  la  valeur  de  cette  troifiéme  inconnue  en 
lettres  connues  ou  en  nombres  ;  &c  continuant  de  la  forte  ^ 
on  trouvera  la  valeur  de  toutes  les  inconnues  y  ce  qui  don- 
nera la  réfolution  parfaite  du  Problème  ;  car  il  n'y  a  qu'à 
fubftituer  des  nombres  à  la  place  des  lettres  connues  qui 
font  les  valeurs  trouvées  des  grandeurs  inconnues ,  &  s'il 
y  a  des  fraâions  ,  on  les  fera  évanouir  par  la  multiplica- 
tion ,  .&  on  réduira  la  réfolution  à  fa  plus  fimple  expreffion 
ce  qui  efl:  nécefTaire  dans  tous  les  cas  &  même  dans  tou« 
tes  les  opérations  qui  fe  font  pour  préparer  une  Equa- 
tion. 

Cefl:  ainfî  que  la  préparation  feule  donne  la  réfolution 
des  Problèmes  déterminez  du  premier  degré  où  il  n'y  a 
qu'une  inconnaë  principale  à  laquelle  toutes  les  autres  fe 
rapportent  &c  qui  efl  du  premiqr  degré  :  mais  dans  les  au* 
très  cas  la  feule  préparation  ne  fuffic  pas  pour  avoir  la  ré- 
folution ,  il  y  a  d'autres  règles  à  obferver. 

Second  cas.  Il  y  a  toujours  plufieurs  inconnues  dans 
un  Problêmç  p^ropofé ,  car  s'il  n'y  en  avoir  qu'une  feule  ^ 
le  Problême  feroit  réfolu  :  mais  il  y  a  une  inconnue  prin- 
cipale à  laquelle  les  autres  fe  rapportent ,  dont  on  ne  peut 
pas  toujours  trouver  la  valeur  par  la  préparation  parce 
qu'on  n'a  pu  la  dégager  ou  la  faire  évanouir,  ce  qui  arrive 
lorfqu'elle  eft  multipliée  par  elle-même.  Et  c'eft  Torigine 
des  Equations  de  tous  les  dcgrcz  à  l'infini.  Par  exemple , 
après  la  préparation  fi  on  trouve  une  égalité  x^  x==zéXy 
dans  laquelle  l'inconnue  fe  trouve  au  fécond  degré  dans 
le  premier  terme  ,&  au  premier  degré  dans  le  fécond  ter- 
me ,  je  divifé  tout  par  x ,  j'ai  x  ==:  4  ,  &  le  Problême 
eft  réfolu. 

2°.  Si  je  trouve  at*  ==^ ,  je  tire  la  racine  quarrce  des 
deux  membres ,  &  j'ai  x  =^^"^  c'eft  une  équation  pure 
&  fimple  du  fécond  degré.  De  même  fi  j'ai  x^  =  b ,  qui 
eft  une  équation  pure  &  fimple  du  troifiéme  degré  ^  je  tire 
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la  racine  cubique  de  chaque  membre  &  j'ai  x  =  i^X  H 
en  eftde  même  des  léquacions  pures  ic  (impies  de  tous  les 
degrezàrinfîni. 

3^.  S'il  rcfulce  de  la  préparation  une  équation  quelcon- 
que dont  le  premier  membre  foit  la  puifTancc  parfaite  d'un 

binôme^ comme  x* idx  -+-  aa  ==  b  ,  qui  cft  une 

équaxioû  du  (ccond  degré  ^  dont  le  premier  membre  con- 
tient la  puifTance  parfaite  du  binôme  x  -H  a.  De  même 


X 


i  a  x^  -H  3  tf *  X  -+-  d^  =3  b^  -+-  c\  dont  le  pre- 


mier membre  eft  la  troifiéme  puifTance  parfaite  du  binô- 
me î+J^.  Il  en  eft  de  même  des  autres  puifTances  à  l'infini 
d'un  binômç  quelconque.  Je  nomme  ces  égalitez  qui  ré- 
fultent  de  la  préparation  du  Problême  des  équations  &  il 
y  en  a  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  comme  des  puiflances  ; 
Texpc^nt  de  la  haute  puifTance  dé  l'inconnue  marque  le 
degré  de  Téquation.  Or  la  préparation  feule  ne  peut  pas 
donner  la  valeur  de  cette  inconnue ,  il  faut  quel'Analyfe 
fournifTe  d'autres  règles  pour  les  réfoudre  &  pour  les  cas 
fuivans. 

4^.  Quelquefois  la  préparation  fe  réduit  à  plufieurs  éga- 
litez où  fe  trouve  la  même  inconnue  élevée  à  des  degrez 
difFérens ,  &  en  ajoutant  enfcmble  ces  égalitez  ,  on  peut 
former  une  équation  dont  le  premier  membre  efl  encore 
une  puifTance  parfaite  d'un  binôme. 

Par  exemple,{î  le  Problême  propofé  fc  réduit  à  ces  deux 

équations  du  fécond  degré  x* 3  4  x  ==  b  y&c  aa  -+-  ax 

==  c.  j'ajoute  ces  deux  équations  j'ai  x* zax  -4-  aa 

bc.  dont  le  premier  membre  efl  une  i^^  puifTance  par- 


faite du  binôme  x  -t-  a. 

De  même  fi  le  Problême  propofe  fe  réduit  \  ces  deux 

équations  du  troifiéme  degré  ,  x'  -f-  ^a^  x  =  b^ ,  ££ 
3  4X*  -+-^'  ==3  cK  j'ajoute  ces  deux  équations  &:  j'ai 
x^  -f-  34X*  •+-  34*  X  H-  4^  c=^^  Hn  c^ ,  dont  le  pre- 
mier membre  eft  la  troifiéme  puiflance  parfaite  du  binô- 
mcf+j».  h  ij 


%i6  Analyse    générale^ 

Souvent  le  Problême  fe  réduit  à  deux  équations  qui  ont 
des  fraûions  comme  X* yz=sjf.  &x'  -H  jxj»* 

Pourôter  les  fraûions.  i©.  ]*élcve  la  première  égalité 
à  la  troifiéme  puiiTance^parce  que  le  dénominateur  3  de  la 
fraûion  du  dernier  terme  eft  i'expofant  de  la  troifiéme 

puiflance.  Ce  qui  donne  x*  — —  3X  y  -+-  3x*  y^^  — — ^* 

1^.  J'cleve  la  féconde  égalité  à  la  féconde  puillance  > 
parce  qu'il  faut  la  multiplier  par  le  dénominateur  l  de 
la  fraction  du  dernier  terme  qui  eft  Texpofant  de  la  fé- 
conde puiflance  ;  ce  qui  donne  x*  Hr  6x^y  -t-  9x^  y^ 
=  4  y^ 

Enfui  te  )e  retranche  le  premier  membre  de  la  première 
égalité  élevée  au  cube  du  premier  membre  de  la  féconde 
élevée  au  quarré  »  &  le  fécond  membre  de  la  première  du 
fécond  membre  de  la  féconde. 


2^c.    x^  -f-  6x^y  -H  9x*^*  ==^  ^f. 

Ce  qui  (e  fait  en  changeant  tous  les  (îgnes  dans  Içs  ter- 
mes de  la  première,  &  les  ajoutant  à  ceux  de  lafeconde^ce 
qui  donne. 

2^«.    X* -H  tfx*7* -H  9x*y  =    i  ^^. 


ton  -4-  5^xV  -H  ^^'/  H-.^'  =  if^  — 77/'- 
fommeeft  une  Equation  dont  le  premier  membre 


eft  la  féconde  puiffance  parfaite  de  3X*  7  -*-  ^ 

30.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  de  cette 
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dernière  Equation,  j*ai  3  xy"  -+-/  ==  •i^y—jTp»  à  la- 
quelle j'ajoute  l'Equation  AT  -f-  5  Ar^^==l^. 

La  fomme  donne  TEquation  x^  -f-  5  ^*/  *+"  5  ^7* 


/  ==3if -f-*^J^^  — ~/>  dont  le  premier  mem- 


bre cft  le  cube  parfait  du  binôme  x  -+-7.  donc  tirant  la 
racine  cubique  de  chaque  membre,  je  trouve  TEquation 

fimple  qui  en  eft  la  racine  x  -i-^ =•  jl^j^^.^^       ^  — 

&  le  Problême  cft  rcfolu. 

yo.  Quelquefois  la  préparation  réduit  un  Problême  à 
une  égalité  dont  le  premier  membre  ne  contient  pas  une 
puiflance  parfaite  d'un  binôme ,  mais  il  y  manque  quel- 

3ues  termes  qu'on  peut  ajouter ,  ou  fouftraire  de  part  8c 
'autre  pour  avoir  cette  puifTance  parfaite  dans  le  pre« 
mier  membre,  par  exemple.  Si  le  Problême  (e  réduit  à 

cette  feule  égalité  x  1  ax  ==  t  c  i  il  eft  évident  qu'i. 

faut  ajouter  de  part  &  d'autre  -H  aa  ,  ce  qui  donne  x 
—  zax  -f-  aa  ==  aa  -f-  i  c ,  alors  le  premier  membre 

cft  de  la  féconde  puiffance  parfaite  du  binôme  x a. 

£t  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  n^fcmbre ,  j'ai  x 
=KiiiH.rr  qui  donne  par  tranfpofition  x  = 

De  même  fi  j'ai  x  - —  ^h  x  -+-  5  ^  x  ==r  -,  fi  je 

mets ^  dans  les  deux  membres  ,  j'aurai  dans  le  pre- 
mier membre  la  troifiéme  puiffance  parfaite  de  x b. 

Ainfi  X  3  ^ AT  -*-  3  ^  X h  ==^ h  ,  donctî- 

rant  la  racine  cubique  de  chaque  membre ,  j'aurai  la  ra- 

cine  ou  l'Equation  fimple  x b  =  i^^i  «  6' ,  &    par 

tranfpofition  .V  ==  ^  -+-  t^TH!^*-  Souvent  on  trouve  deux 
égalitez'^qui  jointes  enfembie  donnent  une  Equation  ou 

h  iij 
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le  fccond  terme  eft  dccruic ,  &c. 

Voilà  Torigine  des  égaliccz  qu'on  nomme  les  Equa- 
tions ;  c'eft  ainfi  qu'elles  naiflcnt  de  la  préparation  des 
Problêmes  déterminez ,  dans  lefquels  il  n'y  a  qu'une  feule 
inconnue  principale  qu'on  n'a  pu  faire  évanouir. 

Troifiéme  cas.  Lorfqu'on  n'a  pu  former  d'abord  au- 
tant d'égalitez  que  d'inconnues  ,  le  Problême  fe  réduit  à 
une  ou  à  plufieurs  égalitez,  qui  renferment  deux  incon* 
nues  ou  trois  inconnues  qu'on  ne  peut  faire  évanouir , 
parce  qu'on  ne  peut  en  trouver  la  valeur  ;  en  ce  cas  le 
Problême  eft  indéterminé ,  il  a  une  infinité  de  folutions, 
&  l'Analyfe  fournit  d'autres  règles  pour  ce  fécond  genre 
de  Problêmes. 

Quatrième  cas.  Lorfqu'il  y  a  par  les  conditions  du  Pro- 
blême plus  de  rapports  connus  qu'il  n'y  a  de  grandeurs 
inconnues  ,  on  peut  former  plus  d'égalitez  qu'il  n'y  a 
d'inconnues ,  puifque  chaque  rapport  donne  une  égali- 
té ,  d'où  il  fuit  que  le  Problême  propofé  eft  plus  que 
déterminé ,  dans  ce  cas  il  y  a  des  règles  pour  éviter  les 
réfolutions  qui  font  impoffibles  ,  parce  qu'elles  renfer* 
ment  une  abfurdité  ,  ces  Problêmes  ont  un  nombre  li- 
mité de  (blutions. 

Ainfi  l'Analyfe  a  pour  objet  la  réfolution  des  Pro- 
blêmes qui  fe  réduifent  à  trois  genres,  qui  font ,  i^.  les 
Problêmes  déterminez,  qui  n'ont  qu'une  feule  inconnue, 
ils  ont  un  nombre  fini  de  réfolutions ,  ils  en  ont  préci- 
fément  autant  que  l'expofant  de  la  haute  puiftance  de 
l'inconnue  contient  d'unitez. 

Ces  Problêmes  contiennent  les  Equations  ,  il  y  en  a 
de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  &  leur  réfolution  confifte 
à  trouver  les  racines  de  ces  équations. 

1®.  Les  Problêmes  indéterminez  font  ceux  qui  ont 
plufieurs  inconnues  ,  ils  ont  une  infinité  de  folutions  à 
l'infini ,  ils  fe  réduifent  à  des  égalitez ,  qui  prennent  leur 
nom  de  la  multitude  de  leurs  inconnues ,  les  doubles 
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égalicez  font  celles  où  il  refte  deux  inconnues ,  les  triples 
égalicez  celles  où  il  refte  trois  inconnnës ,  &c. 

L'élégance  de  ces  Problêmes  confifte  à  éviter  les  frao* 
tiens  )  &  à  donner  des  folu tiens  à  l'infini  toujours  en  nom* 
bres  entiers ,  la  fii^^le  égalité  n'eft  point  un  Problême 
indéterminé^  c'eft  un  Problême  déterminé  du  premier 
degré  ou  un  Problême  (Impie. 

5*.  Les  Problêmes  plus  que  déterminez  font  ceux 
dans  lefquels  on  connoît  plus  de  rapports  que  d'incon- 
nues ,  le  nombre  de  leurs  folutions  eft  toujours  fini  Se 
limité. 

Voilà  l'objet  général  de  VA  naly fe,elle  donne  des  Régies 
pour  préparer  ces  Problêmes  &  pour  les  refondre  ,  elle 
y  applique  avec  art  les  Régies  du  calcul ,  Se  cet  art  font 
les  Méthodes  générales  qu'elle  prefcrit  pour  tous  ces  trois 
genres  de  Problèmes  ,  ainfi  TA  naly  fe  fuppofe  les  Régies 
du  calcul ,  il  faut  fe  les  rendre  très-familiéres  dans  la 
pratique ,  Se  far-tout  toutes  les  opérations  qui  concer- 
nent les  fraûions  ;  fans  ce  fecours  c'eft  perdre  le  tems 
que  de  vouloir  s'appliquer  à  l'Analyfe. 
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SECTION     PREMIE'RE. 

Dr  VAnalyfe  en  général  y  (jr  de  la  Réfolution  des  Problèmes 

déterminez^  du  premier  degré. 

L'Analyfe  qui  eft  le  fondement  Si  la  fource  de  toutes 
les  découvertes  qu'on  peut  faire  dans  les  Mathéma- 
uques ,  tire  fon  nom  d'un  mot  grec  qui  fignifie  réfolu-^ 
tion  y  elle  a  pour  objet  la  réfolution  de  tous  le$  Problê- 
mes ou  queftions  qu'on  peut  former  fur  les  grandeurs 
comparées  enfemblc  ;  cette  réfolution  fe  réduit  toujours 


12.0  Analyse   genehale, 

à  découvrir  une  ou  plufieurs  grandeurs  inconnues  , 
par  le  moïen  des  «grandeurs  connues  Se  des  rapports 
qu'elles  ont  avec  la  grandeur  ou  les  grandeurs  inconnues^ 
exprimez  par  les  conditions  du  Problême ,  ce  qui  fe  faic 
en  augmentant  ou  diminuant  ces  g||||deurs  fuivant  les 
règles  du  calcul  pour  parvenir  à  Tégalicé  qui  donne  enfîi» 
la  valeur  défîrée  de  l'inconnue. 

Il  y  a  entre  les  Problêmes  plufieurs  degrez  y  plufieurs 
genres ,  &  plufieurs  efpcces. 

Il  y  a  plufieurs  degrez  dans  les  Problêmes  comme  dans 
les  puifiances  y  les  Problêmes  du  premier  degré  font  ceux 
où  rinconnuë  n'efi;  point  multipliée  par  elle-même  ».  c'eflr 
un  Problême  fimple  ou  linéaire. 

Les  Problêmes  du  fécond  degré  font  ceux  où  Tin* 
connue  eft  multipliée  une  fois  par  elle-même,  6c  où  par 
conféquent  elle  Ce  trouve  élevée  au  fécond  degré. 

De  même  fi  Tinconnuë  ed:  élevée  au  tr oi fie nae  degré, 
le  Problème  eft  du  troifiéme  degré  ,  &c  ainfi  de  tous  les 
degrez  fupérieurs  ;  il  en  efl  de  même  des  Problêmes  corn- 
pofez  qui  ont  plufieurs  inconnues ,  la  haute  puiiTanceoà 
rinconnuë  efl:  élevée  efl:  le  degré  du  Problême. 

Il  y  a  deux  genres  de  Problêmes  ,  le  premier  genre 
contient  les  Problêmes  fimples  ^  ce  font  les  Problêmes 
où  il  n*y  a  qu'une  feule  inconnue ,  ou  bien  ceux  où  Tin- 
connue  n'a  qu'une  feule  valeur ,  ce  qui  ne  fe  trouve  que 
dans  les  Problêmes  du  premier  degré.  Les  Problêmes 
compofez  font  le  i^.  genre ,  ils  font  de  deux  fortes. 

I^.  Ce  (ont  ceux  qui  renferment  plufieurs  inconnues» 

z°.  Ce  font  ceux  qui ,  quoiqu'ils  n'ayent  qu'une  feule 
inconnue,  cependant  elle  fe  trouve  élevée  à  la  féconde 
ou  à  la  troifiéme  puifiance ,  ce  qui  fait  que  cette  incon- 
nue a  plufieurs  valeurs  différences ,  Se  précifément  au* 
tant  que  l'expofant  de  la  haute  puiffance  contient  d'uni- 
tez  Ainfi  cet  expofant  marque  le  nombre  des  racines  de 
l'Equation* 

II 


Livre    pilbmier.  iii 

Il  y  a  crois  cfpcccs  de  Problèmes  en  général. 

La  première  efpécc  contient  les  Problèmes  indéter- 
mincz ,  ce  font  ceux  qui  ont  plufîeurs  inconnues ,  &c  qui 
ic  réduifent  à  plufieurs  égalitez ,  &  par  confèquenc  ils 
•nt  une  infinité  de  folutions  ;  il  y  en  a  de  tous  les  de- 
grez  à  rinfini. 

La  féconde  efpcce  contient  les  Problèmes  déterminez, 
ce  font  ceux  qui  Ce  réduifent  a  une  feule  égalité  qui  ne 
contient  qu'une  feule  inconnue ,  laqilelle  peut  être  du 
premier  degré,  du  fécond,  dii  troifiéme ^  &c.  à  Tinfîni, 
ces  Problèmes  n'ont  qu'une  feule  réfolution  dans  le  pre« 
mier  degré ,  &  dans  les  degrez  fupérieurs  le  nombre  des 
réfolutions  eft  déterminé ,  il  eft  toujours  égal  ï  Texpo- 
iant  ide  la  puiffance  à  laquelle  l'inconmië  fe  trouve  éle- 
vée ,  pui(que  la  réfolution  confifte  à  trouver  les  racines 
ou  les  différenres  valeurs  de  Tînconnuë. 

La  croifiéme  efpéce  contient  les  Pr oblènAs  plus  que 
déterminez  ,  ce  font  les  Problèmes  dont  les  conditions 
donnent  plus  d'égalitez  qu'il  n'y  ad'incdhnuës  ;  de  forte 
qu'on  peut  choifir  entre  les  folutions  poffibles  celles  qui 
font  les  pl«s  commodes,  mais  il  faut  éviter  les  folutions 
fauffes  qui  renferment  une  contradiâion. 

Le  bac  8c  la  fin  de  toutes  les  règles  de  l'Analyfe  con- 
fîfte  ï  trouver  la  valeur]  de  l'inconnue  dans  un  Problème 
fimple ,  ce  qui  fe  nomme  faire  évanouir  l'inconnue,  car 
en  fubftituanc  la  valeur  trouvée  à  la' place  de  l'incon* 
nuë ,  elle  difparoit  &  s'évanouit. 

Dans  les  Problèmes  compofcz.  i^.  S'il  y  a  plufieurs 
inconnues  ,  il  s'agit  de  trouver  leurs  valeurs ,  &c  même 
foutes  leurs  valeurs  pofiibles  à  l'infini ,  fi  le  Problème  eft 
indéterminé  ,  car  en  ce  cas  il  a  une  infinité  de  folutions. 

iP.  S'il  n'y  a  qu'une  feule  inconnue  élevée  àdifFercns 
degrez,  comme  Ufe  trouve  dans  les  Equations,  il  s'agit 
de  ciouver  autant  de  valeurs  de  l'inconnue  quei'cxpo^ 
fantde  la  haute  puifiance  contient  d'unitez. 
Anéljfc.  i 


12.0  Analyse   gekehale^ 

à  découvrir  une  ou  plufieurs  grandeurs  inconnues  ^ 
par  le  moïen  des  ^grandeurs  connues  Se  des  rapports 
qu'elles  ont  avec  la  grandeur  ou  les  grandeurs  inconnues^ 
exprimez  par  les  conditions  du  Problême ,  ce  qui  fe  fait 
en  augmentant  ou  diminuant  ces  g||||deurs  fuivant  les 
règles  du  calcul  pour  parvenir  à  régalicé  qui  donne  enfior 
la  valeur  défîrée  de  l'inconnue. 

Il  y  a  entre  les  Problêmes  plufîeurs  degrez  ^  plufîeurs 
genres ,  &c  plufîeurs  efpcces. 

Il  y  a  plufîeurs  degrez  dans  les  Problêmes  comme  dan» 
les  puiffances ,  les  Problêmes  du  premier  degré  font  ceux 
où  rinconnuë  n'efl;  point  multipliée  par  elle-même ..  c'efl: 
un  Problême  fîmple  ou  linéaire. 

Les  Problêmes  du  fécond  degré  font  ceux  où  Tin- 
connue  eft  multioliée  une  fois  par  elle-même,  6c  où  par 
confcquent  elle  (c  trouve  élevée  au  fécond  degré. 

De  même  fî  Tinconnuë  efî:  élevée  au  troifîén^e  degré, 
le  Problême  eil:  du  troifîéme  degré  ,  6c  ainfî  de  tous  les 
degrez  fupérieurs  ;  il  en  efl  de  même  des  Problêmes  corn- 
pofez  qui  ont  plufîeurs  inconnues ,  la  haute  puifranceoù 
rinconnuë  eft  élevée  cft  le  degré  du  Problème. 

Il  y  a  deux  genres  de  Problêmes  ,  le  premier  genre 
contient  les  Problêmes  fîmples  ,  ce  font  les  Problêmes 
où  il  n*y  a  qu'une  feule  inconnue ,  ou  bien  ceux  où  Tin- 
connue  n'a  qu'une  feule  valeur ,  ce  qui  ne  fe  trouve  que 
dans  les  Problêmes  du  premier  degré.  Les  Problêmes 
compofez  font  le  i^.  genre  ^  ils  font  de  deux  fortes. 

1°.  Ce  (ont  ceux  qui  renferment  plufîeurs  inconnues. 

2^.  Ce  font  ceux  qui ,  quoiqu'ils  n'ayent  qu'une  feule 
inconnue ,  cependant  elle  fe  trouve  élevée  à  la  féconde 
ou  à  la  troifîéme  puifîance ,  ce  qui  fait  que  cette  incon- 
nue a  plufîeurs  valeurs  différences ,  8c  précifément  au- 
tant que  l'expofant  de  la  haute  puiffance  contient  d'uni- 
tez  Ainfî  cet  expofant  marque  le  nombre  des  racines  de 
l'Equation. 

Il 
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II  y  a  trois  cfpcccs  de  Problêmes  en  général. 

La  première  efpécc  contient  les  Problèmes  indéter- 
minez ,  ce  font  ceux  qui  ont  plufîeurs  inconnues ,  6c  qui 
iè  réduifent  à  plufîeurs  égalitez ,  &c  par  conféquent  ils 
•nt  «me  infinité  de  folutions  ;  il  y  en  a  de  tous  les  de- 
grez  à  rinfini. 

La  féconde  efpéce  contient  les  Problèmes  déterminez, 
ce  font  ceux  qui  fe  réduifent  ^  une  feule  égalité  qui  ne 
contient  qu'une  feule  inconnue ,  laquelle  peut  être  du 
premier  degré,  du  fécond,  dii  troifiéme ,  &c.  à  Tinfini, 
ces  Problêmes  n'ont  qu'une  feule  réfolution  dans  le  pre- 
mier degré ,  &  dans  les  degrez  fupérieurs  le  nombre  des 
réfblutions  eft  déterminé ,  il  eft  toujours  égal  ï  l'expo- 
fànt  de  la  puiffance  à  laquelle  Tinconmië  fe  trouve  éle- 
vée ,  puifque  la  réfolution  confiflie  à  trouver  les  racines 
ou  les  divérenres  valeurs  de  l'înconnuë. 

La  troifiéme  efpéce  concient  les  ProblênAs  plus  que 
déterminez  ,  ce  font  les  Problèmes  «dont  les  conditions 
donnent  plus  d'égalitez  qu'il  n'yad'incdhnuës;  de  forte 
qu'on  peut  choifir  entre  les  folutions  poffibles  celles  qui 
font  les  pltts  commodes,  mais  il  faut  éviter  les  folutions 
fauffes  qui  renferment  une  concradidion. 

Le  but  &  la  fin  de  toutes  les  règles  de  l'Analyfe  con- 
fifle  ï  trouver  la  valeur]  de  l'inconnue  dans  un  Problême 
fifflple,  ce  qui  fe  nomme  faire  évanouir  l'inconnue,  car 
en  fubftituant  la  valeur  trouvée  à  la' place  de  l'incon- 
nue ,  elle  difparoit  &  s'évanouit. 

Dans  les  Problêmes  compofcz.  i®.  S'il  y  a  plufîeurs 
inconnues ,  il  s'agit  de  trouver  leurs  valeurs ,  Se  même 
coûtes  leurs  valeurs  poflibles  à  l'infini ,  fi  le  Problême  eft 
Indéterminé  ,  car  en  ce  cas  il  a  une  infinité  de  folutions. 

tr®.  S'il  n'y  a  qu'une  feule  inconnue  élevée  àdifFcrens 
4egrez,  comme  il  fe  trouve  dans  les  Equations,  il  s'agit 
de  trouver  autant  de  valeurs  de  l'inconnue  que  l'expo^ 
fantde  la  haute  puiffance  contient  d' unirez. 
Anâlyfc.  i 
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Pour  réfoudre  un  Problème  d'Analyfe , il  faut,  i©. 
exprimer  par  les  lettres  de  TAlphabet  toutes  les  gran- 
deurs du  Problème,  x».  Former  des  cgalitez  fuivanties 
conditions  propofées.  3°.  Refoudre  ces  cgalitez  en  trou- 
vant la  valeur  de  Tinconnuë ,  s'il  n'y  en  a  qu'une ,  ou  des 
incminuës  s'il  y  en  a  plufîeurs. 

Dans  tout  Problême  d'Analyfe  ,  on  exprime  les  gran- 
deurs par  les  lettres  de  TAlphabet  ;  fçavoir ,  les  gran* 
deurs  connues  par  les  premières  lettres  a^h^Cyd^  icc. 
&  les  grandeurs  inconnues  par  les  dernières  lettres. 

Les  conditions  du  problême  font  les  rapports  donnez 
entre  les  grandeurs  connues  &  les  grandeurs  inconnues, 
ou  entre  les  feules  grandeurs  connues  ,  leur  expreifion  fe 
fait  par  les  mêmes  lettres  des  grandeurs  qu'ils  reprefen- 
tent. 

Les  égalitez  fe  font  ainfi,  pour  égaler  davccj^y  je  les 
joints  en(ipiblepar  le  fîgne  a  égalité  ==:,  ainfi  4==^, 
ce  (ont  deux  expreffions  égales  de  la  même  grandeiu:  fi 
a  vaut  z  y  j'ai  par  cette  égalité  z  =  z.  égaler  deux  gran- 
deur ,  c'eft  les  joindre  enfemble  par  le  figne  d'égalité  ==s. 

Toute  égalité  a  deux  membres  (eparez  par  le  figne  ==, 
je  nomme  le  premier  membre  celui  qui  eft  à  gauche  du 
iigne  ==s  c'eft  a ,  je  nomme  le  fécond  membre  celui  qui 
eft  à  droite ,  c'eft  t. 

Le  preinier  membre  &  le  fécond  peuvent  avoir  pki» 
fieurs  termes,dans  x^-— *4==a^  ,  le  premier  mcinbre 
contient  deux  termes  liez  enfemble  par  le  figne  — •  % 
fçavoir ,  une  inconnue  x  élevée  à  la  féconde  puifFance, 
&  la  grandeur  a.  II  peut  y  avoir  dans  ces  deux  membres 
des  termes  complexes  :  c'eft-à-dire  exprimez,  par  deux 
ou  plufieurs  lettres  &  des  termes  incomplexes  >  comme 

dans  XX  -h  a  x hc  ==  d.  Le  fécond  membre  contient 

ta  feule  lettre  d  qui  eft  un  terme  incomplexe  y  mais  le 
premier  membre  contient  crois  termes  complexes  expri« 
mez  chacun  par  deux  lettres. 


Livre     vrbmibr.  hj 

Je  nomme  en  général  une  égalité  les  deux  expreffionf 
d'une  même  grandeur  jointes  enfemble  par  le  ugne  =rsa 
qui  eft  le  figne  de  Tégalicé ,  foit  que  les  dcax  membres 
ioicnc connus  comme  46==  ^,ou  inconnus  comme  x  7, 
(bit  qu'il  y  aie  une  ou  plufieurs  inconnues  dans  le  premier 
membre  comme  x  -*-  4y==^by  ou  x  -+-  x,  — /  c==a^. 
De  quelque  manière  que  les  inconnues  foienc  exprimées, 
ou  par  addirion  x-^yyOxx  par  fouftraâion  x — :f  >par  mul- 
tiplication xjfy  ou  par  diviiîon  ^  ;  foie  enfin  que  les  incon^ 
nues  ibient  élevées  à  différentes  puifTances  x*    •  -^  ' 


ou  (bit  que  les  inconnues  foient  une  racine  d'une  puiiî 

fânce  ^uelconque/^  comme  >^^  -f-  •JJT j  x,*  =3  L 

Mais  je  nomme  une  Equation  ^  une  égalité  dans  la-, 
quelle  il  n'y  a  qu'une  feule  inconnue  ou  linéaire  comn^e 
X  ==  4  y  ou  élevée  à  la  féconde  puiifance  comme  x  ^  ==:  b^ 
&  X*  -f-  4  x==:  ^,  OU  élevée  à  la  troifiéme  puifFance 
dans  le  premier  terme  ^  &  à  toutes  (es  puifTances  infé^ 
rieures  dans  les  autres  termes  moiens  comme  x'  •+-  a  x^ 
r — b  xs=3=sr«  Enfin  une  Equation  eft  une  égalité  dont  la 
haute  pui^Tance  de  l'inconnue  eft  élevée  à  un  degré  quel* 
conmie,.  tandis  que  la  même  inconnue  unique  eft  éle* 
vée  dans  les  autres  termes  moïens  à  des  puiflances  infé- 
rieures ,  ainfl  régalité  eft  le  genre ,  &  l'Equation  eft 
l'eipéce  (  il  y  a  des  égalitez  qui  ne  font  point  des  £• 
quations ,  telles  font  les  égalitez  doubles  qui  (ont  celles 
qui  ont  deux  inconnues ,  les  égalitez  triples  qui  ont  trois 
inconnues  ,  les  égalitez  quad|:uples  qui  ont  quatre  in« 
connues,  &c. 

Mais  toute  Equation  eft  une  égalité  (impie ,  &  il  y 
en  a  d'une  infinité  de  degrcz ,  puifqu^on  peut  élever  une 
inconnue  à  tous  les  degrcz  ou  puiffances  \  l'infini. 

Si  une  Equation  contient  le  zéro  feul  dans  le  fécond 
membre  ,  cela  fe  nomme  une  Equdtiên  égalée  à  zéro, 
comme  x*-+-  ax  -^^^b  ==  o,  ou  x*  -+-  j  x  --^  x8 
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2=  o ,  qui  eft  une  Equation  dt^fecond  degré  ^  puifquerin- 
connuë  x  eft  élevée  à  la  féconde  puiââtice ,  &  la  même 
ÎBConnuë  x  eft  linéaire  ,  ou  au  premier  degré  dans  le 
fécond  terme  a  x  que  je  nomme  le  terme  moyen  -,  de  même 
}e  nomme  tous  les  termes  où  l'inconnue  x  fe  trouve  dans 
différens  dcgrez  multipliée  par  des  nombres  ou  par  de? 
lettres  connues ,  les  termes  moïens  de  l'Equation. 

Les  extrêmes  font  le  premier  terme  de  TËquation  2c 
le  dernier  terme. 

Le  premier  terme  d'une  Equation  contient  la  plus 
haute  puiftance  de  l'inconnue ,  il  eft  par  conféquent  en- 
tièrement inconnu. 

Les  termes  moïens  font  auflî  entièrement  inconnus^ 
parce  qu'ils  font  exprimez  par  différens  degrez  de  la 
lettre  inconnue  multipliée  par  un  nombre  ou  par  une 
lettre  connue. 

Le  dernier  terme  eft  entièrement  connu  ^  il  contient 
un  nombre  ou  une  lettre  connue  ou  plufîeurSé 

Je  le  nomme  Thomogéne  de  comparaifon  après  Viette^ 
car  c'eft  à  ce  terme  qu'il  faut  comparer  tous  les  autres 
(  quoiqu'ils  foiënt  tous  homogènes  )  pour  avoir  la  réfô- 
lution  de  l'Equation ,  puifque  ce  dernier  terme  contient 
le  produit  de  toutes  les  racines  de  l'Equation. 

Jies  Problèmes  Jîmptes  ou  des  égalitez  Jim  fie  s  qui  ncnf 
qu'une  inconnue ^(îr  des  Equations  fimfles  ou  du  premier 
degré ,  leur  formation  &  leur  réfolut ion. 

L^  Problèmes  fimples  font  ceux  qui  fe  réduifent  à 
une  feule  inconnue. 

Les  égalitez  fimples  fon  ceffcs  qui  n*bnt  qu'une  fcufe 
inconnue ,  dont  on  cherche  la  valeur. 

\.t%  Equations  pures  &  fimples  ne  font  que  des  cga- 
litez  fimples  ^  ainfi  elles  (ë  réfoudent  de  la^même  ma« 
fiiére  par  des-  fimples  opérations  da  calcul  que  nous  ex^ 
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pUqoerons  ici  en  détail  4^ns  les  dififérens  cas  pofEbles 
en  faveur  des  commençans ,  parce  que  ces  mêmes  ope* 
rations  font  les  préparations  néceflaires  pour  réfoudre 
ks  Equations  compofees  ou  des  degrez  fupérieurs. 

PROBLE'ME   I. 

Réfolu  par  tranfpoiition  &  fubflitution. 

Trouver  »n  nombre  inconnu  x  ,  ijui  étant  augmenté  d^tmt 
grandeur  connue  a  yfoit  égala  b  nombre  connu. 


lo.  Par  les  conditions  du  Problème,  j'ai  x  -4-  4^s=ih^ 
Voilà  une  Equation  pure  te  fimple  qui  me  donne  un 
rapport ,  z^.  par  tranfpoiition  )e  tais  pafler  la  grandeur 
-t-  ^  du  premier  membre  dans  le  fécond  en  lui  donnant 
On  figne  contraire  •—  a ,  j'ai  x  s=:  b  —  s.  3  o.  Puifque 
dicb  font  des  nombres  connus  par  hypothéfe  ^  en  fubfti-^ 
tuant  leurs  valeurs  dans  cette  Equation ,  par  exemple^foic 
4=3^&^a=mo>ceqiiidonnexs=:fb->^ — é.4<>;  Abré- 
geant par  fouftraâion  les  termes  du  fécond  membre,  j'as 
jo  — ^  6  »»4>  donc  x==  4 ,  ce  qu-il  falloittrouvei^r 

PROB  LFME    IL 
Réfolu  par  tranfpofition  &  (ûbftitutioinr. 
Trourver  un  nombre  x  ^ui  étant  ajouté  a  37  ,.  égale  Jt. 

1^.  Par  les  conditions  dù  Problêfne,  j'ai-v  -*-*  37ï==;7r,! 
Yoilà  TEquation  formée  qui  me  donne  le  rapport  défiré, 
a^.  Par  tranfpofition  je  fais  pafler  -+-  37  dans  le  fécond 
membre ,  en  l'effaçant  dans  le  premier  membre ,  &  Té* 
crivant  dans  le  fécond  membre  avec  le  figne  contraire 
37,  ce  qui  donne  x  =  71  —  37,  or  71  —  J7 
34^  d'où  ^e  conclus  q^e  x  ssss  ^4^  c'eft  la  valeur  dé* 
firce^ 


•  •  • 
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P  R  O  B  L  F^M  E    1 1 1. 
Par  divifîon  &  par  tranfpofîcion* 

Trouver  un  nombre  inconnu  x  qui  étant  multiplié  par  une 
grandeur  inconnue  a  ^foit  égal  au  nombre  donné  h. 

1°.  J'ai  par  les  conditions  du  Problème  Aix^oM  a  x 
s=2a=  b.  %^.  Soie  4c==  tf,^==:4^ ,  iubftituanc  dans4  at  =>=  b^ 
les  valeurs  de  4  &  de  ^,  j'ai^  xx  ==  41.  z^.  Tranfpo* 
fant  &  divifant  tout  par  tf ,  j'ai  x  ==  y'>  ^^  divifant  4^ 
par  6 ,  le  quotient  eft  7 ,  ce  qui  donne  x  ===  7 ,  ce  qu'il 
falloit  trouver. 

PROBLE'ME    IV. 

Rcfolu  par  multiplication. 

Trouver  un  nombre  inconuu  x  qui  étant  ^divifé  par  un 
membre  connu  a ,  foit  égal  k  un  nombre  connu  b. 

10.  Par  les  conditions  du  Problême ,  ^  =3^. 

%^.  Je  multiplie  tout  par  a  ,  ce  qui  donne  x  =ss  ab, 
&  le  Problème  eft  réfblu  ,  car  puifque  a  èc  b  (ont  des 
nombres  connus ,  foit  a=:  6.yb  ==7 ,  j'ai  par  fubftitu- 
cion  dans  la  dernière  Equation  x  ==s  6x7  es  4x ,  donc 
xs=s  41 ,  doncauffi  la  fubftitution  donne  dans  la  pre- 
mière Equation  ^  =>  7  >  ou  ^  =3  7,  or  puifque  di  vifahc 

41  par  6  y  le  quotient  eft  7  ,  donc  42  ==  tf  x  7 ,  donc  ;^ 
Sr=s  42.^çe  qu'il  falloit  trouver^ 

PROBLEME     V. 
Par  diviûon. 

Trouver  un  nombre  quarré  inconnu  xx^  qui  foit  égal  a  U 
racine  x  multipliée  par  un  nombre  connu  a. 

xo*  Par  les  conditions  du  Problème  j'ai  cette  Equation 
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x^t==iax.z^.  Divifant  tout  par  x , j*ai x  =  4 , pui(que 
4  eft  un  nombre  connu,  foie  a  =s  tf  ,î'aix=  6  ^  6c  x 
s=s:j6^  ce  qu'il  falloir  rrouver. 

PROBLEME    VL 

Par  l'exrraâion  de  la  racine. 

TrâMver  un  nombre  qudrré  inconnu  x  x  qui  f oit  égal  à  un 
froduii  du  nombre  connu  a  multiplié  far  un  autre  nom^ 
bre  connu  h. 

10.  Par  les  conditions  du  Problême ,  faix*  ^=^ab. 
Cette  prtmiére  Equation  me  donne  le  rapport  connu  ^ 
1®.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre ,  ce  qui 
donne  x  ==  i^y-  3  °-  Puifque  a  6lB  font  des  nombres 
connus  , foit  as=±zy  ^k==^^  ,  je  fubftituë  leurs  valeurs 
après  avoir  multiplié  7x5  s=  3  5  ,  ce  qui  donne  x  ^ 
==  3  y,  &  tirant  la  racine  quarrée ,  j'ai  x  5=k77. 
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tour  rifoudn  les  égalité z»  qui  n^ont  qu'une  feule  inconnuif 
linéaire  &  les  Equations  du  premier  degré. 

Leur  réfolution  confifte  à  f^iire  évanouir  Tinconnuë , 
eo  la  meaant  feule  dans  le  premief  membre  ,  &  les 
autres  grandeurs  toutes  connues  dans  le  fécond  membre,^ 
ce  qui  donne  la  valeur  de  l'inconnue. 

Pour  y  patvenir ,  il  faut ,  \^.  par  tranfpofition  faire 
pafler  les  grandeurs  connues  dans  le  fécond  membre  ;  & 
fi  rinconnuë  affeûe  quelque  grandeur  connue  ^  il  faut 
U  dégager  comme  dans  les  exemples  précédens  ,  par 
Taddition  ,  ou  par  fouftraûion  ,  ou  par  multiplication  3 
ou  par  divifion  ,  ou  par  extraé^ion  de  la  racine  félon 
la  manière  dont  Tinconnuë  qu'on  veut  dégager  eft  affec- 
tée par  des  grandeurs  connues. 
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PROBLEME     VIL 

Trais  grandeurs  étant  connues ,  a ,  b ,  c ,  trouver  une  qùa* 
triéme  grandeur  x  ,  qui  ait  même  rapport  a  la  troi^ 
fiéme  c ,  que  la  féconde  b  a  la  première  a. 

lo.  Le  rapport  de  la  féconde  grandeur  connue  h  à 
la  première  a  ,  eft  connu  ,  puifqu'il  fuffit  pour  avoir  ce 
rapport  d'en  faire  une  fraâion ,  dont  la  première  a  foit 

l'ancécédent ,  &  la  féconde  b  le  conféquent  ,  comme  ^ 

c*cft  proprement  divifcr  la  première  par  la  féconde ,  &c 
comme  ces  deux  grandeurs  font  connues  ,  leur  quotient 

^  eft  connu  auflS. 

b 

%^s  Le  rapport  de  l'inconnue  at  à  la  troifieme  grandeur 
reft  le  quotient  ou  la  fradion  -  qui  eft  connue  en  partie^ 

puifqu'on  fçait  par  les  conditions  du  Problême  que  - 

;=  7  \  mais  comme  c  eft  inconnue  &>;  eft  inconnuë^cc  rap^ 

port-  eft  en  partie  connu, &  en  partie  inconnu. 

jo.  Par  les  conditions  du  Problème,  j*ai  cette  équa* 

tîon7=-  qui  renferme  toutes  les  grandeurs  connues  5e 

Pinconnuë  avec  leurs  rapports,  dans  laquelle  il  faut  dter 
les  fra£^ions  par  la  multiplication  comme  il  fuit. 

4^.  Je  multiplie  les  deux  membres  par  b ,  ce  qui  (c  fait 
en  l'effaçant  Amplement  dans  le  premier  membre  ,  âc 
multipliant  par  h  le  feul  numérateur  du  fécond  -mem- 

cb 

bre,  ce  qui  donne  i?  =:  — ,  voilà  la  première  fra^ion  dé- 
truite. 
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y^.  Pour  ôtcr  la  féconde  fra£lion  ,  je  multiplie  dans 
cette  dernière  équation  les  deux  membres  par  x ,  ce  qui 
donne  ax=Lbc  ^  voilà  une  équation  préparée  &  fans 
fraâion. 

6^.  Pour  la  réfoudre ,  je  divife  tout  par  a ,  ce  qui  donne 

X  =  —  ,  &  le  Problême  eft  réfolu  ,  puifque  dans  cette 

équation  le  fécond  membre  ne  contient  que  des  gran* 
deurs  connues  fans  aucune  inconnue. 

Réfolution  en  nombres,  fi  on  fubftituc  en  la  place  des 
lettres  connues  leurs  valeurs  en  nombres ,  on  aura  un 
quotient.  Exemple.  Soit  4  =  y,^=j,  r=iy,  la  fub- 

ftitution   donne  -7  =  —  =  —  =:  9 ,  donc  x  ^î  ,  ou 
Remarques  importantes  (^fondamentales. 

he 

1^.  L'équation  atss  — eft  une  formule  ou  une  règle 

abrégée  qui  prefcrit  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  une 
quatrième  grandeur  proportionelle  à  trois  grandeurs 
données  ;  ceft  le  fondement  de  la  règle  de  trois  ou  de 
proportion. 

1°.  L'équation  préparée  axz=:bc  ,  démontre  que  le 
produit  des  termes  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  ter- 
mes moïens ,  c'eft  un  Théorème  fondamental  de  la  pro- 
portion géométrique. 

3.  On  peut  trouver  de  même  une  infinité  de  Thèo« 
rêmes  &:  de  Problèmes  fur  la  proportion  &  fur  la  pro* 
greflion  géométrique  U  fur  les  autres  proportions, 
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PROBLEME     VIII. 

Trouver  U  femme  (tune  progrejfion  géométrique  continué 
dr  décroisante  à  C infini  8.  4.  2.  i .  î  .  i .  j .  &Cn  o.  dont 
le  premier  terme  ejt%^&  le  dernier  eJlz.éro. 

Soie  en  général  la  fommc  inconnue  =  x.  (bit  le  pre- 
mier terme  =:  4  =  8  ,  le  fécond  terme  =:  ^  =  4. 

1°.  La  fomme  cherchée  =  at. 

Le  premier  terme  ^  z=i  8  e(l  feulement  antécédent. 

Le  dernier  terme  zéro  n'eft  feulement  que  conféquent^ 
mais  tous  les  termes  moïens  compris  entre  ces  deux  ex- 
trêmes font  antécédens  &  conféquens  tout  enfemble. 

Donc  la  fomme  de  tous  les  antécédens  eft  x o  , 

ou  fimplement  x  ;  mais  la  fomme  des^  conféquens  eft  x 
-H  o 4  ,  ou  (împlement  x a. 

x^.  Puifque  tous  les  termes  font  en  proportion  géo- 
métrique 3  donc  tous  leurs  rapports  font  égaux ,  ce  qui 
donne  cette  analogie  x  :  x  « —  aw  a  i  h  ^  c*eft-à-dirc  la 
fomme  x  de  tous  les  antécédens  eft  à  la  fomme  x  de  tous 
les  termes  moins  le  premier  a  ^  comme  le  premier  a  eft 
au  fécond  h. 

Ce  qu'on  peut  aufli  exprimer  par  cette  égalité 

X         -• 

5°,  Puifque  par  le  Problème  précédent  le  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  produit  àçs  termes  moïens ,  cette 

multiplication  donne  xxb.  tca  x aa.  d*où  je  tire  Téga- 

lité  b  X  =  4  X aa. 

40.  Par  tranfpofition  je  fais  paffcr a  a  du  (ècond 

membre  dans  le  premier ,  &  ^  x  du  premier  membre  dans 
le  fécond  en  changeant  leurs  figncs  ,  &  j'ai  aa:==ax 
^ — bx^  ou  bien  par  arrangement  pour  avoir  Tincon- 

nue  pofitivedans  le  premier  membre ,  j'écris  ax bx 

aa. 
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y^.  Pour  dégager  l'inconnue ,  je  divifc  les  deux;nem- 

bres  par  4 i  qui  afieâe  l'inconnue ,  ce  qui  fe  fait  en 

meccanc  x  feul  dans  le  premier  meftbre  ,  &:  diviiknt  le 

fécond  membre  par  4,  ce  qui  donne  x        ** 

Voilà  la  valeur  de  la  fomme  cherchée  x. 

Car  Subfti tuant  en  la  place  des  lecrrcs  connues  leurs 

valeurs  en  nombres  ,j*ai  —,==.—  ==— ==  itf. 


Donc  la  fomme  défîrée  x  ==  1 6.  ce  qu'il  falloir  trouver. 

PROBLEME    IX. 

Trêtpucr  mn  quatrième  nombre  quifçit  en  fropçrthn  Arith- 
métique 41V ec  trois  nombres  donnez,. 

Ou  bien,  crois  nombres  étant  donnez  fj^.  trouver  un 
quatrième  x  dont  l'excès  fur  le  troifîeme  c  ,  (bit  égal  à 
l'excès  du  (econd  b  fur  le  premier  a. 

i^.  Par  les  conditions  du  Problême ,  j'ai  cette  égalité 

X c  ==  b A ,  donc  tranfpofant c  dans  le  fécond 

membre  avec  un  figne  contraire  -4--  c ,  j'ai  x  ==s  b  -i-  ç 
—  éf ,  &  le  problême  eft  réfolu. 

2».  Subftitiiant  en  la  place  des  lettres  connues  leurs  va- 
leurs, foitii=  5.  ^1=5. r==  13,  j'ai  x==5  y  H-  15 

5  ==:  I  y  ,  donc  x  ==  i  j  ,  c'eft  le  quatrième  nombre 

défiré  en  proportion  Arithmétique. 

Remarque  importante. 

Si  je  change  par  tranfpofition  l'égalité  x 


4  en  la  fui  van  te  x  •*-  a  =  b  H-  c ,  dans  laquelle  les 
termes  extrêmes  font  dans  le  premier  membre  &:  les 
moïens  dans  le  fécond  membre  ,  j'aurai  la  démonftra-» 
cion  de  ce  Théorème  important ,  que  la  fomme  des  ex« 
trêmes  dans  la  proportion  Arithmétique  ^  eft  toujours 
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égale  à  la  fomme  des    termes  moïens. 

On  pourra  découvrir  Se  démontrer  de  la  même  ma- 
nière tous  les  Théorèmes  &  les  Problèmes  de  la  pro- 
portion ,  ôc  de  laprogrefTion  Arithmétique. 

REGLE 

Tûur  les  Egalitez.  Jimples  qui  ont  deux  inconnues  avec 

flujieurs  folutions. 

PROBLEME    X. 

Soient  deux  nombres  connus  aScb,  trouver  un  troi- 
sième nombre  inconnu  x  ,  avec  cette  condition ,  qu'en 
multipliant  par  ce  troifîéme  noipbre  reftant ,  chaque 
fomme  de  deux  de  ces  nombres  pris  à  difcrétion  ,  on 
ait  trois  produits  qui  foient  en  progreflion  Arithmé- 
tique. * 

1°.  Suivant  les  conditions  du  Problème,  j'ai  a-^-  bnx, 
c'cft  le  premier  produit  que  j'écris  à  part  en  A. 

h  .  .  a  -+-  bx  X  ^  ou  .  .  ax  -f-  b  x.  premier  produit. 
B   .  -4  -+-  AT  X  ^  j  ou  .  .  a  b  -4-  b  x.  fécond  produit. 
C  .  •  ^  -+-  XX 4^ ou  .  .  a  b  -4-  ax.  troifîéme  produit. 

xo.  J'ai  4  -t-  X,  &  je  multiplie  leur  fomme  par  ^,  j*ai 
le  fécond  produit  a  b  -h  b  x  que  j'écris  auffi  à  parc 
vers  B. 

30.  J'ai  b  H-  X ,  je  multiplie  leur  fomme  par  4  ,  j'ai  le 
troifîéme  produit  a  b  -+-  4  x  que  j'écris  encore  à  part 
vers  C. 

4®.  Par  les  conditions  du  Problême  ces  trois  produits 
doivent  être  en  proportion  Arithmétique,  c'eft-à-dirc  , 
que  l'excès  du  premier  fur  le  fécond  ,  doit  être  égal  à 
l'excès  du  fécond  fur  le  troifîéme ,  ou  ce  qui  revient  au 
même  la  différence  du  premier  au  fécond  ,  doit  être 
égal  à  la  difFçrence  du  fécond  au  troifîéme. 
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y°.  Pour  accomplir  cette  condition ,  je  compare  en- 
femble  ces  produits  deux  à  deux  ,  dont  je  forme  tinc 

équation  ,  ce  qui  donne  ax  —H  hx ab^==^A  b  -+-  bx 

a  b ax  ,  dans  laquelle  le  fécond  produit  eftdanîj 

les  deux  membres  avec  des  fignes  contraires  &  par  tranf- 

pofition ,  mais  le  troifîcme  produit  a  le  figne ,  parce 

qu*il  eft  dans  le  fécond  membre. 

6^.  Je  prépare  cette  équation  en  faifant  pafler  par 
tranfpofition  dans  le  premier  membre  toutes  \ts  gran- 
deurs où  rinconnuë  le  rencontre  ,  &  je  fais  paffer  les 
autres  grandeurs  connues  du  premier  membre  dans  le  fé- 
cond ^  en  leur  donnant  des  fignes  contraires^  ce  qui  donné 
a  X  -4-  b  X b  x  • b  x  -+-  a  x  =  4  b '  a  b  -+-  4  b. 

J'abrège  cette  expreflion  en  effaçant  les  grandeurs  qui 
fe  trouvent  avec  des  fienes  contraires  dans  le  même 
nombre  ^  &  ajoutant  enfemble  celles  qui  ont  le  même 

figne  ,  ce  qui  donne  l'équation  abrégée  ^  z  ax b  x 

^=ab» 

7^.  Je  divife  les  deux  membres  de  cette  dernière  c- 
quation  par  ^^  — ^  qui  affccle  Tinconnuê  x  que  je  veux 

dégager  ,  ce  qui  donne  x  == -1 —  &Ie  problême  eft  rc- 

fblu^maisil  neTeftpas  pleinement,  car  on  peut  encore 
combiner  enfemble  ces  trois  produits  ,  &  les  arranger 
enfemble  de  deux  manières  qui  donneront  encore  deux 
autres  valeurs  de  x. 

8°^La  première  manière  en  prenant  en  A  le  premier 
produit  avec  les  fignes  -H ,  &  le  troifiéme  produit  vers 

C  avec  les  fignes pour  en  faire  le  prenûcr  membre 

d'une  équation,  &  pour  le  fécond  membre  de  cette  é- 
quation  fui  vante  le  troifiéme  produit  C  avec  les  fignes 
—H,  avec  le  fécond  produit  6  avec  les  fignes — -comme 
il  fuit. 

A.  C.  C  B 

k  iij 
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qui  donne  par  tranfpoficion  4x -H  ^x— -/i^— —  4Ar 

HH  b  X  =  a  h  -+-  a  h ab.&c  abrégeant  cette  exprcf- 

fion;  l'aile  AT 4Ar==4^,  divifant  cette  égalité  par 

^tmt  qui  affeûe  l'inconnue  a-  pour    la  dégager  ,  j'ai 


nh 


qui  cft  une  féconde  valeur  de  at. 


9^.  La  féconde  manière  de  combiner  ces  produits 
confifte  à  former  une  équation, dont  le  premier  mem- 
bre contienne  le  fécond  produit  B  avec  les  figncs  H-  avec 

le  premier  produit  A  &  les  fignes donc  le  fécond 

membre  contienne  le  premier  produit  A  avec  les  (ignés 
H- 1  &  le  croifîéme  produit  C  avec  les  fignes-—- comme 
il  fuit 

B«  A*  A.  C, 

ah'+'tx  Ht-4;c  — 4  ^==4x  Hh- ^AT ah^-^^ax. 

Je  fais  paffer  par  tranfpofition  tous  les  termes  où  efl: 
rinconnuë  a-  ,  du  fécond  membre  dans  le  premier  ;  &  les 
autres  termes  où  Tincomiuë  ne  (e  trouve  pas  du  premier 
membre  dans  le  fécond  en  changeant  leurs  fignes  ,  ce 
qui  donne  ^  X ax ^x— 4x ix--irax 

J'abrège  cette  expreflion  par  l'addition  des  grandeurs 
femblables  qui,  ont  le  même  figne ,  &  par  la  fi^uftraûioa 
4e  celles  qui  ont  des  fignes  différens ,  ce  qui  donne 

4  X 1 X = 14^,  comme  toutes  ces  grandeurs 

(dBt  négatives  je  les  rends  pofitives  par  cranfpofîtion  , 
jskmfi  ta  bzssssax '^i-^  tx. 

:  Pour  dégager  l'inconnue  x  qui  eft  afiFeûée;  c'eft-à-dire, 
multipliée  par  4  -+-  ^^jedivifc  les  deux  membres  par  l+l* 
ce  qui  fe  fait  en  divifant  le  premier  membre  par  cette 
grandelir  ,  &:  mettant  x  feul  dans  le  fécond  membre  ainii 

— v^===:x  &  par  arrangement  x===— -^  c'eftlatroî« 

fiéme  valeur  de  x. 

D'où  il  fuie  que  dans  ce  problème  il  y  a  crois  fohi* 
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cions  9  puisqu'il  y  a  crois  valeurs  de  x  qui  facisfonc ,  & 
qui  facisfonc  feules  aux  conditions  propofées  ^  car  on  ne 
peut  pas  former  d'autres  équations  pour  avoir  d'autres 
valeurs  de  x  dont  il  y  a  crois  valeurs  de  x,  &  par  con» 
féquenc  pas  davantage. 

Réfoluthn  en  nombre. 

Soie  é  ssss  5.   3  =£=  h.  fubftituant  ces  valeurs  à  la  place 
de  CCS  lettres  dans  la  première  valeur  x  =s=s  — —  ,  j'ai 

10—5  7  7* 

Dans  la  féconde  valeur  x  == >  j'ai  x  :5==:  JLULL 

Et  dans  la  troifîéme  valeur  x  == r  i  j*ai  x 

Or  ces  ''crois  nombres  crouvez  x  7 ,  1  y  ,  j  4.  fa- 
tisfoûc  cous  égaleroenc  aux  conditions  propofées  dans 
le  Problême ,  &  ils  facisfonc  feuls  ,  parce  qu'il  eft  im* 
poffiblc  d'en  trouver  d'aucres  qui  puiuenc  facisfaire  à  cts 
mêmes  caiMlicions. 

Dimonfttâtiên. 

\^.  Je  dis  qiie  le  nombre  encier  15  (àcisfait  aux  con«» 
dicioQs  propofées ,  car  prenanc  fucccifivemenc  deux  de 

ces  trois  nombres ^'j*,^ ,  comme  on  voudra  ,  en  multi- 
pliant la  fomme  des  deux  par  le  troificmc ,  j'aurai  croîs 
produits  qui  feront  en  ptogreffion  Arithmétique. 
Car  3  -4-  j  =  8 ,  or  8  X  I  y  ==:  1 10.  premier  produit* 
De  même  3  -i-  i  y  ==  1 8,or  1 8 xy  ==s  90. fécond  prod* 
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Pareillement  y -H  i  y=io,  or  20x3  =  60.  jo'^prod. 

Or  ces  trois  produits  iio,  90,  60,  font  en  propor- 
tion Arithmétique ,  puifque  Vexés  du  premier  fur  le  fé- 
cond eft  30 ,  &  l'excès  du  fécond  fur  Je  troifiémeeft  en- 
core 30. puifque  iio 90=  3o,&  90 60==  30, 

or  30  ==  30 ,  ce  qu'il  falloir  trouver. 

lO.Le  nombre  z  jfatisfait  auffi ,  car  en  prenant  fuc- 
ceflivement  deux  à  deux  les  trois  nombres  y ,  3  ,  &  z  7 
edrrime  on  voudra  &c  multipliant  la  fomme  de  deux  de 
ces  nombres  par  le  trpifîéme  reftant  ,  on  aura  les  trois 

produits  — ,  -^,  — '^  qui  font  encore  en  progrefiion 

77^7 

Arithmétique ,  puifque  l'excès  ou  la  différence  éft  tou- 
jours de  30;  t  _ 

^  3^.HLe  nombre  3^fatisfait  encore,  car  prenant  deux 
à  deux  les  trois  nombres  y  ,  3  ,  &  3  ^ ,  comme  on  voudra, 
de  multipliant  leur  fomme  par  le  troifiéme  reftant  ,  on 

aura  les  trois  produits  -^ ,  — ,  —  ,  qui  lont  encore  en 

proportion  Arithmétique  ,  puifque  leur  excès  ou  leur 
dinérehce  eft  toujours  I  y. 

^^  Riepiarque.  La  réfolutionla  plus  élégante  eft  celle  des 
nombres  entiers  3.  y.  ly.  celle  des  fraâions  eft  moins 
parfaite.  Mais  on  peut  avoir  une  infinité  d'autres  nom^ 
bres  entiers  que  ces  trois  premiers  ,*^qui  donneront  une  in- 
finité de  folutions  ou  valeurs  de  x ,  car  fi  je  fuppofe  a 
t=  6^  y  Se  6  ==  140 ,  fubftituant  ces  nombres  à  la  place 
des  lettres  dans  les  trois  égalitez  ci-defTus  j'aurai  trois 
autres  valeurs  de  x  s  fçavoir ,  60 ,  loy  ,  410  :  mais  pour 
avoir  la  fuite  infinie  de  tous  les  nombres  qui  peuvent 
dbhner  différentes  valeurs  de  x  à  l'infini,  c'eft  unenou* 
Vcllc  condition  ajoutée  ï  ce  Problême  qui  en  change  la 
nature  8c  le  rend  indéterminé ,  au  lieu  que  les  condi* 
tions  précédentes  le  rendoiçnt  déteripine  ';  dans  ce  cas 
il  faut  fc  fervir  des  règles  particulières  aux  Problêmes 

indéterminez 
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iodécccmiûcz  qui  feront  eiipliquées  dans  U  fuice« 

PROBLEME     XL 

TrêMvcf  deux  grandeurs  inconnuis  dont  en  ccnnoU  U 

fomme  dr  U  différence. 

i^.  Je  nomme  ces  deux  grandeurs  y  fçavoir  la  plus 
grandes  &  la  petite/. 

Soit  leur  fomme  ==4,  &  leur  diiFérence==:^. 

Donc  j'ai  deux  rapports  connus  par  les  conditions  da 
problème  ^  le  premier  rapport  connu  eft ,  que  leur  fom» 
me  =s  4  ^  ce  qui  donne  la  première  équation  x  -^  J 


4. 


Le  fécond  rapport  connu,  efl:  que  leur  différence  =3^» 
ce  qui  donne  la  féconde  équation  x j  =s=s  b. 

Le  problème  eft  déterminé  ,  puifque  j'ai  autant  d'é- 
quations que  d'inconnues. 

Le  Réfolution  confifte  à  trouver  la  valeur  de  chacune 
de  ces  deux  inconnues  x  tcy^  ce  qui  fe  fait  en  dégageant 
d'abord  x ,  enforte  qu'elle  demeure  feule  dans  le  premier 
membre  d'une  équation ,  &  que  le  fécond  membre  ne 
contienne  que  des  valeurs  inconnues  y  qui  feront  la  va- 
leur de  X. 

De  même ,  il  faut  dans  une  autre  équation  mettre  / 
feule  dans  le  premier  membre  >  5£  que  le  fécond  meni« 
bre  ne  contienne  que  des  valeurs  connues  qui  feront  U 
valeur  de  jr  comme  il  fuit. 

^o.  Dans  la  première  équation  x  --{^y  »  4 ,  j'ai  par 
tranfpofîtionx«»4  — jf ,  voilà  la  première  équation 
préparée. 

De  même  dans  la  féconde  équation  x  =?  t  -f-/  ,  f  ai 
partranfpofition  x==^  -4^7 ,  voilà  la  féconde  équation 
préparée. 

3^.  Je  compare  les  féconds  membres  de  ces  deux 
AH4lyfe.  l 
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cquacions  ,  donc  je  fais  ce«e  troiiîcme  équation  d  *— -^ 


:^b 


,  qui  donne  par  cranfpofîcion  a h 

[igement  j'ai  2/= 4 h  ,  où  Tinco 


2-/ 


&  par  arrangement  j'ai  zy^=za h  ,  ou  rinconnuëefl: 

dans  le  premier  membre. 

40.  Je  divife  ces  deux  membres  par  i ,  ce  qui  donne 


h 


,  c'eft  la  valeur  de^. 


•y^.  Jefubftituc  cette  valeur  de^  en  fa  place  dans  Tune 
ou  l'autre  des  deux  premières  équations  préparées  pour 
trouver  la  valeur  de  l'inconnue  x. 

Or  dans  la  fubfticucion ,  je  conferve  les  (ignés  de  la 
valeur  de/  ,  lorfque  je  mecs  fa  valeur  en  la  place  de 

-H/,  c'eft  -+- ^— —  :   mais  au  contraire,  lorfque  je 

fubftituë    cette   valeur  en    la   place    de    la   grandeur  . 
ncgacive    /  »  Je    change   les  fignes   de    fà   va- 
leur &  décris ^ ,  cccce  remarque  eft  générale 

pour  toutes  les  (ubfticutions. 

6^.  Si  je  Aibfticuë  la  valeur  de/œ dans  la  fé- 
conde équation  préparée  x  ==  b  -+- j ,  j'aurai  x  =  b 
,  &  pour  abréger  cette  expreffion  ou  la  rendre 


plus  fimple ,  j'ôte  de  l'entier  b ,  la  fraûion     —  ,  le  reftê 


donne  «4*-  *  9  ce  qui  me  donne  l'exprelGon  plus  (impie 
ii=i—J—,  &  le  problème  eft  réfolu. 

Cette  rç(bl^cion  générale  en  lettres  donne  toutes  les 
ré(blucions  poifibles  en  nombres  ;  il  fuffic  de  fubfticuçr  des 
nombres  à  la  place  des  lettres  connues.  Exemple.  Soi|: 
4===  8,^==  2,  la  fubftitucion  de  ces  nombres  dans    là 

formule  x  ==^ donne  x ^  ==  —   es»  r  ^ 

doncx==f, 
La  même  fubftitution  dans  la  valeur  en  lettres  de/  , 
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-^^^^  donne  j'sss-^^ssf  ==:  j  ,donc^==:  3. 

Donc    les  deux  nombres  cherchez,  font  x  =  y  , 
&/==s3  ,  dont  la  fommefc=i=  ^s=8,  &  la  différcn(ig 
^  =  z ,  ce  qu*il  falloic  trouver. 

70.  Pareillement  fi  je  fubftituë  la  valeur  de/ 


dans  la  première  équation  propofeejr=4 j» 

Comme 7  eft  négatif,  ]e  change  les  fignes  de  fa  va* 

leur  -4- -^-^^^  ce  qui  donne  *— -^ ,  &  fublUtuant  j»  j*ai 

x==4 ,  je  réduis  par  fouftraûion  ce  fécond 

membre  à  fa  plus  fimple  expreffion  en  retranchant  la 

fraâion 7  de  rentier  a ,  le  refte  cft  -+-  *  ainfi  j*ai  le 

fécond  membre  réduit  à  cette  expreffîon  plus  fimple  -f- 
^ c'eft  la  valeur  de  x  cherchée  par  Tautre  maoiére. 

PROBLEME     XIL 

Deux  nombres  a  ^  b  étant  donnez, ,  trouver  nn  troifiéme 
nombre  inconnu  x  qui /oit  en  proportion  harmonique  avec 
les  deux  nombres  donnez,. 

La  proportion  harmonique  eft  celle  qui  (e  trouve  en* 
tre  trois  nombres  comme  |  ^  4  ,  6  ,  qui  on|^  cette  pro- 
priété ;  Sçavoir  ^  que  l'excès  du  moïen  4  fur  le  plus  pe- 
tit  7  ,  efi:  à  1  ^  Texcès  du  plus  grand  6  (ur  le  moïen  4, 
comme  le  plus  petit  nombre  3  cft  au  plus  grand  6 ,  car 

3  :  6  :  :  4 5  ;  6 ^.4  ;  c'eft-à-dire  3  :  tf  :  :  i  :   i\ 

Cette  proportion  harmonique  renferme  la  proportion 
géométrique,  puifqu'on  y  confidére  Téquimultiplicité  6 
qui  eft  double  de  trois ,  &  la  différence  i ,  qui  eft  dou* 
ble  de  la  différence  i.  elle  renferme  aufli  la  proportion 
Arithmétique ,  puifqu'on  y  confidére  l'égalité  dans  i'ex^ 
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ces  &  dans  la  difFérence  ,  car  4 3  s==  i  ,  Tcxcés  011 

la  difFérence  efl:  égale  au  tiers  du  plus  petit  nombre  3  : 

de  même  6 4  ==  2 ,  eft  Texcès  ou  la  difFérence  égale 

#u  tiers  du  plus  grand  nombre  ^. 

Comme  cette  proportion  fe  trouve  dans  les  accords  de 
la  Mufîque^  &  qu'elle  détermine  le  rapport  de  l'uniffon 
àToâaveparlerapportde  3  à  6,1e  rapport  de  la  quinte 
à  l'oûave  par  4  à  ^  ^  &  le  rapport  de  la  quarte  par  5^4, 
on  nomme  cette  proportion  harmonique. 

Or  les  nombres  donnez  font  4  &  ^  ,  le  nombre  in* 
connu  X  que  Ton  cherche  renferme  trois  cas ,  car  on  peut 
chercher  le  plus  petit  des  trois  nombres  ,  ou  le  plus 
grand  y  ou  le  moïen. 

Premier  cas.  Pour  trouver  le  plus  petit  nombre  x^  des 
ftois ,  foit  le  moïen  ==  4  ,  &  le  plus  grand  ==  i ,  c'eft 

Xyd,  h  . 

Donc  par  les  conditions  du  problême  ,  j'ai  x  :  h  z  : 

a x:t 4.  enfuite  multipliant  les  extrêmes  Se  les 

moïens  ,  j^ai  Téquation  i  x a  x  =  a  b h  x. 

Par  tranfpofîtion  je  fais  pafTer  l'inconnue  du  fécond 
membre  dans  le  premier ,  &  j'ai  ^  x  - —  a  x  -+-  h  x  =«=  a^^ 
&  abrégeant  ^  j'ai  zbx 4x==  ah. 

Pour  dégager  l'inconnue  x  dans  le  premier  membre^ 
où  elle  fe  trouve  multipliée  par  i  b a  y  je  divife  ks 

deux  nombres  par  ce  binôme ,  ce  qui  donne  x  ==3  -  ^  . 

&  le  nrôblêftie  eft  téfolu  en  lettres. 

Refolution  en  nombres.  Je  fubftituc  les  nombres  con- 
nus en  la  place  des  lettres.  Exemple.  Soit  a  =:  4 ,  b=i  6, 

dans  xc=ss= la  fubftitution  donne  x  =  -«-f- 

ï==  -— -==^  ==  3.  donc  3  eft  le  plus  petit  noipbre' 

cherche. 

Second  cas.  Pour  trouver  le  nombre  moïen  x  de  la 
praporcion  harmonique^ foit  a  le  plus  petite  &  ^  le  plus 
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grand  ,  j*ai  ces  crois  nombres  ,dans  cet  ordre  a^x^b. 

Donc  par  les  conditions  du  problème  j'ai  4  :  ^  :  : 

x^ — ^  :  ^ X  ^  en  multipliant  les  extrêmes  &  les 

moïens ,  j'ai  a  h a  x  =i  x a  i  ,  enfuite  par  tranf- 

pofition ax tx^= ah 4^, en  changeant 

tous  les  fîgnes ,  j'ai  ax--^  hx==  xah. 

Enfuite  pour  dégager  Tinconnuë  x  &  la  laiflcr  feule 
dans  le  premier  membre ,  je  divife  tout  par  a  -h  h  qui 

affcûc  ou  multiplie  Tinconnuc ,  ce  qui  donne  x 

*      |irobi^me' 


nombres.  Soit  4:==  5.  h  ==  ^,  fubfti- 
tûant  ces  Vil^rs  dans  x  =  l^i-  j'ai  '  "^  ^  ""  ^         '  ' 


4.  donc  x==4,  c*eft  le  nombre  moïen  cherche  en 
proportion  harmonique. 

Troîfiéme  cas.  Pour  trouver  le  plus  grand  nombre  x 
des  trois  qui  font  en  proportion  harmonique  dans  cet 
ordre  d  ^  b  ^  x.  par  les  conditions  du  Problème  y  j*ai 

dix  II  b 4  :  X h.  enfuite  multipliant  les  extrêmes 

&Ies  moïens^ j'ai  ax abc==zbx — 4x^&par  tranf* 

pofition  &  addition  lax b  x  ===  a  b. 

Pour  dégager  Tinconnuë  &  la  laifler  feule  dans  le  pre- 
mier membre ,  je  divife  tout  par  x  4  —  ^ ,  ce  qui  donne 

-  &  le  Problème  efl:  rcfolu  en  lettres. 


%s 


Réfolution  en  nombres.  Il  faut  dans  ce  troifîéme  cas 
que  1  a  fait  plus  grand  que  b  ,  autrement  on  ne  pourroit 
le  fouftraire.  Soit  4  ==«  3 .  b  =  4. 

Subftituant  ces  valeurs  en  la  place  des  lettres  dans 

X=r ^  l'ai  X  c==3-i=:£'      == = ==  tf. 

donc  X  ==6eft  le  plus  grand  des  trois  nombres  de  la 
proportion  harmonique  défiré. 


/•  •  • 
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PROBLEME     XIII. 
Un  Père  f dit  f on  Tefiamcnt  avec  flufieurs  conditions. 

I**.  Il  laiflfe  mil  écus  à  rainé  de  fcs  enfans  avec  la  on- 
zième partie  du  refte ,  il  laifTe  au  fécond  deux  mil  écus 
&  la  onzième  partie  du  cefte^il  laifTe  au  troiiîéme  trois 
mil  écus  &  la  onzième  partie  de  ce  qui  refte,  &  ainûde 
fuite  jufqu'au  dernier  qui  a  le  reftc  de  fes  frères. 

1^.  Il  fe  trouve  après  le  partage  qu'ils  ont  tou<;  éga^ 
lement ,-  on  demande  quel  étoit  le  bien  du  Père  ,  le  nom- 
bre de  {ç%  enfans  3  &  la  part  de  chacun  ? 

D'abord  je  nomme  le  legs  de  mil  écus  de  ratné==:4, 
foit  b  la  onzième  partie  de  ce  qui  refte  ^  &  foit  x  le  bien 
du  Père. 

Suivant  les  conditions  du  problême ,  la  parc  de  l'aine 

cft  a  H 7— ,  ou  bien  convertiffant  l'entier  d  en  une 

fradion  de  même  dénomination  ^  fans  changer  fa  valeur 
~  j'ai  pour  la  parc  de  1  aine  — -i- j  ôte  cette  part 

du  bien  total  du  pcre  ==  x ,  le  refte  cft  x  — 7—  — 

enftiîte  converti  (Tant  rentier  x  en  une  fraâion  fans  chan- 
gcr  fa  valeur  pour  en  fouftrairc  la  fraâion ,  j'ai  -r-     qui 

donne  par  fouftraûion  ^~/  ~fldll  c'eft  le  preinier 
rel^e. 

Or  fur  ce  premier  refte  le  fécond  fils  prend  deux  mil 


ci!us=:=ï=:2  4[,doncle  fccond  refte  eft-^^ ■ ..      ■  ■  —  z  a 

b 

mais  pour  ôter  cet  entier  z  a  de  la  fra^ion  qui  le  précède, 
je  \ç  convertis  en  une  fraâion  d'égale  valeur  qui  ait  le  me- 

me  dénominateur ce  qui  donne ; -~- 

&  par  addition  - — ?±-— -iiTilî  pour  le  fccond  refte ,  & 
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bb 


4^^^^^^h 


*-t»» 


la  onzième  partie  eft 

Donc  la  part  du  fécond  fils  eft  A  4    , 

bb 

mais  en  réduifant  l'entier  i  4  en  fraftion  qui  ait  le  même 

i.  jtb  b  ' 

dénominateur  H^  c*eft  — —  qui  eft  de  même  valeur  que 

^  •      1  isbb  hx'-^-^Xnb AT  +  if 

2  4  ,  &    qui  donne 


bb  '  bb 

r         %  1  s  b  b  -4-  b  x t  ab  « —  x  -4-  m. 

OU  limplement — 

Prcfentement  par  la  (cconde  condition  du  problême , 
la  parc  de  Taîné  eil  égale  à  la  parc  du  fécond  ^  donc 

j^ =5  — —7 poùt    rcauirc 

au  même  dénominateur  ces  deux  fraûions^je  multipliai 
les  deux  termes  de  la  féconde  par  h  ,  ce  qui  donne 

isbb  -f-  b  X  —  xsb  —  *  -f-  ik  mbb  ^  b  r-»—  wb  -  • 

^ -^-^ = ^j ,  enfuKC 

j'efface  le  dénominateur  commun,  ce  qui  donne  Téqua* 

tien  fans  fraûions  %  a  h  b  -+-  h  x z  a  h x  -+-  a 

4  ^  ^  -f-  ^  X  —  a  b ,  qu'il  fant  réfoudrr. 


D'abord  je  la  prépare  par  tranfpofition  ,  en  faifanc 
paffer  dans  le  premier  membre  toutes  les  grandeurs  in- 
connues^ &  dans  le  fécond  meinbreles  grandeurs  con- 
nues en  changeant  Idors  figtics  ,cc  qui  donnW^  x b  x 

bb 2  abb 4^  *^--  j^^ ^  ,  enioicc 


ôtant  par  fouftraâion  les  moindres  grandeurs  fembiables 

des  plus  grandes ,  j'ai  —  x  == à  h ^-4-  %àb a  , 

changeant  tous  les  fignes  pour  rendre  l'inconnue  pofîtive, 
j'ai  x=szAbb^ — lab  "+- 4 ^  &  le  problême  eft  réfolu 
en  lettres. 

Réfolution  en  nombres.  Puifque  par  Tes  conditions  du 
problême  a  ==  mil  écus  ou  1000  ,  b  =  1 1  ,  donc  bb 
=  1  11  icab  ^==3  looox  iiiooo  ,&  24  ^==,.2x11000 
=  22000  ,  fubftitùant  ces  nombres  en  la  place  des 
lettres ,  dans  la  valeur  de  .v  :=  abb 24^  HH  4. 
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rai  abb 

%ab 


II    lo  oo 
z  20  00 


4 


bb 


zab 
a 


9  90  00 
10   00 


donc 


dbb 
a 


10  00  00 


IX. 


10. 
10. 


00. 
00. 


abb 
z  db 


iz. 

z. 


zo. 
zo. 


oo« 


donc 
ôcez 


lo.    oo.     00. 


s —  10.     00. 


rcfte 


9.    90. 


&ù 


ou 


o.    9o< 

IL  ooo*f«  10.  oa  00.  •— •  la  oo. 

II. 

lO.     OO.     oo« 

I.    lo.    00. 


OO. 
00. 


X 

^  ab 


^ 


10.    00. 
10.    00. 


s  4^ 


11.00.   oo.— 4l^«-}«JP— -i» 


bien  du  Père, 
legs  de  l'aine. 


Mhm\mX 


II 


^90.  00. 


Or  le  legs  deTainé     .     •  lo.  oo. 

plus  la  rr  partie  du  refte    o.  90.  00. 

Total  de  la  part  de  Taînc  i.  00.  00. 
dix  mil  ccus. 


On 
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Ou  bien  je  dis  (impicmenc  le  bien  total  du  perc  cft 
x=  100.  00.  o  ,  =  cent;  mil  écus ,  dont  j'ôte  la  part 
de  Tainé  égale  à  dix  mil  écus  %  fçavoir  mil  écus  pour  Ton 
legs  y  &  neuf  mil  écus  pour  la  onzième  partie  du  rcfte. 
puifque  de  cent  mil  écus  ,  ôtant  mil  écus  ,  le  refte  cft 
quatre-vingt-dix-neuf  mil  écus  ,  dont  la  onzième  partie 
efl  neuf  mil  écus  ,  donc  la  part  de  Taîné  eft  dix  mil  écus, 
&  il  refte  quatre-vingt-dix  mil  écus  pour  \cs  autres  en- 
fans. 

Sur  quoi  le  fécond  fils  prend  deux  mil  écus  pour  fon 
legs ,  il  refte  quatre-vingt-huit  mil  écus  ,  dont  la  on- 
zième partie  eft  huit  mil  écus^  donc  la  part  du  cadet  eft 
de  dix  mil  écus  ,  &  par  conféquent  égale  à  la  part  de 
fon  aîné. 

Or  ôtant  dix  mil  écus  de  quatre-vingt-dix  mil  écus  , 
il  refte  quatre- vingt  mil  écus  pour  les  autres  enfans. 

Sur  quoi  le  troifîéme  enfant  prend  fon  legs  de  trois 
mil  écus  ,  il  refte  foixante  &  dix-fept  mil  écus ,  dont  il 
prend  encore  la  onzième  partie  qui  font  fept  mil  écus, 
ce  troifiéme  fils  a  dix  mil  écus  ^  îc  refte  pour  les  autres 
enfans  foixante  &  dix  mil  écus. 

Continuant  ainfi  la  divifion  du  refte,  en  prenant  d'à- 
bord  un  legs  de  mil  écus  plus  fort  pour  chacun  des 
enfans  fuivans  &  la  onzième  partie  du  refte  ;  je  trouve 
enfin ,  i^.  que  le  bien  du  père  eft  de  cent  mil  écusu  io. 
qu'il  y  a  dix  enfans,  3°.  qu'ils  ont  chacun  dix  mil  écus 
&  voilà  toutes  les  conditions  du  Problème  propofé  ,  ce 
qu'il  falloir  trouver. 

Calcul 

Le  bien  total  du  père  ip.    00.    00. 

j'ôte  le  legs  de  l'aîné    ...  10.    00. 


premier  refte  ...     9.    90.    00. 

dont  j'ôte  la  n  ...  90.    00. 

Analyfc.  ^ 
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z^.  refte  ...     9.    00.    oo. 

j'ôte  le  legs  du  2<  fils    ...  10.    00. 


3c.  refte 
dont  j'ôce  la  n 

,     8. 

80. 
80. 

00. 

00. 

4C.  refte 

fôcele  legs  du  3^.  fils 

.     8 

00. 
30. 

00. 
00. 

yc.  refte 

dont  j'ôte  la  ^  partie 

•     7- 

70. 
70. 

00. 
00. 

6^  refte 

dont  j*ôtc  le  legs  du  4^. 

fils* 

•     7- 

00. 
40. 

00. 
00. 

7c.  refte 

dont  i'ôte  la  n  partie 

.     6. 

60. 
60. 

00. 
00. 

8^  refte 

dont  y  on  le  legs  du  y^. 

ils 

.     6. 

00. 
yo- 

00. 

00. 

9c.  refto- 

dontj'ôte  la  77  partie 

•     î- 

yo. 

GO. 

00. 
00. 

1 0^.  refte 

dont  j'ôte  le  legs  du  6^. 

fils 

•     5- 

00. 
60. 

00. 

oo. 

11^.  refte 

•dont  yôtc  la  ù 

• 

•     4- 

40. 
40. 

00 
00.' 

la^.  refte 

j'ôte  le  legs  du  7^.  fis 

•     4- 

00. 
70. 

00. 
00. 

13^.  refte 
dont  j'ôte  la  n 

• 

•     3- 

30. 

00. 

00. 

I4\relte 

dont  j*ôte  le  legs  du  8«. 

'fils 

•     3- 

00. 

80. 

00. 
00. 
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lyc.  rcfte                     .    .    . 
donc  i'ôtc  Un           ... 

1, 

lo.    oo. 
zo.    oo. 

itfc.  rcfte                    .    .    . 
donc  j'ôcc  le  legs  da  i  o^.  fils . 

t. 

oo.    op. 
90.    00. 

lyc.  rcfte                      .    .    . 
donc  j'ôte  la  r?            .    .    . 

I.     10.    00. 
10.    00. 

i8^  rcfte                    .    .    . 
donc  j'ôce  le  legs  du  lo^.  fils , 

I.     10.    00. 
I.    10.    00. 

if.  refte                    .    .    . 
donc  j'ôce  la  n  eft     .    .    . 

0.    00.    oo. 

0. 

1            1*               .  f    \ 

D'où  il  fuie  que  le  dixième  des  enfans  a  précifemcnt 
dix  mil  écus ,  par  conféquenc  fa  part  cft  égale  à  celle  de 
l'aîné^  &  ^cous  les  enfans  onc  également ,  cependant  il 
n'a  qu'un  legs  ,  &  il  ne  peuc  avoir  la  onzième  partie  du 
rcfte ,  puifqu'il  ne  rcfte  rien. 

Remarque  frcmiére.  On  peuc  réfoudre  de  la  mcmo; 
manière  une  infinicé  de  Problêmes.  Or  le  nombre 
des  pcrfonncs  qui  parcagent  égalcmenc  eft  toujours  égal 
au  dénominaceur  moins  un  de  la  fraâion  qui  exprime 
le  premier  refte ,  ici  ce  dénominaceur  eft  h  c=s2»ii  ^  or 
r  I  —  I  =a  10  ^  c'eft  le  nombre  des  enfant ,  c'cft  auffi  la 
racine  quarrée  du  bien  total  du  percscsEï  x  =b=:  ica  mît 


écus  y  en  prenant  mil  écus  pour  Tunicé. 

Remératéc  féconde.  Le  legs  des  enfans  croît  toujours 
de  Tunite  depuis  Taîné  jufqu'au  dixième  >  c'eft  la  pro-«. 
greflion  des.  nombres  naturels  i.  z.  3^.  4»  5.  6.  7.  %. 
9.  I  o.  ce  qui  fait  que  le  dixième  n'a  feulement  que  fon 
legs  de  dix  mil  écus  y  &  n^a  point  le  n  du  reftaot ,  puiC- 
qu'il  refte  zéro  ou  rien  y  cependant  fa  part  eft  égale  à 
celle  des  autres  enfans  qui  ont  ua  legs  particulier  joint 
à  la  onzième  partie  du  reftant  dans  le  bien  du  père. 


m  ij 
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Des  égalité^  fimples  qui  ont  trois  inconnues. 

P  R  O  B  L  E  M  E    X  I  I  I. 

Trouver  trois  grandeurs  x  ,  y  ,  2  ,  f /^  nombres  avec  ces 

conditions. 

10.  Que  le  premier  nombre  x  avec  la  moitié  des  deux 
autres  =  z  5 . 

z^.  Quç  le  fécond  nombre  y  avec  le  tiers  des  deux 
autres  x  ^y  ==  %6. 

5°.  Que  le  troifiéme  nombre  ;&  ,  avec  la  moitié  des 
deux  autres  x  &cy  ==  19.  • 

Par  les  conditions  du  Problême ,  j'ai  les  trois  égalicez 
ou  équations  fuivantes. 

Première  égalité,  x  -ï-  ^- — ^  ==  ly. 

Seconde  .  .    .    •J'-*-^^ — ^=  i^- 
Troifiéme  égalités,  h-  ^ — :^=  i^. 

D'abord  pour  ôter  les  fraâions  de  chacune  de  ces 
équations ,  je  multiplie  les  deux  termes  par  le  dénomi* 
nateur  de  la  fraâion  ^  ce  qui  me  donne  les  trois  égati- 
tez  fuivantes  réduites  (ans  fraâions. 


X  X  HHj'  -f-  ^==î  jo.  première  égalité  réduite. 
^y  H-  x-Hh-  z,i==ij%.  féconde  égalité  réduite. 
2  z,  -i-  X  H-j'  s=  19.  troifiéme  égalité  réduite. 

Enfuite  je  choifis  Tune  de  ces  égalitez  ou  équations 
qui  puifTe  me  donner  par  tranfpofition  une  valeur  de 
Tune  des  inconnues ,  par  exemple ,  je  trouve  que  la  pre- 
mière me  donne  par  tranfpofition  ^==  y  o xx x.^ 

c'eft  la  première  valeur  de^  ^  que  je  nomme  la  première 
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égalité  ou  équation  dérivée  ^  que  j'écris  à  part  pour  y  a- 
voir  recours. 

Par  règle  générale ,  je  fubftituc  cette  valeur  de^  dans 
Jcs  deux  autres  égalitez  réduites  pour  avoir  autant  d'é- 
galitez  dérivées  comme  il  fuit. 

La  fubftitution  de  cette  valeur  dans  la  féconde  éga- 
lité réduite  donne  150  — ^x  —  yz  «^^  x  -4-^' 78  ,  fé- 
conde égalité  dérivée. 

La  même  fubftitution  dans  la  troifîéme  égalité  réduite 
donne  1 2s  -H  x  -+-  ^^zilfLlZl  ==  j8 ,  c'cft  la  troifîéme 
égalité  dérivée. 

Enfuite  je  prépare  ces  trois  égalitez  dérivées  ,  ainfi 
la  féconde  égalité  dérivée  donne  par  fouftradion  lyo 
—  ç  X—  1  z,  =  78 ,  laquelle  par  tranfpofition  donne 

ijo 78==  jx  -4-  zz,,8c  par  fouftraâion  27===:.j  x 

-+-  i;t. ,  &  par  arrangement  mettant  les  inconnues  dans 
le  premier  membre ,  )'ai  y  x  -+-  tz,  ==  17,  c'cft  la  fé- 
conde égalité  dérivée  préparée. 

Je  prépare  de  même  la  troifîéme  égalité  dérivée, 

iz,  -t-x  -H  yo — —  zx z,  =  y 8  ,  pat  fouftradion 

j*ai  d'abord  z, x  -t-  y  o  =  y  8 ,  &  par  tranfpofîtion  SC 

fouftradion  z» x==  y8 yo  =  8,ouj2:, x=8, 

&  enfin  par  tranfpofition  pour  dégager  z,  &  la  laifîec 
feule  dans  le  premier  membre  ,  j'ai  Jt  ==  8  -f-  x  ,  ç'cft 
une  valeur  de  la  troifîéme  inconnue  z,y  mais  encore  in- 
connue en  partie. 

Préfentement  je  fubftituc  cette  valeur  de  z,  dans  la  (c- 
conde  égalité  dérivée  &  préparée  y  x  -*-  z  z  ==72  ,  la 
fubftitution  donne  y  x  -+-  16  -H  i  x  =  72 ,  par  tranf- 
pofition j'ai  y  X  -H  xx==  72 lé  ,  &  par  addition 

j'ai  7  X  ==  y  6 ,  pour  dégager  l'inconnue  ,  je  di vi(c  tout 
par  7  multiplicateur  de  l'inconnue  ,  j'ai  x  ==  V  or  ^ 
5=s  8 ,  donc  X  t=  8,  c'eft  la  valeur  trouvée  de  la  première 
ioconnuë  ,  entièrement  connue* 

Je  fubftituc  cette  valeur  entièrement  coimuc  de  x  daa» 
^  •  •  • 

m  sij 


i^a  Analyse    générale^ 

rcgalitc  j&  ==  a:  -4-  8  ,qui  cft  une  valeur  de  ç»  ea  partie 
inconnue  ,  ce  qui  donne  z,  =  8  -i-  8 ,  ou  ;&.=»=«  1 6  >  c'çô^ 
la  valeur  de  la  croifléme  iaconauë  y  qui  eft  entiérefQC^c 
connue. 

Enfin  pour  avoir  la  valeur  de/  féconde  inconnue^  )C~ 
fubftituë  ces  valeurs  trouvées  de  at  &  de^,  ^  ^:  Se  iiî^^ns 

la  première  équation  dérivée  /  ==  fo i  x Xj.y  cfl* 

qui  donne/  ==  yo i6 i5,  ou/ ==8  yo jx^ 

or  50  * —  3 1  ==  18,  donc/  ===5 1 8  ,  ç'eft  la  valeur  en- 
ciéremeat  connue  de/  ;  par  conséquent  les  trois  grfe-^ 
deurs  x,/,  z* ,  font  entièrement  connues, x  =  8 ,/  ==:  i%{ 
z,:==^  16  ,t<ic)nc  le  Problême  eft  entièrement  réiblu  en 
lettres^ 

Or  fubftituant  ces  valeurs  dans  Ics'trois  premières  égo^ 

lit-cz ,  i®.  X  •+-  ^ — ^  C3==  ty  ,  donne  S  •**-  î — i-  ==  »f 


ou  8-+- ^-4-  8£=5xy.,  lO./H-  ï^ti==»'2.tf  ^  donne 

18  -i ==z6,oui8h ou  18  •+-  8  tŒztf  , 

«•it-H t=s  1^  donne  I  ^ -+-      -^  =  xa      ou 

itf  Hh-  —  =8  i^-f-  13  ===  Z9i  voilà  one  réfolution 


entière  Se  parfaite  qui  peut  fervir  de  modèle  pour  tousle& 
Problêmes  fcmblabtos. 

P  R  O  BL  EME    XIV. 
Pour  trois  grandeurs  inconnues. 

Tr0têVfr  troif  gr4f9d04t^s: in€^fmM£i  x,  y,  z,  avec  r« 

I  VQu'ajoutanc  une  grandeur  connue  4  à  la  première 
inconnue  x  ^  la  fomme  foie  égale  à  la  fbmme  des  deux 
anores  fuconiuiës/  Sc.z. 
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z^.  Qu'ajoutant  la  mcmc  grandeur  connue  4  à  la  fe* 
conde  inconnuëj^ ,  la  fomme  foit  égale  au  produit  des 
deux  autres  inconnuËs  at  ,^ ,  Jt ,  ttiultiplice  par  une  autre 
grandeur  connue  é. 

3*^.  Qu'ajoutant  la  même  grandeur  connue  a  à  la  troî- 
fiéme  inconnue  xs  ,  elle  Toit  égale  au  produit  des  deux 
autres  inconnues  x  ^y^  multipliées  par  une  troifîéme 
grandeur  connue  c. 

Le  Problême  eft  déterminé ,  puifqu'il  n'y  a  que  trois 

inconnues  x  ^  y  ^z.^  &c  que  je  puis  former  par  les  condié; 

tions  du  Problême  les  trois- équations  ou  égalitez  fui- 

vantes. 

Equations  formées  fuivant  les  conditions  du  Problême. 


l'^.       •       .      X-+-4=s=t      -4- Zr. 


1^.     .     .  y  -H-  a  =2 1 X  -+-  é  z. 
5^      .     .    a -4- tfsrsrx-t-^^- 
Après  avoir  formé  ainfi  ces  trois  égalitez  ou  équations 
fuivant  les  conditions  propofoes.,  il  s'agit  de  trouver  ia 
valeur  de  chacune  ^es  trais  inconnues^  x  yfy  ;!:.,  comme 
il  fuit. 

D'abord  dans  la  première  égaîlité  $e  H-  rfs=^  -H  z, 
j'ai  par  tratifpofition  x  :s==iy  -i-  x  *—  ^>  t^'eft  une  pre- 
mière valeur  de  X. 

Dans  la -fecondc  égalité^  -H  é^ssssitx  -rH  iz  ,  j'ai 
par  tranipofitîon  /  :=s=  i(  X -H  ^*— 4^  c'cû  une  pre- 
mière valeur  de/. 

Dans  la  troifiéme  égalité  z»  -4-  ^  =rx  -+-  cy  y  j'ai 

par  tranfpofition  z  5=  cx-^ircy 4,  c^eft  une  première 

valeur  de  z. 

Ces  trois  valeurs  ne  font  pas  entièrement  connues  y 
puifqu  elles  font  mêlées  de  grandeurs  connues  &  d'in- 
connues dans  le  (econd  membre, pour  avoir  promtemenc 
une  valeur  de  chacune  de  ces  inconnues ,  dans  une  éga- 
lité dont  le  fécond  membre  ne  contienne  que  des  gran- 


15^2.  Analyse     générale, 

deurs  entièrement  connues,  je  compare  enfemble  ces  trois 

égalitez  comme  il  fuit. 

I®.  Je  cherche  la  valeur  de  la  première  inconnue  x. 
Or  dans  la  première  égalité  at  -+-  4==^  H-  z»  ,  j*ai  par 
tranfpofitionx==^  -h-  z, 4,c'eft  une  première  va- 
leur de  X  j  que  j'écris  à  part  en  A  ,  puifqu'elle  n'eft  pas 
entièrement  connue ,  &  je  mettrai  au  defTous  toutes  les 
autres  valeurs  de  x  que  je  trouverai. 

Valeurs  de  x  mifes  à  part. 

A  .  .  .  ,jc==j'-+-;t a.       première  valeur  de  X 


B  ....  X  ==  — ,—     z.      féconde  valeur  de  x. 

k 

C  ....  X  c=-^ THf-  —.troificme  valeur  de  X. 


lo.  Dans  la  féconde  égalité^  -f-  a  ==  i  x  -+-  ^  * , 
en  renverfant  Tordre  des  membres  ,  &  mettant  par  ar- 
rangement le  premier  en  la  place  du  fécond ,  &  le  fé- 
cond en  la  place  du  premier  ,  j'ai  ^  x  -H  tz. ^  -f-  4^ 

&  par    tranfpofîtion  laifTant  feule  Tinconnuc  x  ^  j'^î 
B  x==37  -H  a-^-^bz, ,  pour  dégager  x  je  divife  tout  par 

^  qui  la  multiplie,  ce  qui  donne X5=-?^~^ z,,  c'cft 

une  féconde  valeur  de  x  que  j'écris  à  part  en  B. 

3°.  dans  la  troifiéme  égalité  z,  -+-  4^=3^  x  Hh-  cj^  j*ai 
par  arrangement  r  X  -4-  cy=z,  -+-  4,  &  par  tranfpo- 
fîtion ^x=z» -+- 4 cy  ^  pour  dégager  X  qui  cft  af- 

feftée  ou  multiplié  par  c  ,  je  divife  tout  par  r  ,  ce  qui 

donne  x== j'  -4 — ^  ,  c'eft  la  troifiéme  valeur 


de  X  que  j'écris  à  part  vers  C. 

4^.  Pour^  comparer  enfemble  ces  trois  différentes  va- 
leurs de  X  ,  que  je  nomme  les  premières  égalitez ,  il  faut 
en  former  des  égalitez  ou  équations ,  que  je  nomme  les 
fécondes  égalitez ,  dans  Tordre  ic  la  manière  qui  fuir. 

D'abord  je  prends  en  A  le  fécond  membre  de  la  pre- 
mière 
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micrc  valeur  de  x  dont  je  fais  le  premier  membre  d'une 
nouvelle  ou  féconde  égalité  ,  &  pour  fécond  membre  je 
prends  en  B  le  fécond  de  la  féconde  valeur  de  x.  ce  qui 
me  donne  la  première  des  fécondes  cgalitezj'  -+-;&—— 4 

^—-^ z,y  j'ai  par  tranfpofition  zz j-  -f-  / 


c=  -7 — H  ^  9  dont  le  fécond  membre  ne  contient  que 

des  grandeurs  toutes  connues. 

Je  réduis  ce  fécond  membre  à  fa  plus  (impie  expref- 
fion  ,  de  cette  forte  de  l'entier  4  je  fais  une  fraâion 
fans  changer  fa  valeur  en  le  multipliant  par  le  dénomi- 
nateur b  de  la  fraâion  ~  ,  &  lui  donnant  le  même  déno- 
minateur b  ,  ce  qui  donne  la  plus  (impie  expre(non 
^— —pour  le  fécond  membre. 

Pour  réduire  le  premier  membre  à  fa  plus  (impie  ex* 
preffion ,  je  multiplie  l'entier  y  par  b  dénominateur  de  U 

fraâion  ~-  &  lui  donnant  le  même  dénominateur  b  pour 

avoir  la  plus  (impie  expre(fion  •+*  ^'^^  ^ 

Par  ce  moïen  j'ai  l'équation  ou  l'égalité  réduite  à  (a 

plus  fimple  expre(fion  x  z,  -H  "^^y^  ==  ~i —  >   ^'^ft  ïa 

première  des  fécondes  égalitez  abrégées. 

j^.  Je  compare  de  même  la  première  valeur  de  x  avec 
la  troifiéme  y  c'eft-à-dire ,  j'en  forme  une  égalité  en  pre- 
nant leurs  féconds  membres  en  A  &en  C,  ce  qui  donne 

^  •+-  X, 4  ==:  ~  — —  7  -^  ,  qui  donne  par  tranfpo(î- 


tion  1/  -*•  ^ — s=  —  -4-  4. 


c 


Puifqu'il  y  a  encore  des  entiers  &  des  frayions  ex- 
primées par  les  mêmes  lettres  ^  &  4 ,  je  les  réduis  à  leur 
plus  (impie  expre(fion  de  cette  forte. 


jf 


iy4  Analyse    qekerale, 

Dans  le  premier  membre ,  de  TenticrjK  )e  fais  une  frac- 
tion fans^  changer  fa  valeur  en  le  multipliant  au  numé- 

rateup  par  le  dénominateur  c  de  la  fraftion  -^  &  lui 
donnant  ce  même  dénominateur  c  ,  ce  qui  donne  la  plusr 
fimple  expreflion 

Dans  le  fécond  mombre ,  je  réduis  de  même  l'entier  a 
U  la  fraûion  -^  à  leur  fimple  cxprcffion  — —  ce  qui 
donne  Tcquation  réduite  à  fa  plus  fimple  expreflion  ij 

-  ,  c*eft  la  féconde  des  fécondes  éga- 


r*— « 


rx— —  4  se 


lirez  ou  équations  abrégées. 


Les  fécondes  égalitez,  ou  équations  abrégées  font. 


E  .  .1/  -4-  ^ =    ■  ■    .  La  féconde  des  fécondes. 


6^.  Il  faut  dégager  l'inconnue  ^  dans  ces  égalitcz , 
qui  font  en  D  &  E« 

Or  la  première  en  D  donne  par  tranfpofîtion 

y^==  ^  1'^ iz  ,  pour  faciliter  l'opération  je 


convertis  rentier  du  fécond  membre  -+-  iz^cn  fraâion 
fans  changer  fa  valeur ,  ce  qui  fe  fait  en  le  multipliant 
au  numérateur  par  le  dénominateur  t  delà  fraûion,  qui 

fera  aufii  fon  dénominateur  commun ,  ainfi  ^ Y~^  *> 


ce  qui  donne  ^-^J"-?  =  ^^-^^^^^x,    enfuite     effaçant 

dans  les  deux  membres  le  dénominateur  commun  h ,  j'ai 

by—y=ab  Hr-a ibz,yOuby  • i  :=- 1  b z 

[ab^a. 
Pour  dégager  rinçonnuc^,  je  divife  tout  par  tzî  q^i 
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affcâe  ou  mulciplie  cecce  inconnue  ,   ce  qui  donne 


zr^^^rf-"^^  Ccftla  première  valeur  de^trou- 

vée,  que  j'écris  à  part  en  N  ci-dcflbus  (bus  le  titre  des 
Equations  mifcs  à  part  ,•  &  je  mets  en  tête  en  M  la  pre- 
mière valeur  de  x  trouvée  d'abord ,  en  partie  inconnue. 

Equations  mijes  a  fart. 

M  .  .  .  xŒj'-H* M.  La  première  des  valeur  de  x; 

N  .  .  .  y=liLiL*=bJ!*rhf.       La  1 '^  valeur  de/. 

0  .  .  .  . 

Pour  avoir  une  féconde  valeur  de  y ,  j'opère  de  mê- 
me fur  la  féconde  ou  Berniére  des  fécondes  cgalitcz  E , 

ty  -t-  ^^      ^  -    ■^^"^^^  dans  laquelle  je  trouve  par 

tranfpofîtion  %y  : 

Pour  ôter  les  fraûions  du  fécond  membre ,  je  multiplie 
tout  par  le  dénominateur  c ,  ce  qui  donne 

2.cy^==i  ac  -+-  a c z, z. 

Prèfentemcnt  pour  dégager  l'inconnue/ qui  eftafFec- 
rée  ou  multipliée  par  ir ,  je  divife  tout  par  ce  multipli- 
cateur 2f ,  ce  qui  donne/==3r"  ^*      ^"^*  »e^s  ^%^ç^ 

la  féconde  valeur  àcy. 

70,  Puifque  j'ai  deux  valeurs  de/  ,  fçavoir: 


i»r-*-4r  — rx 


r  JC  —  z,  -*-  41  e 


te 

Pour  les  comparer  je  forme  une  égalité  ou  équation  des 
féconds  membres  de  ces  deux  valeurs  différentes,  &  j'ai 

1  h  x.^  mb^  ê  — —  —  ex»  — -*•+•  Me^s 


1^6  Analyse    générale, 

Il  n'y  a  plus  que  la  feule  inconnue  z,  dans  cette  égali- 
té, je  renverfe  Tordre  des  deux  membres  par  arrangement 


&j'aizii±r- *^-^^-*-^ ^^ 


1   C  .—  P I. 


Pour  ôter  les  fradions,  je  multiplie  chaque  numéra- 
teur par  le  dénominateur  de  l'autre  fraûion ,  &  j'efFacc 
cnfuite  chaque  dénominateur. 

Ainfi  eflFaçant  le  dénominateur  i  r  du  premier  mem- 
bre, &  multipliant  fon  numérateur  par  ^nif  qui  eft  le  dé- 
nominateur du  fécond  membre  ,  j'ai  d'un  côté  pour  le 
premier  membre. 

^—bcz*  Hf-  h z,  -+-  abc  — f-  ab 


icz  — —  I  z> i  ac I  a 


DeTautre  côté  j'efface  le  dénominateur  b — i  du  fécond 
membre ,  &  je  multiplie  fon  numérateur  par  ^^  qui  cft  • 
le  dénominateur  du  premier  membre ,  ce  qui  donne  pour 
le  fécond  membre 


4b  c  z  -t-  z  a  b 


la  c. 


De  ces  deux  produits  je  forme  l'égalité  fuivante, 

béCZ  •+•  bz  -H  abc  -+-  a  b 


icz 1  z I  ac I  a 

/^bc z  — l-  1  abc  --t-  1  ac. 


Enfuite  par  tranfpofition ,  je  fais  pafler  dans  le  pre- 
mier nvembre  toutes  les  grandeurs  ou  fe  trouve  l'incon- 
nue z ,  qui  efl:  la  feule  qui  fe  trouve  dans  cette  égalité^ 
&  je  fais  paffer  dans  le  fécond  membre  toutes  les  gran- 
deurs qui  font  entièrement  connues ,  &  qui  font  dans  le 
premier  membre  en  leur  donnant  des  (ignés  contraires^ 
&  j'écris  dans  une  colonne  verticale  les  unes  fous  les 
autres  les  grandeurs  qui  ^ffeStçntz^  &c  les  mêmes  gran- 
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dcars  ou  les  fcmblablcs  qui  font  exprimées  par  les  mê* 
mes  lettres  comme  il  fuît. 


k^z.      abc lac lab^^ia 


b  z. 

i  ^c  z 

I  z. 

Dans  cette  égalité  j*efFace  de  chaque  membre  les 
grandeurs  femblables  qui  fe  détruifent  par  des  fignes 
contraires,  &  j'ajoute  dans  une  fomme  les  grandeurs  fem* 
blables  qui  ont  le  mcmefigne,  ce  qui  donne 

^  b  c  z==i  .^  abc I  ab  Ht-  34^  -f-  la. 

bz 

I  z 

Pour  dégager  l'inconnue  b  z  dans  cette  dernière  éga« 
lité ,  je  divife  les  deux  membres  par  les  grandeurs  qui  af- 
férent ou  multiplient  Tinconnuë  z  ,  ce  qui  me  donne 

^nc^\  ^>çj^  j^  valeur  toute  connue 


^f  —  i«it 


m^e 


cie  z,  trouvée  ;  puifque  dans  cette  égalité  le  fécond  mem- 
bre ne  contient  que  des  grandeurs  connues. 

8°.  Pour  trouver  par  le  moyen  de  cette  valeur  de  ;?^ , 
la  valeur  de  la  féconde  inconnue  j'  je  fubftituc  cette  va- 
leur de  z  daiis  l'équation  mife  à  part  ci-devant  en  N  > 

c'eft ,  y  =z  — ^hz^sh'+^a,  l^  fubftitutiou donne 


h-^-'i  5  ^^ -+- ^ '*4" '"""^  ^-^i 


—  z^x       -,     .    ^   ,  HH  ab 


ou  r         » 

-^     —  i— *-l 

Voilà  trois  fraûions  dans  cette  valeur  de^  ,  dont  il  faut 

•  •  • 


ij8  Analyse  générale, 

trouver  la  fomme  réduite  y  il  faut  donc  les  réduire  d'abord 
au  même  dénominateur ,  en  multipliant  en  croix  comme 
il  fuit. 

En  premier  lieu ,  je  multiplie  tout  par  le  dénominateui: 
commun  ^— i  delà  premières: delà troifiémefraûion, 
en  l'effaçant  Amplement  dans  ces  deux  fraâions  ;  en  fe- 
cond  lieu  ,  je  multiplie  par  le  numérateur  2^  de  la  i". 
fraâion  le  numérateur  de  la  féconde  fradion  quieft  la 
valeur  de  z ,  c'eft-à-dire ,    — h  ah  c  — ^  ^ac  —  laè  — +•  a 

X 1  t 

Le  premier  produit  eft z a h^c 6atc -+  lat'' 

zah. 

En  troifiéme  lien  ,  je  multiplie  le  dénominateur  de  la 
féconde  fraftion  par  le  numérateur  de  la  troifiéme  frac- 
tion, c*eft-à-dire, 


- 

-+3^f- 

^h-^c 1 

X- 

+  -*. 

-1 

•^  ah  — +<*  h  c  — 

—  lab 

— H3  abc  — 

+  a  h 

a  c I  ^. 


Le  fécond  produit  eft  — f  3  a  b^c  — h  a  b^  — V^^bc — Yéc 

-  14. 

Je  fais  une  fomme  de  ces  deux  produits  ,  abrégeant 
rexprcflîonpar  l'addition  &  la  fouftradiondes  grandeurs 
femblables. 

Premier  produit . .—  zab^c^zab^'^^Abc^zAb 
Second  produit .  .-H  34^*^^-  ah^'^^bc  ^  -H    de 14 


Somme  abrégée  .  .H-  ab^ c^^ab^^  labc-^-zab^ac — 14 

Ceft  la  valeur  des  produits  de  la  féconde  fradion  ou 
valeur  de  z,  multipliée  par  les  numérateurs  des  deux  au- 
tres fractions. 
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En  quatrième  lieu  ,  je  divife  cette  fomme  par  ^  ^-^  i  dé- 
nominateur commun  de  la  première  Se  de  la  troifiéme 
fraction  qui  a  été  effacée  d'abord  ,  cette  divifion  fe  fait 
comme  il  fuit. 


Bivifeur    \  Dividende 


h 


ah^  t  ««  Xéihe  -4-  )«£= 


XAh  -4^  ti  c  — ^  X «• 


^uotiens 


•    • 


b  c .  • 


Produits ,  refles  dr  nouveaux  Dividendes. 


ab^ c—i  abc.  I^^  produit  à  ôter. 


—  I  ac .. 


-1-54^.. 


o     —  I  abc  :  ^  jab^  i^'.  refte ,   &  z^. 
Dividende. 
......  —  I  abc  H-  I  ac.  2<*. produit  à  ôter. 


o      — laci^jab^  —  xab 
1^.  refte  &  3  me.  produit. 

^3  4^*—  34^, 

3'^c  produit. 


I 


$^^  ref^e ,  —  i4r...o     ^    ab: 
ac 1  a. 

J'abrège  ce  refte ,  retranchant  les  gran- 
deurs femblables  qui  ont  des  flgnes  con- 
traires ,  H—  lac  — '  4  c  s==  o.  ce  qui 
donne  Texpreffion  fimple  du  3^6.  refte , 

4  b  I  a. 


•4-4 


•  .  ■ 


4mc.  produit  à  ôter   -i-  a  b i  4. 


^mc  52  dernier  refte. 


o*  . 


Donc  le  quotient  eft  -+-  abc 4^-1-34^  -4-  a ,  c'eft 


i^o  Analyse   générale, 

lej  numérateur  d'une  fraâion  à  qui  je  donne  le  dénomi- 
nateur de  la  féconde  fraâion  ci-defTus  valeur  de  z,  qui 
cft  3  ^  ^  -i-  i  -H  c  — ^  I ,  &  cette  dernière  fraâionqut 
fuit  eft  la  valeur  des  trois  fradions  précédentes  6c  la  vé* 
ritable  valeur  de^  toute  connue 


îTc+J 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  toute  connue  de  la 
première  inconnue  x  ,  je  fais  une  fbmme  des  valeurs 
toutes  connues  de  Zr  &  de  /  que  je  viens  de  trouver  ;  mais 
comme  elles  font  des  fraâions  qui  ont  le  même  dénomi* 
nateur  commun  ;  il  fuffit  d'ajouter  enfemble  les  numéra- 
teur pour  avoir  leur  fomme 


3^^-H^-Hr— -X. 


3  i^»+-^-+-tf— I. 


or   abc  — —  4 b  •+•  3  ^ ^  •+•  ^* 
&    abc  -+-  ^ab a  c  •+-  ^• 


/omme:=ziabc  -+-  zab  -+•  tac  -f-  za. 


Je  fubftituë  cette  fomme  dans  la  première  valeur  de  x 
mife  à  part  ci-defTus  en  M  qui  eft  x  ==7  •+-  z,  —  4 
en  la  place  des  deux  inconnues  y  jZ^^cc  qui  donne 

zs  b e  -1*  X  il  ^  >-|i  XMC  «-♦-  1  s 


3^^*f-(^  +  r-— t  ^' 


Or  pour  ajouter  dans  une  fomme  l'entier  —4,  avec 
la  fradion,  je  change  cet  entier  en  une  fradidh  de  même 
valeur  en  la  multipliant  par  le  dénominateur  de  la  ftac* 
tion. 
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-34*^  -4*-  ac-^a.      r*h^t'^*ctfrodHÙU 
ffêéuit  "^     .  numerMewr  de  U 


lm  femme  —  i4^rH-4^-+-4r  -H34  fcra  le  numérateur 
de  la  fradion  fuivance  qui  fera  4a  véritable  valeur  de  x 
puifque  le  fécond  membre  de  1  égalité  ne  contient  que 
des  grandeurs  connues,  avec  le  dénominateur  commun 
des  valeurs  de/  &  z, ,  comme  il  fuit. 


Mb  c  -4*  sh 


Aitiû  le  Problème  eft  entièrement  réfolu  en  lettres  , 
puifque  j'ai  trouvé  les  valeurs  des  trois  inconnues. 


^'^  inconnue  x  ==  ~^V  ^f^"^^^-^^^ 


Je   :^^^-.-..,u  .. ^^  *+"   î  *^ —  s  e 


v^.  mconnue/  ==  ^^ 


•• 


3«  inconnue i^=:  ■^'7^1,^7^'^^. 

Réfolution  en  nombres. 

Soit  4a=  10,  i==3l,  rssBj. 

I>onc4^  =  io,  4^r==6o.  3^r  c=a  i8.  ^c  5=2=3tf. 
&:  4r=s  30.  en  fubftituant  ces  nombres  en  la  place  des 
lettres  ,  fai  pour  la  valeur  de  la  première  inconnue  x. 

—  ^0«|«tO>|«;0«f«|0   ^^,   Se*^^0  MM  *0   rn^m    îo» 
Il-Hl      »J|*J—  I  ^m   Xlmmml         mmm   %%  mm     1% 

Donc  X  sb=!  If . 

Anâljfe.  9 


/~- 


i6t  Analyse  cekerale, 

Pour  la  féconde  inconnue  j^ ,  f  ai  par  la  fubfticution 

^ ^o  4*  <o  —  <o  •Jfr  yp  150  —  îo  ^^   100    jo 

•^.  i  «  •*•  X  4*  î  —  I  ""  13  —  I  XI  n 

=  44  «4*  tf . 


Pour  la  troifîéme  inconnue  z. ,  j\il  par  fubdicucion , 

^  ■         ^o -*^  >o  «4*  90  ^   iQ  Kto  —  te  140 7© 

tf^.4.4:?ss:î  6-4- Ai  donc ;i  =  é •+•  n* 


Enfindonc  x==  J7,^=44- A,&^==5tf-H:ï^. 

Remarque.  On  peut  refondre  de  la  même  manière  tous 
les  Problèmes  où  il  y  a  trois  inconnues:  mais  fi  Ton  veut 
trouver  ces  rcfolutions  en  nombres  entiers ,  ce  qui  eft 
plus  élégant ,  c'eft  une  nouvelle  condition  qui  change 
la  nature  du  Problème  ^  car  alors  il  devient  indétermi- 
né ,  puifqu'on  ne  peut  former  dans  ce  cas  autant  d'équa- 
tions qu'il  c  ontienc  d'inconnu&s.  (  Notrs  verrons  dans  le 
livre  fuivant  les  régies  pour  réfoudre  ces  fortes  de  Pro- 
blêmes indétermmeiK  )  )  Mi^  lie»  que  dans  le  cas  pféfeâc 
on  peut  former  autant  d'équations  par  les  conditions 
propofées  qu'il  y  a  d'inconnues,  ce  qui  fait  que  le  Pro- 
blcmfc  propofé  eftdétermihé. 

PROBLEME    XV. 
Pour  trois  grandeurs. 

On  demande  trois  grande  têt  s  inconnues  x ,  y ,  z ,  avec  ces 

conditions. 


1^  Que  la  prenaicrc  x  -^  a  ;3=^  -*-  &• 
2®.  (^c  kl  féconde   y  -4-  a  =;=  x  -+-  h  z^ 
3  o.  Que  la  troifié  me  z.  h-  a  ==  c  x  -H  cy. 


On  fuppofe  que  les  lettres  a^  b^  c  ^  expriment  dcf 
grandeurs  connues  ,  c'eft^  encore  l'exemple  précédent 


Livre     p  remier*;  léfj 

dont  les  opérations  qui  font  dans  le  détail  ci-devant,  font 
abrégées  ici. 

Donc  par  tranfpofîtion  j*ai 
les  trois  premières  égalitez.      Egdittz.  mi/es  à  fart. 

X  ==-4- ^ ±  ArV=/'+'*^ ^■ 


■  ^  • 


Je  compare  la  première  de  ces  valctif  s  de  ^  avec  les 
deux  autres ,  ce  qui  donne  les  trois  égalitez  Suivantes 
que  je  nomme  les  fécondes  égalitez. 

^      j~ j — 

* 

V  ■*"    *7"*  ^""^^  *^'y  ^.,  je  dégage j' dans  ces  deux  éga- 
litez ,&  j'ai^  =  =:ii^±;li±.*  • 


IC 


Je  compare  ces  deux  valeurs  de  / ,  dont  je  forme  ^ 
galité""^^^,'^"^"^"=::  -^**^*"^'*'"  ,  dans  là- 

quelle  dégageant  x.  •,  fai  z.  *««  '■■  ^^,^1^*  j!'/'* 

Je  fubfticuë  cette  valeur  de  x.  dans  la  valeur  de  /  mifir 
à  part  »  -T — — bn-t-Mb-h»  ^  i'abrége  enfuite  la  valeur  trou> 

vce  par  la  fubftitution,  &  je  trouve/  =s    ^^^  4,  ^  4, 'H^i  ^ 

Enfuite  je  fubftituc  les  valeurs  toutes  connues  que  je 

viens  de  trouver  de  z.  icàcy  dans  Téquation  mife  apatt 

X  =  V  -+-  z,  —  a  y  je  trouve  par  la  futrftitution  iwic 

grandeur  trcs-compo(ée  ,  &  après  Tavoir  abrégée ,  je 

trouve  enfin  x ^-^^ 


^€  fh^  +  c  — 1 


».. 


1^4  Analyse    générale. 

Le  Problème  eftrcfolu,  &  les  valeurs  des  trois  incoo- 
nues  font 


Mbc  —  sb  -f-  %MC  'i^  M 

Pour  réfoudre  en  nombres  ce  Problème ,  fi  je  fuppofe 
4  =  io,^  =  z,^==3,fauraix=77,/===4  i^  ^ 


1 1 


PROBLEME     XV  L 
Pour  quatre  inconnues. 

TrPMver  quatre  grandeurs  inconnues  v ,  x ,  y ,  z,  avec  ces 

conditions. 

1^.  Que  la  fomme  compofée  des  trois  premières  in- 
connues foit  égaie  à  la  fomme  de  la  quatrième  ajoutée  à 
une  première  grandeur  connue  a. 

xo.  Que  la  fomme  compofôe  de  la  première  grandeur^ 
de  la  féconde  &:.de  la  quatrième ,  foit  égale  à  la  fomme 
compofce  de  la  troifiéme/  &  d'une  féconde  grandeur  con- 
nue b. 

3^.  Que  la  fomme  compofée  de  la  première ,  de  la  troî-' 
fîème  &  de  la  quatrième,  foit  égale  à  la  fomme  compo- 
fée de  là  féconde  x  y  &c  d'une  troifième  grandeur  con- 
nue c. 

40.  Que  la  fomme  compofce  des  trois  dernières  incon- 
nues (bit  égale  à  la  fomme  compolee  de  i; ,  &  d'une  qua- 
trième grandeur  connue  d. 

i^.  Par  les  conditions  du  Problème  j'ai  les  quatre  prr* 
mières  égalités  fuivantes. 


Livre     premier.  i6j 

Premières  égalitez, 


1^  V   - 

+-*•   - 

4-jr  = 

=  fc  - 

■H  -». 

a.o.  v  - 

t-  Jf  - 

4-  x.t= 

='J'  -^ 

H^. 

f.v^ 

H7  H 

r 

=  X   * 

ï-  c. 

4**.  X  H 

HJ'  -t 

-  z. 

=  «  -f 

-  ^. 

X^/  premières  égatitez,  mi/es  à  fart. 

A   ...   0/  ==:    Zm  *—  X  — ■  J' 

B  .  .  .  ift  ==3 1^ 4  -4-  ^. 

C  .  .  •  1 JK»  ==  i  X ^  -+-  c. 


z^  Je  prends  la  valeur  de  Tune  ôu  Tautre  de  ces  in- 
connues dans  Tune  des  premières  égalicez  ;  dans  cet 
exemple  je  prends  la  valeur  de  v  dans  la  première  éga- 
lité V  Hh-  X  -+-^=;&  -H  4,  j'ai  par  cranfpoficion  v 


X  — /  -H  ^  9  c'eft  une  valeur  de  x  que  j'écris  à  parc 

vers  A. 

50.  Je  fufticuë  cette  valeiif  de  v  dans  les  crois  autres 

cgalicez ,  dans  la  féconde  v  -t-  x  -+-  z*  =«=/  -+-  b  ,  j'ai 

jiar  fubfticution X  HK  «»  -H  x, x— ^  -4-  a^n^s^y  -4-  ^^ 

<^par  addicion  &  fouftraâion  2  z. y  -+-  a:=t=y  H-  ^, 

^^  par  cranfpoficion  i  Zr zy  -i-  a=ib ,  &  encore  par 

vranfpofîcion  i  z,  =  ij 4  -4-  ^  ;  c'eft  la  première 

«les  fécondes  égalicez  ^que^  j'écris  à  parc  vers  B  ci-deflfus^ 
9<  récris  encore  ci-defTous  vers  D. 

Secondes  égalitez»  abrégées. 

.  ^     %  X»  =al  ^. — *  a 

X  y  e==  1  x 4  -i-  r 

•  r  • 
#     /// 


•     .    •       * 


«         • 


1 


i6é  Analyse    générale. 

Dans  la  croifiémc  des  premières  cgalitez  a;  -+•> 

X  -4-  c  y  j*ai  par  fubftitution  7  -f-  x,  -f-  z,  —  x j^ 

4=  AT  H-  c ,  Sf  par  addition  yfouftraûiori  &  tranC- 
po(inon,}'ai  iz,*^ — ^  iat  -+-4==f  ,ou  ij&  =  iAr — ^4 
-H  r,c'eft  la  fecomle  des  fécondes égatitez abrégées  que 
j'écris  vers  E. 

Dans  la  quatrième  des  premières  égalitez  x  -+-7  -+-  z, 
V  -4-  dy  je  fubflriiuc  la  première  valeur  dc^iz/la  fubfti- 


tution donne  A-  -4-7  -+-«r=^-+-»-— x— 7 -f-  4, 
par  tranfpofitiôa ,  addition  &  fouftrailion ,  j*ai  1  at  -+-  zjf 
: — -:  a  -+-  ^,  c'ed  la  croifiémc  des  fécondes  égalitez  abré- 
gées que  }*écris  vers  F. 


que  j'écris  à  part  cî-deffus  vers  B. 

59^  Je  fubftiicuë  cette  valeur  éo  z^  dans  les  autres  des 
^onàffs  égaltcez  «brégées  oà  elie  fe  trouve,  comme  ici 
dftos  b^ ieçoa4c<  v«a  £.  «  ..  z.9u  tc^f^x^**-^  4  h?^  c ,  kt 

fubftîtatÎQa  ddÛli^   V  ^'"^  ^  -+r  A  -^=r—  Z.;^  -f-   él  tssaep  r , 

cko^  kiquoUe  )'ef  ace  -r-r-  4  t^  ^qm  ib  détmfenc  pat  des 

(ignés  contraires,  &  )'ai  x^  -+-  i 1  x  ==  r.  c'teft  bi 

preouéce  des  troifiéioes  égalitez  abrégées  que  j'écris 
QiT4ç(&u^  v^^M  G  >  <(  j*4ctis^  au-dei&us  itecs  H ,.  ki  troi- 
4îa;if4^&fisco»4es.égaliKex  qui^eaÇ»  où  FinconnuëA 
i)Q  fisfcrpuve  poû^ ,  ce  quî  doaae  pouc  les.troîiiémeiégaU- 
tn  abrogées.  lc$  deux  iu^vanfes. 

Tfoifitmes  égalitez,  abrégées. 

G  .  .   .   ty  HH  b  ' .  z  ^5F^r, 

H  •  •  .  1  X  -+-  z  y  s==  4  H-  d. 

6^.  Je  prends  la  valeur  d'une  inconnue  de  Tune  de 
CCS  troifiémes  égalitez  abrégées  ,  ic^  je  prends  la  pre- 
mière vers  G.  z  y  *f-  b  —  1  x  =3  c ,  j'ai  par  tranfpo- 
fition  iysss=s  X  x  r— -  b  -4*  c ,  c'eft  une  valeur  de  xj^  que 


Livre    premier.  ig^ 

j'écris  vers  C  entre  les  premières  égalitez  mifcs  à  part. 

7^.  Je  fabfticuë  cette  valeur  de  xj  dans  la  dernière 
des  fécondes  égtUtet  abrégées  vers  v.  %x  *4-  ij^  rim»  à 
d.  La  fubftitution  donne  2  x  — f  %  x  — -  b  — t  c  -- — -  4 

d,  j'ai  par  tranfpofîcion  &  addition  4  jcs=s  ^ ^ 

a  — f  ^ ,  dont  le  fécond  membre  ne  contient  que  des 
grandeurs  connues. 

Pour  dégager  Tinconnuë  x  dans  le  premiei:  membre, 

je  divi(c  tout  pat  4  ,  ce  qui  donne  x  &=«  ^:=ridziL+£ 

c'eft  la  valeur  de  x  trouvée  en  nombres  connus. 

8^.  Enfuite  je  reprends  les  égalitez  mifcs  à  parr  vers 
A  ,  B ,  C ,  dans  lefquelles  je  fubftituë  cette  valeur  de  x 
pour  la  faire  évanotiir  &  trouver  par  foh  moïen  la  valeur 
des  autres  inconnues ,  comme  il  fuir. 

Je  prends  Tcgalité  mife  à  part  vers  C.  zj  aE*=sa  t  x  — -  i 
^  c  qui  n'a  que  deux  inconnues  x  &  J"  >  la  fubftitution 

chaflfe  1 X  &  donne  ly  ==s^^^       ^»   ..  ^ -j- r. 

poiir  réduire  le  fécond  membre  à  une  expreiïion  plus 

ÎHnple ,  je  réduis  les  entiers  —  im^^c  à  une  fraâion  de 

même  valeur  qui  ait  le  dénominateur  commun  r  ,  c'eft 

^^'^'-^  qu'il  faut  fouftraire  de  la  fraûion  précédente, 


le  refte  eft  irzidtidb^ce  qui  donne  ij 

endiite  je  divife  tout  par  z  pour  dégager  Tinconnuë ,  & 

j'ai  j^  —=s^i=ttf±:é  ^  c>eft  Y^  valeur  de^  trouvée.         ^ 

Je  fubftituë  cette  valeur  de^  dans  Tégalité  mife  à  part 

en  B,  c'eft  iz,r==%y a^b  ,1a  fubftitution  donne 

2  z,  =5 ^     h^e^^d a^b\  j*abrége  ce  fécond mem , 

bre  en  ôtant  par  fouftraftion  la  partie  de  ht  fraéHon 

-^' —  des  entiers  exprimez  par  les  mêmes  lettres a 


mmmmm 


^  i ,  Icrelte  ■■■-  ■   ■-  ,  donne  x  y 


16$  Analyse   genejlale, 

pour  dégager  rinconnnuë  Je  divife  tout  par  x,  en  muU 
tiplianc  feulement  le  dénominateur  ixx  =  4 ,  ce  qui 

donne  z,  ==  — ^ "^^        ,  c'eft  la  valeur  de  z  toute 

connue. 

Enfin  je  fubftituc  les  valeurs  entièrement  connues  que 
je  viens  de  trouver  des  trois  inconnues  aTjJ'  yZ  dans  la 
première  des  égalitez  mifes  à  part  vers  A  ,  qui  eft 
v=z, X /-H  a  ,  la  fubftitution  donne 

] — a^^b-^c^d t  —  c^M^d  a.^b^'e^d 

'^  4  4  •        4  ■ 

^  a. 

Pour  abréger  ce  fécond  membre ,  je  réduis  Tentier  ^  4 
dans  une  fradion  de  même  valeur  en  le  multipliant  par 
le  dénominateur  4,  qui  fera  auffi  fon  dénomin^eur  aioiî 

~.  ainfi  le  (ccond  membre  eft 

4 

^.^M^h^c^d  h c^S'+'d  a^—'imJ^e^d  44 


4         ^       .  4  4  4« 

Pour  le  réduire  à  fa  plus  fimple  expreffion ,  j'eflFacc  par- 
tout le  dénominateur  4  qui  eft  commun  à  toutes  ces  frac* 
tions  ;  je  fais  enfuîte  une  fomme  des  numérateurs  pofi- 
tifs  ou  procédez  du  figne-H>  &une  féconde  fomme  des 
numérateurs  négatifs  ou  procédez  du  fîgne-— - 


^  ^«4  a 
*Somme4- ^a  ^  h  ^c  ^  d 
^  a  —  ^^-r-+-  d 


Somme + ta       o     o^td.    des  numérateurs  négacifi«. 

Delà  fomme  des  pofitifs        ^^  a^im^mc^   d. 
}'ôte  la  fomme  des  négatifs^ —  ^%à     o    o  h«  xd. 
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Rcfte    ^la  Jimt^c-—J. 

Ce  rcfte  cft  la  valeur  de  rinconnuc  v  réduite  à  la  plus 
fimple  expreflion,  en  lui  donnant  le  dénominateur  com- 
mun 4.  c'eft  V = f  +  Hhjf;^ 

Le  Problème  cft  entièrement  réfolu ,  puif qu'on  a  trou- 
ve les  valeurs  des  quatre  inconnues  v^x^y  yX,^ qui  font 
les  quatre  cgalitcz  fuivantes. 


X 

y 


u 


4 


4 


4t 


Soit  4  =  4.^  ==:8.r==:  lé.  ^c=S=14. 

On  aura  par  fubftitution 

Xs=:I3 1^:==: 3. 

7=13 8  =  y 

II  cft  facile  de  refoudre  ce  Problème  en  nombres ,  en 
déterminant  les  valeurs  des  quatre  lettres  connues  a^b^c^d^ 
&fubftituant  leurs  valeurs  dans  les  quatre  égalitcz  trou- 
vées pour  les  valeurs  des  inconnues. 

AVIS. 

Comme  cet  exemple  cft  aftez  compofe  y  les  commen- 
çans  y  trouveront  le  détail  des  opérations  qui  les  accou* 
nimcront  peu  à  peu  à  mettre  en  pratique  les  règles  du 
Andjfc.  f 


170  Analyse    générale, 

calcul  dans  les  occadons  ,  &  comme  on  peut  rcfoudre 
les  Problèmes  par  des  voycs  différentes ,  nous  réfoudrons . 
encore  celui-ci  par  deux  autres  Méthodes  afin  d'exciter 
la  fagacité ,  &  nous  réduirons  en  forme  de  règle  chacune 
de  ces  Méthodes  après  Topération ,  &:  les  régies  quoique 
réduites  en  peu  de  mots  feront  plus  aifée  à  concevoir  , 
fî  Ton  pofféde  le  détail  de  l'opération  qui  la  précède. 

REGLE.        PREMIERE    METHODE. 

Cette  Régie  exprime  ce  qui  cft  contenu  en  détail  dans 
la  réfolution  du  16^.  Problème. 

i®.  3 'écris  autant  d'égalitez  qu'il  y  a  de  rapports 
connus  dans  le  Problême  entre  les  grandeurs  connues 
&  les  inconnues  ,  &  je  les  nomme  les  premières  égali- 
tez. 

2^^.  récris  à  part  vers  A  une  de  ces  premières  égalî- 
trz  qui  donnne  par  tranfpofition  la  valeur  d'une  des  ii> 
connës ,  enfuite  je  fubftituc  cette  valeur  de  Tune  des  in* 
connues  dans  les  autres  premières  égalitez  où  fc  trouve 
la  même  inconnue  ,  alors  cette  inconnue  ne  s'y  trouve 
plus.  J'écris  à  part  vers  D  ,  ces  nouvelles  égalitez  abré- 
gées, avec  lefquelles  j'écris  les  égalitez  où  cette  même 
inconnue  n'étoit  pas,  s'il  s'en  trouve  quelqttes-unes. 

30.  Entre  cçs  fécondes  égalitez  abrégées  vers  D,j'en 
prends  une  qui  me  donne  la  valeur  d'une  inconnue 
qu'elle  contient ,  maïs  différente  de  la  première  incon- 
nue  qui  a  éré  évanouie  dans  l'opération  précédente.  Je 
fubftituë  cette  valeur  dans  les  fécondes  égalitez  abré- 
gées où  elle  fe  trouve,  ce  qui  donne  des  troifiém,cs  éga- 
litez abrégées ,  où  cette  féconde  inconnue  ne  fe  trouve 
plus. 

J'écris  à  part  vers  G  ces  troîfîémes  égalitez  abrégées, 
je  les  nomme  abrégées  (  car  par  la  fubftitution  il  fe  trouve 
fouvent  des  expreffions  compofces  qu'il  faut  abréger  pour 
la  réduire  aux  moindres  termes  ou  à  la  p^os  fiaiple  ex^ 
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predlon^ }  U  s'il  y  a  quelque  égalité  où  cette  inconnue 
ne  (bit  point  je  l'écris  au-deflbus. 

4"^.  Après  avoir  dégagé  de  fuite  par  cette  Méthode 
toutes  les  inconnues  excepté  la  première ,  dont  j'ai  d Sa- 
bord trouvé  une  valeur  par  une  égalité ,  dont  le  fécond 
membre  contient  encore  d'autres  inconnues  Je  reprends 
dans  un  ordre  contraire  toutes  les  égalitez  mifes  à  part, 
èc  j'en  chafTe  les  inconnues  en  fubftitiiant  à  leur  place 
leurs  valeurs  trouvées  par  les  opérations  précédentes  , 
&  j'ai  foin  dans  chaque  fubftitution  d'abréger  l'cxprelfioA 
pour  la  rendre  plus  iimple;  par  ce  moyen  je  rrpuved'a*^ 
bord  une  égalité  dont  le  fécond  membre  eft  compofé 
feulement  de  grandeurs  connues ,  c'efl:  une  valeur  exaâe 
de  l'inconnue  qui  eft  feule  dans  le  premier  membre ,  la 
fubftitution  me  donne  de  même  fuccelfivemept  la  valeur 
de  toutes  les  autres  inconnues  ^  ce  qui  donne  la  réfolution 
du  Problême. 

SECONDE    METHODE. 

Foiàr  refondre  U  même  Problème .j6^.  quicontieftf  quatre 

grandeurs  mconnues» 

i^.  Je  forme  les  quatre  premières  égalitez  pour  les 

3uatre  grandeurs  inconnues  a; ,  x  ,7  ^  Zr  ^  fuivant  les  con 
irions  du  Problême. 

Fremiéres  égalitez,. 


V  -H  a;  h-  z,  =y  -4-  b 

V  -+-  j  -+-  z,  5==  X  -ir  c 
X  H-  jt  -+-  z,  ==  V  -H  d. 
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Bgalitez,  mi/ès  a  part. 

A    .    .    .     V  £==   z»  - —  X  — J' 

B     .    .    .2a  ==  zy  — -  b a 

C     .    .    .IX  ==  %y  -H  ^  — —  ^ 


z^.  Je  prends  toutes  les  valeurs  d'une  même  inconnue 
choifie  à  volonté,  comme  ici  v ,  dans  toutes  les  premières 
cgalitez  où  elle  fe  trouve  ,  &  j'en  écris  une  a  part  ci- 
deflus  vers  A.  Or  dans  cet^exemple  toutes  les  valeurs  de 
V  fe  trouvent  par  la  feule  tranfpoiîtion  ^  comme  il  fuit. 

Les  différentes  valeurs  de  v. 


V  =!  X»  -^-  a  — —  X y 

V  ==  j'  •+*  h  —  X  — —  z, 

v  ==s  ^  —  ^  — —  z. 

3  <).  Pour  comparer  enfemble  ces  différentes  valeurs  de 

V  qui  font  égales  ^  je  les  prends  deux  à  deux  que  je  joints 
par  le  fignejd'égalité,  ce  qui  donne  les  trois  cgalitez  fui* 
vantes. 


p-^- 

—  X  — 

-/  = 

='J'H 

h*- 

—  X  — 

—  * 

/H 

—  X  — 

• 

=rX- 

i-    f- 

-y- 

—  Z, 

X  - 

t-f- 

—y- 

—  &  = 

=  </- 

— ^— . 

—  £ 

Je  les  réduis  à  leur  plus  (Impie  expreflion  par  tranf- 
pofition  &  par  addition  pour  avoir  ks  fécondes  égalitez 
abrégées  qui  fuivent. 
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Secondes  égalitez.  abrégées. 


Comme  ces  trois  égalitez  abrégées  contiennent  toutes 
les  autres  inconnues  ,  excepté  la  première  qui  eft  1/  , 
elles  Aiffifent  pour  réfoudre  le  Problème  ,  &  toutes  les 
autres  égalitez  qu*on  pourroit  former  fur  les  autres  valeurs 
de  V  font  inutiles. 

4^.  Dans  ces  fécondes  égalitez  abrégées  ,  je  prends 
toutes  les  valeurs  d'une  même  inconnue  comme  de  z,  y 
dans  les  égalitez  où  elle  fe  rencontre,  j'ai  donc  ces  deux 
égalitez. 

ZZj=^  ZX 

récris  une  de  ces  dernières  égalitez  à  part  vers  B. 

le  compare  eniemble  ces  deux  valeurs  de  z.  ;  c*eft-à 
<lire  je  forme  de  leurs  féconds  termes  une  égalité  abré- 
gée ix ^y=='  ^  "~^^j  ^*^^  ^^  première  des  troi- 

G,émc^  égalitez  abrégées ,  à  laquelle  j'ajoute  celles  des  fé- 
condes égalitez  ou  z.  ne  fc  trouve  point. 

Troifiémés  égalitez,  abrégées. 

z  X zjf  ==  b  — -^ 

zx  -I-  z  j  ==2  a  -+-  d 


jo.  Je  dégage  l'inconnue  x  dans  ces  deux  dernières 
çgalitcz ,  ce  qui  me  donne  pour  z  x  deux  valeurs  diffé- 
rentes. 

•  •  • 
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i,v  =  L y  -+-  b c.    Ec  2  x=  /i  -+-  d ^y. 

J'écris  à  part  une  de  ces  égalitcz  vers  C  ,  enfuite  je 
forme  une  égalité  de  ces  deux  valeurs  de  i  x ,  je  les  abrè- 
ge en  les  réduifancà  leur  plus  fîmple  expreffion,  &  j'ai 
4 y :  a  — -  b^  c^d  j  où  il  n'y  a  qu'une  feule  incon- 
nue dans  le  premier  membre  ,  je  dégage  l'inconnue  cii 

divifanr  tout  par  4  ,  ce  qui  donne  y  =  ^      *'^^*i:i* 

c'eft  la  valeur  de^  toute  connue. 

6^.  Je  fubftituë  cette  valeur  de^  dans  les  égalicez  miies 
à  part  vers  A  ,  B  ,  G  ,  pour  avoir  les  valeurs  des  crois 
autres  inconnues  x ,  ^ ,  ^' ,  comme  il  fuit. 

Dans  l'égalité  mife  à  parc  vers  C.  %x=i  ty^  h r, 

puifque^  cÂ  multipliée  par  i,  je  multiplie  fa  valeur  par 
t ,  c'cft  ^  — ^H-^-4-rf  ce  qui  donne  2 x  =  ^— ^-^^-^^ 

-f-  h c  y  il  faut  réduire  ce  fécond  membre  à  fa  plus 

fimple  expreffion  en  ôtant  par  addition  ou  par  fouftrac-* 

tion  des  entiers  -+-  b c  la  fraûion  femblable       ^"^^  •  le 

X  ' 

rcfte  eft  ^^^^^—^ — •  donc  ^  x  ^^~ — '  &  divifanc  tout  par  i 
pour  dégager  l'inconnue x,j*ai  x  ==  "^^     "^'^ 

De  même  fubftitUant  la  valeur  de  i^  dans  régalitc 
mife  à  part  vers  B  .  ,  tz,  =  ty  ^h ^J'ai 

1 2.  ==  ^ h  b  —  a ,  je  réduis  ce  fecoadmem- 

bre  à  fa  plus  fimple  expreffion  comme  ci-deffiis  ,  puif- 
quc  les  leccrcs  a  icbk  trouvent  dans  les  entiers  &  dans 
la  fra£lion,ce  qui  donne  ^  « — M^b-^-c-^-j 

Je  dégage  l'inconnue  2,  en  multipliant  le  dénomina- 
teur IX  1=4  ,  ce  qui  eft  une  véritable  divifion  qui 
donne  z.  =  —"  —  l'-hc-^d 

4 

Pareillement  en  fubftiiuant  la  valeur  trouvée  des  trois 
inconnues  X.,  x  y  y  dans  la  première  des  égalitez  mifcs 
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à  part  vers  h.  .v  ^=  z> .v y^  à  ^  la  fubftirutîon 

donner;  =r=l±±±S±à .^h-c^i_jir^^c^i 

4  4  4 

Pour  réduire  ce  fécond  membre  à  fa  plus  fimplc  cx- 
preffion  de  rentier  -f- 4 ,  je  fais  une  fraâiondcmême  va- 
leur qui  a  le  dénominateur   commun  4  ,  c'cft  ^  — 

de  la  (brte  ce  fécond  membre  ne  contient  que  des  frac- 
tions qui  ont  toutes  le  même  dénominateur  commun, 
j'efface  &  }*opére  fur  les  feuls  numérateurs  dont  je  cher- 
che la  (bmme. 

Numerattms  (Us  fra^Uns  fofitivts. 
44 

4  -H-  b  -4-  c  -♦-  d 


Somme  —h  3  4 


Numérateurs  des  fraSiions  négatives. 

4  H—  h c  -+-    d 

a h  -+-  c  —H     d 


»i 


14 


^d 


Delà  première  fomme  -4-  3  4  -f-  h  -t-  r  -H     ^/ 
rotcla(èconde(bmme  -+-  i4         o        o  -+-  %  d 


Rcfte       .^  a^'^-'h  -^  c d 

Ce  rcfte  cft  le  numérateur  ,  Ton  dénominateur  eft  4 
dénominateur  commun ,  ce  qui  donne  la  valeur  de  v  , 
^-^'  —  ^  ^  le  Problème  cft  entièrement  réfolu. 
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Les  valeurs  des  quatre  grandeur  sinconnuésfont. 


1/ 


y 


4 

4 
4 


^/i  nêtnbres. 
Soit  4==  4.  ^  ==3  8.  ^«=1^.  d^sssi  24« 
La  rubfticucion  donnera 
v  ==  15. 

X==I3 Itf ;  3 

j^=i3 8  =  j 

2.  ==5 13 4  =  5 

iî/f/^  abrégée  four  la  féconde  Méthode. 

1°.  Je  prends  toutes  les  valeurs  d'une  même  inconnue 
dans  toutes  celles  des  premières  égalitez  où  elle  fe  trouve, 
&  j*en  écris  une  à  part  vers  A. 

1°.  Je  compare  toutes  ces  valeurs  deux  à  deux ,  en  for- 
mant de  chacune  un  membre  d'une  nouvelle  égalité  , 
î*ai  par  ce  moïen  les  fécondes  égalitez  où  cette  incon- 
nue ne  fe  trouve  plus ,  &  j'y  ajoute  les  égalitez  où  elle 
n'étoit  point  s'il  y  en  a. 

30.  J'opère  fur  les  fécondes  égalitez  comme  j'ai  fait 
fur  les  premières  pour  en  chaflcr  une  féconde  inconnue, 
&  je  continue  de  la  forte  jufqu'à  ce  que  je  trouve  une 
égalité  où  il  n'y  ait  qu'une  feule  inconnue. 

4^-  Je  prends  la  valeur  de  cette  feule  inconnue  >&  je 

la 


Livre     phemier.  177 

la  fubfticuë  dans  celles  des  Equations  mifes  à  part  où  elle 
fe  trouve  avec  une  feule  autre  inconnue  que  je  fais  éva- 
noûir  par  ce  moyen.  Je  continue  de  même  jufqu'à  ce  que 
j*aye  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues. 

Enfin  pour  réduire  cette  régie  en  peu  de  mpts  i  il  fuffit 
de  trouver  la  valeur  d'une  inconnue ,  la  fubfliituer  où  cette 
inconnue  fe  trouve  feule  avec  une  féconde  inconnue  s 
on  aura  par  ce  moyen  la  valeur  de  la  féconde  inconnue. 

De  même  fubftitaant  les  valeurs  de  la  première  &  de 
la  féconde  inconnue  dans  une  égalité  où  elles  fe  trou- 
vent avec  une  troifiéme,  on  aura  la  valeur  de  latroifîéme 
inconnue  ;  continuant  ainfî  on  trouvera  les  valeurs  de 
toutes  les  inconnues. 

TROISIFME   METHODE 

Four  rêf9udr€  le  même  Problème  1 6^.  où  il  y  a  quatre 

grandeurs  inconnues . 

Quelque  fois  on  trouve  facilement  par  la  tranfpofition 
DU  par  une  autre  préparation  fimple  la  valeur  toute  con« 
nuë  de  chacune  des  inconnues ,  enfuite  foit  en  ajoutant 
iculement  enfemble ,  ou  deux ,  ou  plufieurs  valeurs  d'une 
mên^e  inconnue  prifês  dans  les  premières  égalitez  ,  (bit 
en  -âtant  par  fouftradion  une  valeur  d'une  autre ,  ou  plu- 
(leurs  valeurs  de  la  même  répétée  autant  de  fois  dans  l'un 
des  membres,  qu'il  y  a  de  valeurs  différentes  dans  l'autre 
membre. 

lo.  Dans  cet  exemple ,  j'ai  par  les  conditions  du  Pro*» 
blême  les  quatre  premières  égalitez  fuivantes, 


Analyfe.  q 


178  Analyse    générale, 

Premières  êgditez»  formé  es  far  les  conditions  du  Problème. 


De  ces  premières  égalicez  ,  je  tire  par  tranfpofition 
toutes  les  valeurs  de  la  première  inconnue  dont  je  forme 
une  colonne  pour  en  avoir  une  fomme  •  je  fais  la  même 
chofe  pour  chacune  des  quatre  inconnues ,  ce  qui  me 
donne  quatre  fommes ,  comme  il  fuit. 

Valeurs  de  v. 

V  s==^  — —  X  — —  z,  Hh-  h 

V  ==  X  ^  z  -+-  c 


Somme  abrégée. 


4V 


Valeur  de  x  divifant  tout  par  4. 
j  ai  V  ==  - 
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Valeurs  de  y. 


V  X 

V  -H  AT 
X  -—  V 
"^  X  Jt  .+.  d 


Somme  abrégée. 

4J  =^éi i  Ht  c  '^d 

Donc  divifanc  tout  par  4 ,  j'ai 


m  —  ù 


Ccft  la  valeur  dc^. 


Valeurs  de  x. 
X  ==s  z,  —  V  —-y  -+-  4 

AT  s==a^  V  ;j^.^^  ^ 

AT  ==/  -t-  -t;  Hh-  »  r 

^==— J^-t-V Zs    -+-  ^ 


Somme  abrégée. 
4  X  ==:  4 


Valeurs  de  x. 
Divifant  tout  par  4. 


9^] 
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Valeurs  de  z. 


z,  ^=  y  —  V  —  X  -H  h 

z,  ==  X  *z;  y  -+-   c 

z,  ==  V X y  —H   d 


4^ 


Somme  abrégée. 


Donc  divifanc  tout  par  4,  j'ai 


4 
C'cft  la  valeur  de  z. 


Les  quatre  valeurs  de  chacune  des  inconnues  contien- 
nent les  autres  inconnues  qui  fe  détruifent  par  des  (îgnes 
contraires ,  c'eft  pourquoi  elles  ne  paroifTent  point  dans 
la  fbmfnc  qui  fe  trouve  compofee  des  feules  grandeurs 
connues  dans  Ton  fécond  terme  ,  ce  qui  donne  .la  véri- 
table valeur  de  l'inconnue ,  ainfi  ces  quatre  fommes  don- 
nent la  valeur  des  quatre  inconnues  &  une  parfaite  fb-* 
lution  du  Problême  ;  il  eft  facile  d'avoir  la  même  (blu- 
tion  en  nombres  y  il  fuffit  de  fubftitiier  en  la  place  de 
ces  lettres  connues  leurs  valeurs. 

Remarque  première^ 

On  trouve  toujours  en  lettres  connues  la  valeur 
de  chacune  des  inconnues  ,  en  joignant  dans  une  fom« 
me  toutes  Ces  valeurs  trouvées  par  fîmple  «anfpofition  ; 
on  l'a  trouvée  par  ce  moïen  dans  cet  exemple  ^  parce 
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qu  entre  les  quatre  valeurs  de  chacune  des  inconnues  j 
par  exemple  dans  les  valeurs  de  x ,  les  trois  autres  in- 
connues s'y  trouvent  autant  de  fois  avec  le  figne  ^  Se 

autant  de  fois  avec  le  figne ,  ce  qui  fait  que  les  trois 

autres  inconnues  fe  décruifent  par  des  fignes  contraires^ 
ic  difparoiflent  dans  le  fécond  membre  de  la  fomme  qui 
ne  contient  que  des  grandeurs  connues. 

Dans  tout  autre  cas  où  cela  ne  fe  peut  faire,  il  faut 

prendre  d'un  côte  une  valeur  répétée  deux  fois ,  &  d*un 

autre  côté  deux  autres  valeurs  ,  pour  les  comparer  en- 

femble  en  formant  une  égalité  dans  laquelle  toutes  les 

inconnues ,  excepté  une  feule  puiffent  fe  détruire  par  des 

iignes  contraires^  ce  qui  donnera  la  valeur  de  cette  in* 

connue  reftante  ;  enfuite  opérant  de  même  &  fuftituant 

cette  valeur  en  la  place  de  fon  inconnue  ,  on  trouvera  la 

valeur  d'une  féconde  inconnue  ,  &  continuant  par  fubfti* 

nation  ,   on  trouvera  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues 

propofôes^  &  par  con(equent  la  réfolution  du  Problème. 

Remarque  féconde. 

Si  en  comparant  plufieurs  valeurs  d'une  même  incon^ 
xiuë,on  met  une  de  fes  valeurs  dans  les  deux  membres 
d'une  égalité ,  on  la  mettra  dans  le  fécond  membre  avec 
des  fignes  contraires  à  ceux  qu'elle  a  dans  le  premier 
membre  pour  conferver  l'égalité. 

Remarque  troijiéme. 

Lorfqu'on  n'a  pu  former  par  les  conditions  du  Pro- 
blème autant  de  premières  égalitez  qu'il  y  a  d'inconnues , 
alors  le  Problême  eft  indéterminé ,  &  c'eft  une  marque 
qu'il  a  plufieurs  réfblutions ,  il  peut  même  en  avoir  une 
infinité  ;  c'eft  ce  que  nous  expliquerons  en  fon  lieu. 

Au  contraire  lorfqu'on  a  forme  fui vant  les  conditions 
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do  Problème  plus  d'cgalitcz  qu'il  n'y  a  d'inconnues  , 
alors  il  y  a  de  Tare  à  choifîr  entre  les  valeur^  celles 
qui  étant  fubdituées  ne  tombent  pas  dans  TimpolEble. 
Ce  font  des  Problêmes  plus  que  déterminez  dont  nous 
traiterons  ci-après. 

Remarque  quAtriemî. 

Pour  abréger  la  réfolucion  des  Problêmes  >  on  feferc 
de  quelques-uns  des  rapports  connus  entre  les  grandeurs 
pour  diminuer  le  nombre  des  inconnues ,  ce  qui  dimit» 
nuë  le  nombre  des  égalitez. 

On  fe  fert  aufli  des  propriétez  des  iignes  &:  des  fi* 
gures  de  la  géométrie. 


SECTION    DEUXIFME. 

Des  Problèmes  déterminez  de  tous  les  degrcz. 

Ou  des  EquMtions  compofées  de  tous  les 
*    degrez»  à  l'infini. 

DAns  cette  fcâion  j'explique  Torigine  &  les  principes 
des  Equations.  !<>.  Comment  les  Problèmes  déter* 
mmexquiferéduifent  à  une  feule  inconnue  donnent  des 
équations  compofées  de  tous  les  degrez  à  Tinfini. 

io.  Je  donne  la  manière  la  plus  fimple  &  la  plus  na- 
torelle  de  former  les  équations  pour  connoître  mieux  la 
nature  de  leurs  racines  ^  5c  les  trouver  avec  plus  de  fa«» 
cilité. 

3  o.  J'explique  dans  le  détail  les  équations  ,  &  toutes 
leurs  parties. 

4^.  Je  dcmne  les  moïens  de  préparer  les  équationi^ou 
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de  les  réduire  à  la  forme  la  plus  fimple  ic  la  plus  commode 
pour  les  réfoudre. 

y°.  J'explique  en  quoi  confiftc  en  général  la  réfolutioa 
des  Equations. 

x^.  DE  L'ORIGINE  DES  EQUATIONS, 

Ou  cpmment  les  Problêmes  déterminez,  frodutfent  Us 
Equations  de  tous  les  degrez»  à  l'infni. 

Définition.  Les  Problèmes  déterminez  font  ceuxqui 
fe  rcduifent  à  une  feule  égalité  dans  laquelle  il  n'y  a 
qu'une  feule  inconnue. 

Si  cette  inconnue  eft  au  premier  degré  comme  x  ==  a^ 
alors  cette  équation  eft  du  premier  degré ,  &  elle  eft  ré- 
folué ,  puifque  a  eft  une  grandeur  connue  ^  donc  x  qui 
lui  eft  cgal  eft  connue  aufli. 

Mais  (i  en  pratiquant  les  régies  expliquées  dans  la  fec- 
tion  précédente  pour  réfoudre  un  Problème  ,  il  fe  ré- 
duit à  deux  ou  trois  égalitez  ,  où  il  n'y  a  à  la  vérité 
qu'une  feule  inconnue  ^  mais  élevée  à  diâér ens  degrez^ 
par  exemple  ;  je  fuppofc  que  pour  réfoudre  un  Problê- 
jne  propofé  dont  les  conditions  donnent  autant  de  rap- 
j)orts  que  de  grandeurs  inconnues ,  ce  qui  le  rend  déter- 
-^niné ,  j'ai  formé  les  premières  égalitez  fut  lefquelies  j'ai 
JÉbrmé  les  premières  opérations  néceffaires  pour  faire 
évanouir  tontes  les  inconnues  hors  la  première  x  ,  &  que 
3'ai  trouvé  enfin  le  Problème  réduit  aux  deux  égalitez 
fîiivantes  A  &  B ,  dans  lefquelies  l'inconnue  x  eft  feule  ^ 
xnais  élevée  à  diffèrens  degrez. 

La  première  A  .   .  .  x* y^  ==|^. 

La  féconde  B  .  .  .  -v   -H  3  xy^  =  \  ^, 

i*^.  Pour  réduire  ces  deux  égalitez  à  une  équation 
feule  y  j'ôce  d'abord  les  fraâionsen  élevant  la  première 
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.  N  troi^^^^^  puilFance ,  donc  l'cxpofant   5 

\^^,^inateur  3  de  la  fraftion  du  fécond  mem- 

!-'  '''f]!i!i  donne  YéquztïonC  .  .  .  x^ 5 -^  V-' 

'  *  r»f*^''^"^^^  '^  frndion  de  Tcquation  B,   en  Tc- 
«'■  ;  j^^  Seconde  puiflancc ,  donc  l'expoGinc  zcftégal 
A-»'-|?^^.,iinaceur  2  de  la  fraûion  du  fécond  membre  f  y, 
^^\^i  donne  VèqMZtïonD  .  .  .  x^  ^6x^y  ,+,^  x^y 

i'C  H 

•^.V  J'ôce  réquation  D  de  l'équacion  C,  ce  qui  fe  fait 
..,  changeanc  d'abord  les  fignes  de  cous  les  termes  de 
/cquacion  C  ^  &  les  ajourant  aux  termes  correfpondans 
de  réquation  D,  ce  qui  donne  l'Equation  E. 

4^.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre  de 
réquation  ,  c'eft  3  x  y^^y    =  y^ L,qq ±^^- 

ç^.  J'ajoute  à  cette  racine  la  féconde  équation  ci- 
deflfus  B  .  .  .    x^  -+  3  xy^  =\q.  La  fomme  eft 


Tc.x^-^lx''y^lx'y'^^y'z=L\q^\/^  l^qq i^j 

donc  le  premier  membre  efl:  la  troifîéme  puiflance  par- 
faite de  x-H-j'  ,&  par  conféquenc  l'équacion  réfulcante 
F  eft  du  croiîiéme  degré. 

6^.  Je  tire  la  racine  cubique  de  chacun  des  deux  mem- 
bres de  l'équation  F ,  ce  qui  donne  l'équation  (impie. 

la  première  racine  de  l'équation  du  troifîéme  degré  F , 
qui  réfulte  des  deux  équations  A  &  B  qui  ont  été 
trouvées  par  la  préparation  expliquée  dans  la  fèâion 
précédente  fur  les  conditions  du  Problême  propofe^ 
&  le  Problême  eft  réfolu  :  car  comme  on  le  verra 
dans  la  fuite  ^  cette  première  racine  fcrvira  à  divifer  ré« 

quacion 


Livre    premier.  iJ5y 

quacion  ^  &  le  quotient  qui  en  viendra  fera  une  équa- 
tion du  fécond  degré  dont  on  trouvera  de  même  les  deux 
racines^  comme  il  fera  expliqué  dans  la  fuite. 

X®.  Fûruationjtmple  &  nAturelle  des  Equations. 

Lorfqu'un  Problême  fe  réduit  enfin  à  une  équation 
ou  rinconnuc  eft  élevée  à  difFérens  degrez ,  pour  la  ré- 
foudre il  en  faut  trouver  les  racines  ,  inais  les  opérations 
qu'on  a  faites  pour  en  venir  là  ,  ne  font  point  décou- 
vrir CCS  racines  &  n  en  donnent  aucune  idée ,  on  ne  voit 
aucune  liaifbn  entre  les  opérations  &  la  formation  de 
cette  équation  ,  qui  en  reluire  comme  par  hazard ,  & 
que  Ton  trouve  d'ailleurs  la  même  par  des  routes  très- 
différentes  ;  or  pour  trouver  les  racines  de  l'équation  qui 
en  (ont  les  élémens ,  il  faut  avoir  une  idée  claire  de  la 
manière  la  plus  fimple  &  la  plus  naturelle  dont  elle  fe 
forme  ,  e'eft  par  la  multiplication  de  ces  racines  comme 
il  fuit. 

Pour  former  une  équation  du  fécond  degré ,  je  prends 

^ine  équation  fimple  du  premier  degré  x a  =  o  , 

43.ont  le  premier  membre  eft  un  binôme  qui  contient 
l'inconnue  a:  &  fa  valeur  pofîtive  -^  4  ^  éc  le  fécond 
membre  contient  le  zéro  feul ,  je  multiplie  cette  équa- 
tion fimple  par  elle-même,  le  produit  x*~i4X  -H  aa 
'         o ,  eft  une  équation  du  fécond  degré ,  dont  le  pre- 
mier membre  eft  la  féconde  puiffance  parfaite  du  bx« 
nome  X —T— 4 ,  puifque  le  premier  terme  ;c*  eft  lequarré 
de  X  y  que  le  dernier  terme aa  eft  le  quarré  dea,ic que 
le  çerme  moïen  zax  contient  deux  fois  le  produit  dç 
^  par  X. 


Anàlyfe. 
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Premier  Exemfle. 

X a  t==  o 

X  X a  ==  o. 


X     — 

—  4  AT 

—  a^'x  -+ 

"  a  a  >«— ■ 

=  O 

X*- 

—    2  4    X  - 

+-  4  4  e= 

=  o. 

Je  peux  de  même  former  une  équation  par  deux  ra* 
cines  pofîcivés  ou  négatives ,  mais  dans  ce  cas  j'ai  une 
équation  du  fécond  degré ,  dont  le  fécond  membre  eft 
une  féconde  puifFance  imparfaite. 

Second  Exemple. 


X  —  4 


X  X h  ==  o 

X^  4  AT 

h  xHf-   4  h  ==  o. 


^m 
^m 


Si  4  furpalTe  b ,  le  produit  4  ^  du  dernier  terme  eft 
moindre  que  le  quarré  aa ,  quarré  de  la  plus  grande  va* 
leur  4  de  Tune  des  racines ,  mais  ce  produit  ab  eft  plus 
grand  que  le  quarré  bb  ,  quarré  de  ^  ^  la  plus  petite  va- 
leur des  deux  racines. 

De  même  je  peux  par  trois  racines  femblables,  ou  par 
la  même  multipliée  deux  fois  ,  ou  par  la  multiplication 
de  trois  racines  différentes  former  une  équation  du  troi- 
fiéme  degré. 
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Troifiéme  Exemple. 
X   —  4  =  o 


X  X 


X*  - —  ax 

ax   -f-   aa 


x^ zax   -+-   aa 


X  X  — -   a  ==  o 


JC'  —    24X*    Hh-    44;if 


4x*   —H   xaax  -—  4'  s=ss  o. 


.3  .  .^1     f_    .    » 


X^  J  4X*   •^-    3  4    X    — •   ^  =5    O. 

Equation  du  troifiéme  degré ,  qui  contient  une  troi< 
fié  me  puiiTance  parfaite  de  x  —  a  s=3  o. 

Quatrième  ExemfU. 


X   — 

4     S=B= 

s  0. 

XX- 

—   ^    = 

s    0. 

X»- 

—  ax 

- 

—  bx  • 

-f-  4^ 

XX    — 

—  e 

x'- 

-   4X*  - 

■1-  4^; 

•  — 

-  *x*H 

[-    4fX 

_ 

-  fx*«4 

-    ^fX 

4^f  GAS:  0« 


»">• 


i88  Analyse    générale, 

Equation  du  troifiéme  degré ,  qui  contient  une  troir 
fîéme  puifTance  imparfaite  de  chacune  «des  trois  racines. 

Dans  le  troifiéme  exemple ,  la  multiplication  réitérée 

deux  fois  de  la  même  racine  x a  ===  o  ,  donne  au 

produit  une  équation  du  troifiéme  degré  dont  le  premier 
membre  eft  la  troifiéme  puiflance  parfaite  de  cette  ra- 
cine X a  =  o.    Le  dernier  terme  a}  le  découvre  du 

premier  coup  d'oeil ,  puifqu'il  eft  le  cube  de  a. 

Mais  dans  le  quatrième  exemple  le  dernier  terme  abc 
n'eft  point  un  cube  parfait ,  mais  feulement  un  produit 
de  trois  dimentions  ,  ou  de  trois  grandeurs  différentes  ; 
ainfi  le  premier  membre  de  cette  équation  eft  une  croi* 
fiéme  puiftance  imparfaite,  qui  eft  moindre  que  le  cube 
de  chacune  àci  deux  plus  grandes  racines ,  mais  qui  fur- 
paffe  le  cube  de  la  plus  petite  de  ces  trois  racines  ;  ce  qui 
eft  évident  dans  le  cinquième  exemple  où  les  valeurs  des 
racines  font  exprimées  par  àcs  nombres.  Soit  4  ==4, 
h  ==  3.  c  =  1.  ce  qui  donne  les  trois  équations  fim- 
pies  ;c 4=0,  X 3==o,  jc-^— »  z==o. 

Cinquième  Exemple. 


X  X  3 


X* 4x 

3x   -t-    iz 


X* 7  K     Ht-     I  2 


X  X 


^"•^ 


x' 7x^  H-    I  ^x 


IX    -+-    14X  — —  14 


î  1 


x' ^x    Hh    ^6x  —  24  ==  o. 
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Dans  les  équations  en  lettres ,  le  dernier  terme  qui  eft 
le  produit  abc  des  trois  racines  les  découvre  par  Ton  ex-> 
preffion  5  mais  cette  expreflion  n'eft  qu'uae  formule  ou 
une  règle  abrégée ,  qui  marque  en  général  ce  qui  eft  con- 
tenu dans  les  équations  numériques.  Ainfi  cela  m'ap- 
prend que  dans  le  produit  14.  contenu  dans  le  dernier 
terme  de  l'équation  du  troifiéme  degré  ,  du  cinquième 
exemple ,  24  c==3  abc  \  or  dans  14  je  n'apperçois  aucune 
des  valeurs  4 ,  3  ,  &  de  ces  racines.  Ce  produit  14  n'eft 
pas  un  cube ,  mais  un  troifiéme  puiiTance  imparfaites  or 
24  eft  moindre  que  6^  cube  de  4,  &  24  eft  encore  moin- 
dre que  27  cube  de  3 ,  mais  24  furpafTe  8  cube  de  2. 

De  même  dans  les  équations  du  fécond  degré  conte- 
nues dans  le  quatrième  &  le  cinquième  exemple^  le  der- 
nier terme  4  ^  eft  le  produit  de  a  multiplié  par  b ,  dont  les 
racines  paroiftent  dans  Texpreffion  en  lettres  \  mais  dans 
le  nombre  12  qui  eft  le  dernier  terme,  je  ne  vois  point 
4  multiplié  par  3.  Mais  12.  n'eft  pas  un  quarré  ,  c'eft 
une  féconde  puiftance  imparfaite  moindre  que  16.  quarré 
de  la  valeur  4  de  la  plus  grande  racine ,  mais  plus  grande 
que  9  qiurré  de  3  valeur  de  la  plus  petite  des  deux  ra- 
cines. 

DES    EQ^UATIONS   EN    GENERAL. 

De  leurs  degrez,  .,  de  leurs  e/péces  dr  de  leur  formation^ 

Définition.  Je  nomme  une  équation  . ,  toute  égalité 
dont  le  fécond  membre  contenant  zéro  feul  y  le  premier 
membre  contient  une  puiftance  ou  parfaite  ou  imparfaite 
d'une  égalité  du  premier  degré  dont  le  fécond  membre 
contient  zéro  feul ,  &  dont  le  premier  membre  contient 
un  binôme  quelconque ;c  +  4,.compofé  d'une  inconnue 
fîmple  &  de  fa  valeur  exprimée  en  nombres  ou  en  lettres 
connues ,  comme x  ^a  ==»  o,  x  *  4  ==^  o.    ^ 

r  $ij 


^ 
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Cette  définition  convient  aux  équations  de  tous  les 
degrez  à  Tinfini  ;  cela  eft  évident  pour  les  équations  du 
fécond  &  du  troifiémc  degré  dans  les  exemples  prccc- 
dens  >-  il  fuffit  d'en  former  dans  les  autres  degrez  fupé« 
rieurs  pour  en  erre  convaincu.  La  même  définition  con- 
vient auffi  aux  équations  fîmples  du  premier  degré  com- 
me X 1  ==  o ,  X a  ==:  o  ;  car  quoi  qu'on  ne  puiflfe 

pas  former  la  première  par  la  multiplication  de  x r 

=t=  o  ,  nien  multipliant  x—-  i==o  par  x—  2=0. 
On  peut  cependant  la  former  par  la  multiplication  da 

binâme.         »^~.*-*^>         car    \^ v^  — ^ 

de  même    i/^" — »^=o  X  VT -+- •^1"=  o 

h ^ — VxVx 


•         '^^^   ^^i»— ^r=o.      produit.  X X«=:  o. 

produit.  X      .    — —  a  ==:  o. 

Autrement.  Une  équation  compofôe  d'un  degré  quel- 
conque eft  le  produit  qui  réfulte  de  la  multiplication  d'une 
équation  fimple  du  premier  degré  multipliée ,  ou  par  elle- 
même  ou  par  une  autre  équation  du  même  degrc. 

Il  fuit  de  là  i^.  que  l'équation  fimple  du  premier  degré 
eft  la  racine  ou  l'élément  de  route  équation  d'un  degré 
plus  élevé.  Or  il  faut  deux  conditions  eflentielles  dons 
une  équation  du  premier  degré  pour  être  la  racine  ou 
rélcmenc  des  autres  équations,  i^  11  faut  que  fbn  premier 
inembre  contienne  l'inconnue  x  avec  fa  valeur  exprimée 
ar  un  nombre  ou  par  une  lettre  connue.  %^.  Il  faut  que 
e  fécond  membre  contienne  le  zéro  feul ,  fans  cela  on  ne 
pouirroît  former  Téquation  \  car  l'inconnue  ne  pourroit 
repréfênter  les  valeurs  de  chacune  des  racines ,  ce  qui  eft 
efTenciel.  - 


i 
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Il  fuie  de  là  t^.  qu'une  équation  formée  par  la  roulci- 

plicacion  réitérée  d'une  équation  feule  du  premier  degré  ^ 

comme  de  x'^  a  =  o,  contient  toujours  unepuifTance 

parfaite  du  même  binôme  x  ^a. 

Au  contraire ,  lorfque  Téquation  eft  formée  par  la  muU 
tiplication  de  deux  équations  difiTérentes  ou  de  trois ,  &:c. 
alors  réquation  qui  en  réfulte  contient  une  puidânce  im- 
parfaite.qui  cfl:  toujours  plus  grande  que  la  puiflance  par- 
faite delà  valeur  de  la  plus  petite  des  racines ,  mais  qui 
cft  moindre  que  la  même  pui/Tance  parfaite  de  chacune 
des  valeurs  des  autres  racines. 

Des  différens  degrtz,  des  équations  à  l'infini. 

On  diftingue  les  équations  comme  les  puifTances  par 
<liiïerens  degrez  à  l'infini  ;  il  y  en  a  du  premier  degré , 
<lu  fécond  degré ,  du  troifiéme,  du  quatrième  degré ,  &c. 
a  rinfini.  L'expofant  de  Tinconnuë  du  premier  terme 
^ui  eft  toujours  la  plus  haute  puiflance. de  l'inconnue  dans 
^'équation ,  en  marque  le  degré  par  ks  unirez. 

Cet  expofant  marque  aufli  par  ks  unirez  le  nombre 

^es  racines  de  Téquation  ,c'efl-à-dire  y  des  équations  fim- 

j>les  qui  entrent  dans  fa  formation  ;  ainfi  dans  le  fécond 

^egréil  y  a  deux  racines ,  dans  le  troiûéme  il  y  en  a 

--«rois ,  &c. 

Si  de  cet  expofant  on  retranche  Tunicé  y  on  aura  auffi 
le  nombre  des  multiplications  dont  l'équation  e(l  formée, 
X.^'équation  du  fécond  degré  a  z  pour  expofant  ^  j'en  re- 
tranche I ,  le  refte  i  marque  qu'il  y  a. une  multiplication 
^'une  racine  ipsn  une  autre  :  de  même  Texpoiànt  du  troi- 
fiéme  degré. eft  3  dont  je  retranche  1 ,  le  refte  1  marque 
qu'il  faut  deux  multiplications  pour  former  l'équation  du 
"troifiéme  degré  ^  &  ainfi  desautres. 


r^ 
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Des  efféces  différentes  des  équations  dans  chaque  degré. 

Dans  le  premier  degré  routes  les  équations  font  (Im- 
pies ;  il  n'y  en  a  donc  qu'une  feule  efpéce  :  mais  dans 
le  fécond ,  le  troifiéme  ^  le  quatrième  degré  &  dans  tous 
les  degrez  fupérieurs  à  l'infini  toutes  les  équations  font 
compofées ,  mais  on  les  diftingue  en  deux  efpéces  ^  fça- 
voir  les  équations  pures  &  fimples  ,  &  les  équations  aF- 
feûées  de  termes  moïens ,  qu'on  appelle  aufli  en  ce  fens 
les  équations  compofées ,  quoiqu'elles  foient  toutes  équa- 
tions compofées  dans  les  degrez  fupérieurs  à  commencer 
par  le  fécond  (  qui  eft  regardé  comme  le  premier  )  parce 
qu'elles  font  le  produit  ou  de  deux  équations  du  premier 
degré  ou  deplufieurs  équations  multipliées  les  unes  par  les 
autres. 

Les  équations  pures  &  fimples  font  celles  qui  n'ont  que 
deux  termes  dans  le  premier  membre ,  &  zéro  feul  dans  le 
fécond  membre  ;  &  il  n'y  en  a  qu'une  feule  dans  chaque 
degré ,  en  lui  donnant  deux  fignes  pour  marquer  les  deux 
cas ,  dans  le  premier  degré ,  c'eft  H^  '^  Hh  ^  =  ^• 

L'équation  pure  &  fimple  du  fécond  degré  eft  ^  x* 
Hh  4*  ==  G.  ce  qui  fait  deux  cas  ou  deux  formules. 

L'équation  pure  &  fimple  du  troifiéme  degré  eft  HH  x' 
:+!  ^'  =  o-  &  ainfi  de  même  de  tous  les  degrez  fupé- 
rieurs. 

Mais  dans  tous  les  degrez  fupérieurs  (  à  commencer 
par  le  fécond  degré  qui  eft  proprement  le  premier  degré^  ) 
il  y  a  une  infinité  d'équations  a(fe£bées  de  termes  moïens, 
or  ces  termes  moïens  font  les  difFerens  produits  qui  naif^ 
fent  de  la  multiplication  des  racines  multipliées  les  unes 
par  les  autres. 

Entre  ces  équations  afFeâées  de  termes  moïens ,  il  y* 
en  a  qui  ont  tous  leurs  tçrmes  par  ordre,  comme  il  fe  trou- 
vent dans  la  formation  régulière  des  puiffances.    Et  il 

y 
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laufli  des  équations  où  il  manque  quelque  terme,  qui 
font  détruits  par  des  iignes  contraires  des  racines  différen- 
tes ,  par  exemple  lorfque  la  fomme  des  racines  poûtivci 
eftégaleà  la  fomme  des  racines  négatives  ;  cela  détruit  le 
fécond  terme.  Ainfî  dans  une  équation  du  fécond  degré 
fi  le  fécond  terme  manque ,  c'eft  une  marque  qu'il  efl:  éva^ 
noUi  &  qu'il  a  été  détruit  par  des  lignes  contraires  ^  ic 
que  les  deux  racines  font  égales ,  Tune  pofitive ,  l'autre 
négative.  Dans  le  troifiéme  degré  (i  le  fécond  terme  man- 
que,  c'eft  que  la  fomme  des  racines  pofitives  eft  légale  à 
la  (bmme  des  racines  négatives  \  bc  ainfî  des  autres. 

£m  fMûi  les  Equations  peuvent  être  contraires  ou  Joue  on  ^ 

tr aires ,  différentes  ou  femblahles. 

En  quoi  deux  Equations  font  contraires , 

ou  fou-contraires. 

Deux  équations  contraires  font  celles  qui  ont  des  ra^ 
crlnes  contraires ,  c'eft-à-dire  ,  dont  les  racines  font  re- 
lies dans  une  équation  &  imaginaires  dans  l'autre, car 
2  réel  eft  contraire  à  l'imaginaire  qui  eft  impoflible, 

ommc  X*  -+-  8  x  = 16,  dont  les  racines  réelles 

cDnt  négatives  &  réelles  x  — +  4==  o ,  &  x-+4=  o* 


xrsoais  dans  x*  == 16, les  deux  racines  font  imagi- 

zsâireSyX'H 4==o,  &  x— —  4=  o. 

Deux  équations  font  foûcontraires ,  lorqu*elles  ont  les 
1^5  mêmes  racines  qui  font  dans  l'une  pofitive  &  dans 
l'autre  négative ,  ce  qui  fait  en  ce  cas  une  efpécc  d'oppo- 

Urion  &  de  contrariété,comme  dans  x* 8  x  == 16^ 

dont  les  deux  racines  font  égales  &  pofitives  x 4==  o, 

8c  dans  l'équation  foûcontraire  x*  •-+  8  x== 1  ^,dont 

les  deux  racines  égales  &  négatives  font  x  -+  4  ==  ^' 
pour  avoir  une  équation  foûcontraire  ^  il  faut  changer 
les  (ignés  dans  les  termes  pairs. 

Analyfe.  f 
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En  qtêùi  deux  Equatigns  fot:t  dijfértntes. 

Deux  équations  ou  plufîeurs  peuvent  être  difFcrcntes 
de  plufieurs  manières,  i^.  Par  les  dcgrez  lorfqu'elles 
fontdedifFérens  dcgrez;  or  il  y  aune  infinité  de  dcgrcz 
entre  les  équations  comme  entre^les  puiflances  ,  &  c'eft 
la  plus  grande  différence  qui  puiffe  fe  rencontrer  entre 
deux  équations  ou  entre  plufîeurs. 

^^.  La  féconde  différence  entre  deux  équations  vient 
de  ce  que  leurs  racines  font  contraires  ;  fçavoir  réelles 
dans  une  équation ,  &  imaginaires  dans  l'autre  équation. 

3°.  Il  y  en  a  encore  une  qui  vient  de  la  diverfité  qui 
fe  trouve  entre  les  racines  d'une  équation  &  les  racines 
d'une  autre  équation ,  félon  toutes  les  diverfîtez  des  ra- 
cines expliquées  dans  leur  article  particulier  ^  car  elles 
peuvent  être  pofîtives  ou  négatives ,  rationelles  ou  irra- 
tionelles,  tLc. 

4^.  En  ce  qu'une  équation  a  tous  les  termes  &  im 
autre  ne  les  a  pas  tous  ^  &  qu'il  y  en  a  quelques-uns  d'é* 
vanoiiis. 

En  quoi  deux  Equétions  font  fembUbles. 

Deux  équations  ou  plufîeurs  équations,  pravent  être 
femblables  de  deux  manières;  fçavoir,  ou  Arithmétique* 
ment  ou  géométriquement. 

Les  équations  femblables  Arithmétiquement  font  celles 
dont  les  racines  fuiventla  proportion  arithmétique  1.2.5^ 
&c.  On  les  connoît  du  premier  coup  d'œil,  parce  qu'elles 
ont  entièrement  tous  leurs  termes  femblables  ,  excepté 
le  dernier  ternnic  ou  Fhomogéne  qui  eft  feul  différent  , 
par  exemple  ,  dans  les  équations  fuivantes  >  il  y  a  trois 
équations  femblables  Arithmétiquement  dans  chaque  cOr 
lonne ,  trois  dans  le  fécond  degré ,  &  trois  dans  le  troi- 
fiéme  degré  dont  les  racines  font  rationelles. 
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i,  .  .  ^*  -+-  13x  ==14.  x*  -h  iox==:  ii. 
u  .  .  x^  -+-  ij  X  =  }4,  x^  -f-  iox==  28. 
j.   .   .   X*  -4-  I)  Xc==48.  x'  H-  ioxt==:  ^7. 


Les  équations  femblabies  géométriquement  font  celles 
dont  les  racines^  ou  valeurs  de  Tinconnuë  x  font  en  pro- 
portion géométrique  quelconque ,  ou  ce  qui  revient  au 
même ,  dont  tous  les  termes  d'une  équation  font  dou- 
bles ou  triples  ou  quadruples ,  &c.  de  chacun  des  termes 
correfponaans  dans  l'autre  ou  dans  les  autres  équations. 


Comme  dansz,'—  i  jo  2»*  -f-  71002.  =  10500. 

z,^ 307*  ■+-    184^  =5      840. 


x^ lyx*  -f-     7ix=s3       loy. 

Car  dans  ces  trois  équations  commençant  par  la  der- 
nière ,  la  féconde  efl:  double  de  la  dernière  ,  &  la  pre- 
mière eft  quintuple  de  la  féconde. 

Des  termes  des  Bquations  de  uns  les  degrtx,  y  qui  efi-ce 
qui  les  difiingue  y  &  quel  efl  leur  nombre ,  cemment  il 
faut  ordonner  les  termes  d*une  Equation. 


Toutes  les  grandeurs  qui  entrent  dans  la  formation 
d'une  équation  du  fécond  degré  &  des  autres  plus  éle- 
vez ne  font  pas  pour  cela  des  termes  de  Téquation ,  il 
y  a  une  marque  qui  les  diftingue  &  qui  eft  celle. 

Le  dernier  terme  d'une  équation  eft  toujours  celui  qui 
eft  exprimé  3  ou  par  un  nombre  ou  par  des  lettres  connues 
ou  par  une  feule ,  fans  mélange  d'aucune  grandeur  ia- 
connuë  ,  voilà  le  caraâére  qui  ie  diftingue  en  quel* 
qu'endroit  qu'il  fe  trouve  placé. 

Tous  les  autres  termes  de  l'équation  font  diftingués 


/ 
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pat  les  puifTances  cliiFerences  de  rinconnuë  comme  ii 
fuie ,  de  telle  force  que  coûtes  les  grandeurs  qui  fonc  mul- 
tipliées par  une  même  puifTance  de  Tinconnuë  ne  font 
toutes  enfemblc  qu'un  feul  terme ,  dont  la  place  eft  fixée 
dans  réquation  par  Tordre  de.  la  puiâfance  qui  les  af« 
fe£be  ou  multiplie. 

Voici  la  manière  d'ordonner  les  termes  d'une  équation, 
ou  de  les  ranger  dans  l'ordre  qui  leur  convient  i  comme 
ce  font  les  puifTances  de  l'inconnue  qui  détermine  Se 
qui  règle  la  place  des  termes  ,  je  mets  toujours  dans  le 
premier  terme  la  plus  haute  puifTance  de  l'inconnue,  &c 
je  mets  de  fuice  les  puifTances  décroifTantes  de  la  même 
inconnue  dans  les  termes  fuivans  dans  le  premier  mem- 
bre de  réquation, avec  le  zéro  feul  dans  le  fécond  membre. 

I*'.  terme  i^.  terme.  ^^.  terme,  d^'.  terme   fécond 

ou  homogène,  membre. 


hx*     -+-  acx 
c  x^      ^^bcx 


Tous  les  termes  doivent  être  homogènes ,  c'cfl-à-dire 
avoir  le  même  nombre  de  dimenfions  dans  les  équations 
comme  dans  les  puifTances. 

2>A^  nêmbre  des  termes  dans  une  Equati^. 

Une  équation  d'un  degré  quelconque  a  toujours  ttn 
terme  de  plus  que  l'expofant  de  Ton  degré  ne  contien( 
d'unitez  de  même  que  dans  les  puifTances ,  &  lorfqu'il 
manque  quelque  terme  qui  a  ère  détruit  par  des  fignes 
contraires ,  ce  qui  ne  peut  jamais  fe  trouver  dans  la  for- 
mation des  puiflances  ,  mais  ce  qui  arrive  dans  la  for-^ 
mation  des  équations  lorfqu'il  y  a  des  racines  pofitives 
&  négatives ,  je  remplis  les  places  vuides  des  termes  do» 
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truies  par  la  puKTancc  de  rinconnuë  qui  leur  convienc 
multipliée  par  zéro  qui  rend  toujours  ce  terme  nul,  pré- 
cédé des  deux  (îgnes  H^  >  parce  que  zéro  n'eft  ni  pofitif 
ni  négatif ,  mais  le  terme  commun  des  grandeurs  pofî- 
tives  &  des  grandeurs  négatives  y  ainû  lorfqu'il  manque 
une  puifTance  inférieure  dans  une  équation  ,  c'cfl:  une 
marque  que  ce  terme  eft  détruit. 

Cela  fuppofé ,  une  équation  du  premier  degré  a  deux 
termes  ,  celle  du  fécond  degré  a  trois  termes ,  une  équa- 
tion du  troifiéme  degré  contient  quatre  termes ,  celle  du 
quatrième  degré  contient  cinq  termes ,  &L  ainfi  des  autres. 

Le  premier  terme  d'une  équation  &  le  dernier  fe  nom- 
ment les  extrêmes  ,  les  autres  fe  nomment  les  termes 
moïens  ,  chaque  terme  moïen  contient  une  puifTance  de 
rinconnuë  multipliée  par  un  nombre  connu  ou  lettre  cou* 
2iuë  qui  eft  fon  multiplicateur  ou  coefficient  ou  faâ;eur« 

DES  RACINES  DES    EQUATIONS. 

M  y  à  trois  chojes  a  confidcrer  dans  les  racines  des 
Equations,  i®.  Leurs  genres  ^  z^.  leur  cfpéce  ^  3°.  leur 
nombre. 

II  y  a  quatre  genres  fupérieurs  ou  fe  rapportent  les 
différentes  racines  qui  entrent  dans  la  formation  des 
équations ,  ou  les  valeurs  de  Finconnuë  datis  chaque 
équation  du  premier  degré ,  puifque  nous  avons  démon- 
rc  ci-deflus  ,  que  les  racines  d'une  équation  compofee 
u  Tes  élémens  ,  font  les  équations  du  premier  degré  qui 
ne  été  multipliées  pour  la  former  ,  &  que  Téquation 
ompofee  quelconque  n'eft  autre  chofe  eue  le  produit 
<^ui  réfulte  de  la  multiplication  réïtérée  d'une  mémeé« 
^uacion  du  premier  degré  ,  ou  de  plufieurs  équations. 

Quelque  fois  pour  abréger  on  nomme ,  mais  impro- 
prement, la  racine  d'une  équation  la  valeur  de  rincaa- 
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nuëx  dans  chaque  équation  du  premier  degré  qui  entre 
dans  la  formation  d'une  équation  compofée  ,  ainfi  dans 

X* 7x  -H  1 1  ==•  0 ,  3  &  4  ne  font  pas  proprement  fcs 

racines,  car  3  n'cft  que  la  valeur  de  Tinconnuc  dansAr j 

=  o ,  &  4  n'eft  que  la  valeur  de  l'inconnue  dans  x 4 

=  o  ;  or  ce  font  ces  deux  équations  fimples  du  premier 
degré  qui  font  toutes  entières  les  élémens  ou  les  racines 

de  réquation  compofée  jc* yx  -f-  iz£==  o  ;  elles 

entrent  dans  fa  formation  naturelle  ,  &  non  pas  leurs 
valeurs  féparément. 

Le  premier  genre  comprend  les  racines  pofitives. 

Le  fécond  genre  comprend  les  racines  négatives. 

Les  deux  premiers  genres  s'étendent  aux  deux  genres 
fuivans,  dont  le  troisième  comprend  les  racines  égales^ 
le  quatrième  genre  comprend  les  racines  inégales. 

Ces  quatre  genres  comprennent  toutes  les  racines  qui 
peuvent  entrer  dans  la  formation  des  équations  ,  &  fc 
divifcnt  en  trois  efpéces  primitives,  qui  ont  chacune  deux 
efpéces  fubalternes  qui  les  divifenc  encore ,  c'eft  ce  que 
flous  expliquerons  dans  le  détail. 

La  racine  eft  pofitive  dans  une  équation  du  premier 
degré,  lorfque  la  valeur  de  fon  inconnue  eft  pofitive, 

&  je  connois  par  le  figne qui  la  lie  à  x  qu'elle  eft 

pofitive,  comme  dans  x a  i==^  o ,  car  mettant  a  dans 

le  fécond  membre  en  changeant  fon  figne,  j'ai  x  ==«  h—  a^ 

donc  cette  valeur  a  eft  pofitive ,  je  nomme  x a  ==  o 

une  racine  pofitive. 

Ainfi  les  racines  font  pofitives  dans  une  équation 
compofée  ,  fi  les  valeurs  de  l'inconnue  font  pofitives 
dans  les  équations  fimples  qui  entrent  dans  fa  forma- 
tion. 

Car  fi  je  multiplie  x  • —  a  :=?=  o  par  elle-même, comme 
c'eft  une  racine  pofitive  ,  l'équation  du  fécond  degré 

AT* 1  ax  -4-  aa  ==  o  qui  en  eft  le  produit ,  a  fcs  deux 

racines  pofitives. 
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La  racine  négative  au  contraire  d'une  équation  coni- 
pofcc  eft  une  équation  du  premier  degré  où  la  valeur  de 
l'inconnue  eft  négative  ,  &  par  confcquent  précédée  du 
figne  H-  comme  x  -+-  4==  o  eft  une  racine  négative, 
car  la  valeur  de  x  eft  négative  ,  puifqu'en  tranfpofanc 
j'ai  jct= a ,  or  il  eft  évident  que a  eft  une  gran- 
deur négative. 

Chaque  genre  de  racine  fe  divife  en  trois  efpéces  pri- 
mitives qui  font,  i®.  les  racines  réelles,  2^  les  racines 
imaginaires,  30.  les  racines  mixtes,  en  partie  réelles  & 
en  partie  imaginaires  ;  mais  elles  font  proprement  imagi- 
naires, car  l'imaginaire  (c  communique  au  réel  qui  rac- 
compagne comme  une  contagion. 

Chacune  de  ces  efpéces  primitives  fe  divife  encore  en 
deux  efpéces  fubalternes  ,  ce  qui  comprend  i©.  les  ra- 
cines rationelles ,  i^.  les  racines  irrationelles. 

La  première  efpcce  contient  les  racines  réelles  ,  & 
cette  première  efpéce  primitive  fe  divife  en  deux  ef- 
péces (ubalternes,  qui  font  i<>.  les  racines  réelles  ratio- 
xiclles ,  2°.  les  racines  réelles  irrationelles. 

i*^*  Les  racines  réelles  rationelles  ou  commenfurables, 
font  celles  dont  la  valeur  s'exprime  exaftement  dans 
l'équation  (impie  par  un  nombre ,  ou  par  une  lettre,  com- 
mue X  —  a  =5  o ,  X 4  ==  o. 

1,0.  Les  racines  irrationelles  ou  incommenfurables  , 
ïbnt  celles  dont  la  valeur  s'exprime  par  le  fecours  du 
ligne  radical  dans  Téquation  fimple,  comme  dans  x 

•^  ===  o  ,  X ►^  ==  o.  Car  on  ne  peut  point 

exprimer  cette  valeur  exadcment ,  ni  en  lettres  ni  en 
nombres  ;  mais  on  peut  par  la  Méthode  d'approximation 
en  approcher  à  l'infini  ,  en  exprimant  cette  valeur  par 
deux  nooobres ,  l'un  plus  grand ,  &  l'autre  plus  petit ,  qui 
ne  peuvent  jamais  atteindre  à  une  expreflîon  exaûe  , 
parce  qu'on  ne  peut  tirer  la  racine  exaûe  ni  de  •T'  >  ni 
de 
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Li  féconde  efpcce  primitive  qui  contient  les  racines 
imaginaires  fe  divife  en  deux  efpcces  fubaltemcs;  fça- 
voir,  i^.  les  racines  imaginaires  rationelles,  z^.  les  ra- 
cines imaginaires  irrationelles ,  ou  impoflîbles  qui  ibnc 
celles  dont  on  ne  peut  fe  former  aucune  idée. 

Comme  la  racine  quarrée  de 4  d ,  qui  cft  impoC- 

fible ,  car  il  ctk  impoffible  qu'un  quarré  ou  en  général  ^ 
toute  puiffance  dont  rexpofanteftpairfoit^prcccdccdu 
(îgne  '—  )  pûifque  -(-  x  -H  donne  -t-  au  produit  8c 
X donne  aufli  -+-  au  produit. 

Ainfi  CCS  racines  imaginaires  font  les  racines  paires 
des  grandeurs  négatives  confîdérces  comme  des  pui£> 
fânces  paires  ^  &;  on  ne  peut  exprimer  ces  racines  (ans 
un  figne  radical  qui  a  deux  (ignés ,  l'un  fous  le  (igné  qui 
eft  toujours  ^-^^  ,  &c  l'autre  hors  le  (îgne  ou  devant  le 

(îgne  radical  qui  eft  ou  -f-  ,  ou ;  ce  (îgne  qui  cft  le 

premier  fuit  toujours  la  régie  des  (îgnes  dans  les  opé- 
rations j  ce  qui  le  fait  varier  ;  mais  le  (igné fous  le 

radical  ne  peut  jamais  varier ,  il  eft  de  TeSence  des  gran- 
deurs imaginaires. 

Une  racine  imaginaire  eft  rationelle ,  lor(que  la  gran* 
deur  ou  valeur  imaginaire  de  l'inconnue  eft  une  puif- 
fance exââe  &  parfaite,  femblable  à  l'expofant  du figne 
radical  comme  4^  qui  e(l  une  féconde  puKfance  comme 

l'expofant  de  (on  radical  dans  x  -H  y^ZZTi^  ,  comme  a^ 
qui  eft  une  troi(îéme  pui(rance  parfaite  &  femblable  à 

l'expofant  du  radical  y^àzns  jf*-t-K ^j  ,  &c. 

Une  racine  imaginaire  eft  irracionelle  ou  incommen- 
furable ,  lorfque  la  valeur  imaginaire  qui  eft  (bus  le  (îgne 
n'eft  pas  du  même  degré  que  l'expofant  du  (îgne  radical 

fous  lequel  elle  cft  placée  comme K^,dans  x^— iCIi. 
&c. 
On  connoit  auffi  peu  les  racines  imaginaires  ratio* 

nelles 
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fiellcf  que  les  irrationelles  ,  elles  marquent  également 
rimpoffibilité  du  Problème. 

Remarque.  Lorfqu  en  cherchant  à  réfoudre  une  équa- 
tion propofée  qui  eft  réduite  à  fa  plus  fimple  expref- 
fion  ,  &  dans  laquelle  par  conséquent  il  n'y  apoihtd'in- 
commenfurables ,  on  trouve  des  racines  imaginaires,  c'efl: 
une  marque  qu*elles  y  font  en  nombre  pair  avec  des 
figues  contraires ,  puifqu'elles  font  détruites  dans  l'équa- 
tion, &  qu'elles  ne  paroiflent  point.  Ainfi  s'il  y  a  une  ra- 
cine imaginaire  dans  une  équation  du  fécond  degré  \ 
elles  (ont  tous  les  deux  imaginaires  ;  dans  une  équation 
dtt  troifiéme  degré ,  il  y  a  deux  racines  imaginaires  avec 
une  troifiéme  racine  qui  eft  réelle  ;  dans  une  équation  du 
quatrième  degré,  il  y  a  quatre  racines  imaginaires  ,  où 
deux  racines  imaginaires  avec  deux  racines  réelles ,  ic 
ainfi  des  autres. 

La  troifiéme  efpéce  primitive  contient  les  racines 
mixtes,  c'eft- à-dire  mixtes  imaginaires ,  en  partie  réelles 
&  en  partie  imaginaires  ;  elles  font  exprimées  par  deux 
grandeurs  liées  enfemble  ,  dont  Tune  eft  réelle  précédée 
d'un  feul  figne ,  &  l'autre  imaginaire  précédée  de  deux 
figncs ,  dont  le  fécond  eft  - —  ,  ce  qui  eft  effentiel  aux 
grandeurs  imaginaires,elles  font  précédées  de  deux  fignes 
H^— ^cft  ittie  grandeur  imaginaire  fans  figne  radical 
4^  i<ZI*eft  une  grandeur  imaginaire  avec  un  figneradicah 

Ainfi  -4- 4  -4 h  eft  une  grandeur  mixte  imaginaire 

dans  x*  ZJT  4  Zfl ^=  o,  de  même  x  -4-  a  -4-  VZZTJ' 

j==:  o,  eft  une  racine  imaginaire. 

Les  racines  mixtes  imaginaires  fc  trouvent  fouvent 
^ans  les  équations ,  car  étant  multipliées  les  unes  par  les 
autres ,  elles  donnent  des  grandeurs  réelles  dans  le  der^ 
jiier  terme  de  l'équation  ;  or  elles  ne  peuvent  donner 
^e  grandeurs  réelles  que  lorfqu'elles  fe  trouvent  deux  à 
<ieux  y  où  quatre  à  quacre ,  &c.  toujours  en  nombre  pair, 
car  multipliant  Hh  v^""^^^  x — rV'ZZ^ ,  le  produit  réel 
Analyfe  t 
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cft  -f*  a,  qui  cft  pofîcif ,  mais  -H  v^  — i»  x 


donne  le  produit  négatif  réel  •— *  a.  dç  même  aufli 
v^'ZIT  X  —  ^"ZTl  donne  le  produit  négatif  réel 

Le  croifiéme  genre  des  racines  des  équations  contient 
les  racines  égales ,  or  les  racines  font  égales  ^  lorfque 
la  même  équation  du  premier  degré  eft  multiipliée  par 
elle  *  même  dans  Téquation  compofée  y  comme  dans  k^ 

zax^  aa^=s=:  o ,  il  y  a  deux  racines  égales  x a 

o  y  &c  X a  =?=:  o ,  dont  la  multiplication  donne 

cette  équation  du  fécond  degré;de  même  dans  x' 3  ax*^ 

-f-  j  <f  *  X  —  a  '  =5r  o ,  il  y  a  trois  racines  égales  ,  puif- 

que  cette  équation  contient  le  produit  de  x 4==o 

multiplié  d^abord  par  elle-même  ^  6c  de  plus  le  produit 

3ui  en  réfulte  multiplié  par  la  même  racine ,  qui  font 
eux  multiplications  par  la  même  racine. 
Le  quatrième  genre  des  racines  contient  les  racines 
inégales,  il  s'en  trouve  dans  toutes  les  équations  for- 
mées par  la  multiplication  des  équations  fimples  dont  la 
valeur  eft  différente  s  ce  qui  eft  fi  commun  que  cela  ne 
demande  pas  d'autre  explication.  Ces  deux  derniers 
genres  font  plutôt  des  propriétez  que  des  véritez  pro- 
pres à  donner  des  principes  pour  la  réfolution  des  équa- 
tions. 

Du  nombre  des  racines  dans  les  équations^ 

Le  nombre  des  racines  établit  la  plus  grande  divcr- 
ficé  des  équations  qui  eft  celle  de  leurs  degrez ,  il  y  a 
toujours  dans  une  équation  autant  de  racines  que  Tex- 
pofant  de  fon  degré  contient  d'unîtez;  ainfi  dans  le  prc* 
mier  degré  il  y  a  une  racine  par  fimple  analogie, ce  n*eft 
pas  proprement  une  racine,  puifque  Téquacion  du  pre- 
mier degré  n'eft  pas  un  produit. 

Dans  une  équation  du  fécond  degré  il  y  a  deux  racines, 
dans  une  équation  du  troifiéme  degré  il  y  a  trois  racines; 
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dans  le  quatrième  degré  il  y  a  quatre  racines,  &c. 

De  U  diverjite  qui  nait  dans  une  Equation  j>ar  les  racines 
fofitives  dr  négatives  mêlées  enfemble. 

Il  cft  évident  que  fi  tous  les  termes  de  l'équation  ont 
le  fignc  -h- ,  toutes  les  racines  Font  négatives ,  i^.  fi  les 

termes  ont  alternativement  les  figues  -f-  & ,  alors 

toutes  les  racines  fontpofitives,  3^.  fi  on  trouve  cet  ordre 

interrompu^  &  qu'il  y  ait  des  fignes  -f-  & non  pas 

alternativement  ,  mais  deux  plus  de  fiiite  -H  -f-  «  ou 

deux ^daps  quelques  termes,  alors  il  y  a  néceflaire- 

ment  des  racines  pofitives  &  des  racines  négatives. 

Be  U  f  réparation  des  équations. 

Préparer  une  équation  y  c'efi:  lui  doniier  la  forme  la 
plus  commode  &  la  plus  avantageufi^  pour  parvenir  à  fa 
rcfolution ,  qui  donne  celle  du  Problême  propofé. 

Il  y  a  quatre  préparations  néceflaires  fans  lefquelles 
oa  ne  pourroit  réfi^udre  Téquation  propofée ,  aufquelles 
j'en  ajoute  quatre  autres  qui  font  d'élégance  6c  non  pas 
de  néceffité  >  &:  qui  rendent  fa  réfolutionplus  facile.. 

i^.  La  première  &  la  plus  effentielle  confifte  à  faire 
évanouir  toutes  les  inconnues  hors  une  feule  dansTéqua- 
xlon  unique  à  laquelle  on  a  réduit  toutes  les  équations 
qu^on  a  trouvé  d'abord  fuivant  les  conditions  du  Pro- 
blème. 

%^.  La  féconde  confifte  à  délivrer  cette  unique  équa- 
tion de  toutes  grandeurs  incommenfiirables  >  s'il:  y  en 
a  y  multipliant  tous  les  termes  de  l'équation  y  pour  l'é- 
lever à  la  puifiance  exprimée  par  l'expofant  du  fignc 
radical  de  ces  grandeurs  incommenfurables. 

jo.  La  troifieme  confifte  à  délivrer  cette  équation  de 
toute  fraûion ,  ce  qui  fe  fait  encore  en  élevant  l'équa- 
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tion  à  la  puifTance  exprimée  par  le  dénominateur  de  la 
fradion  s'il  n'y  en  à  qu^une  ,  ou  par  la  fomme  de  cous 
les  dénominateurs  s'il  y  a  plufîeurs  fradions. 

40,  La  quatrième  fi  le  premiier  terme  qui  contient  la 
haute  puifTance  de  l'inconnue  à  un  coefficient  différent 
de  l'unité ,  il  faut  divifer  tout  par  ce  coefficient  ou  mul- 
tiplicateur. 

jo.  Il  faut  rendre  tous  les  termes  pofitifs  hors  le  pre- 
mier feul  qu'il  faut  rendre  négatif  pour  rendre  le  der- 
nier terme  qui  eft  l'homogène  de  comparaifon  pofitif, 
lorfqu'il  eft  négatif  dans  l'équation  propofée  ,  àc  à  cet 
effet  je  change  tous  les  fîgnes  de  l'équation. 

Or  fi  l'on  change  rous  les  fignes  des  termes  pairs ,  fça- 
voir  le  fécond,  le  quatrième,  le  fixiéme  ,  &c.  dans  une 
équation  fans  toucher  aux  fîgnes  des  termes  impairs  qui 
font  le  premier  ,  le  troifiéme ,  le  cinquième ,  &c.  alors 
toutes  les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives , 
&  les  racines  négatives  feront  changées  en  pofitives. 

Au  contraire,  fi  l'on  change  tous  les  fignes  dans  les  ter^^. 
mes  d'une  équation  où  la  puiffance  de  l'inconnue  a  pour 

expofant  un  nombre  impair  comme  x' ,  x' ,  at^  ,  x^.  &c. 
fans  toucher  aux  fignes  des  autres  termes.  Alors  toutes 
les  racines  pofitives  feront  changées  en  négatives ,  &  les 
racines  négatives  feront  changées  en  pofitives. 

6^.  Il  faut  réduire  Téquation  propofée  à  fa  plus  fimpic 
expreffion  ou  à  moindres  termes  ;  ce  qui  fe  fait  en  la  ré- 
duifant  à  l'équation  primitive  d'où  elle  efl  dérivée  comme 
il  fuit.  Par  exemple  ,  foit  l'équation  propofée  A  .   .  x^ 


s  M^  M^ 


i^oz^  — f-  y  looz,  «==  loyoo  ==3  o  ,  dont  les 
cotfficiens  numériques  font  diflinguez  par  les  différentes 
puifTances  de  l'inconnue  z. 

Les  trois  racines  de  cette  équation  font  pofitives ,  c'eft 
&——  3o=^o,x yo==o,  &  z. 70==  o, 

Je  divifctous  cœfiiciens  ou  multiplicateurs  par  quel*; 
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qu'un  des  nombres  premiers  &  par  Tes  puîflTances  çorreC* 
pondantes  à  celle  de  a  ,•  mais  pour  abréger  je  tente  d'abord 
la  divifion  alternativemenc  par  les  puiflances  des  nom- 
bres impairs  &  des  pairs  la  divifion  de  1  homogène  ou 
dernier  terme  loyoo,  quirépondà4',  je  le  divife  d'abord 
par  les  troifiémcs  puiflances  des  nombres  premiers  feule- 
ment qui  peuvent  le  divifer  exaûement. 

Or  le  cube  de  y  eft  iiy  ,  jedivife  ioyoo=:4'  par  xiy  , 
)'ai  le  quotient  exaft  840. qui  fera  Thomogcne  d'une  autre 
équation.  Je  continue  la  divifion  par  les  autres  puifTances 
de  y  ,  puifque  7 1 00  ==  a*- ,  je  le  divifc  par  ly  quarré  de 
y ,  le  quotient  eft  184.  De  même  je  divifiî  i  yo  =  ^z  par  y , 
le  quotient  eft  30 ,  ce  qui  donne  Téquation  plus  fimple  ^ 


M.  m"-  a^ 


B  .  .  j^' 30^*  -H  2^84^ ,7100  :==o.  dont  les 

racines fontjf ^==0  ,^ 10  =  0,^ i4=z=o. 

Je  tente  encore  par  la  divifion,  fi  je  pourrois  réduire 
réquation  B  à  une  expreffion  plus  fimple  par  la  fuite  des 
puiflfances  d'un  nombre  premier  correfpondantes  aux 
multiplicateurs  marquez  par  les  puiftances  de  a. 

Je  divife  l'homogcne  840  ==  a^  par  8  cube  i ,  le  quo- 
Tient. eft  10 y  qui  eft  un  autre  homogène. 

Je.  divife  184  ==4*  par  4  quarré  de  2  ,  le  quotient 
«ft  71.  Enfin  je  divife  30  =^a  par  1  ,  le  quotient 
«ft  1  y.  ce  qui  donne  une  autre  équation  réduite  encore 

<]•  ..X* ly  X*  Hh-  71  X ioy==o. 

à  moindres  termes,dont  les  racines  font  pofitivesx— -j 

^       ■  0,X y=:o^X« 7=0. 

Comme  je  ne  peux  plus  divifer  cette  équation  par 
les  puiflances  d'aucun  nombre  premier  \  je  conclus  que 
c:*cft  l'équation  primitive  dont  l'équation  propofec 
Ji  eft  dérivée.  Or  il  eft  plus  facile  de  téfoudre  Té^ 
cjuation  C  que  l'équation  propofée  A.   Et  après  avoir 

trouvé  fes  racines  yc  les  multiplie  par  les  divifeurs 

*  •  •  * 


/ 
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que  j*ai  employé ,  y  &   i  j  or    3.     y.    7   multipliez  par 
5  &c  par  ^  donnent  30,    50,  70,  pour  racines,  c'cÂ-àé 

dire^^ — .30==o,;2:, jo.==o,  z, 7o===ofoac 

les  trois  racines  defîrées  y  puifque  ce  font  les  trois  équa* 
cions  du  premier  degré  dont  1  équation  propofôe  A  con- 
tient le  produit. 

Remarqne.  Cette  préparation  qui  n'efl:  que  d'élégance 
mais  très-naturelle ,  puifqu'il  eft  aufli  abfurde  de  vouloir 
réfbudre  une  équation  fans  la  léduire,  comme  de  trouver 
la  valeur  d'une  fraûion  fans  la  réduire  à  fes  moindres  ter-, 
mes,  fournit  un  moïen  facile  &  (impie  de  réduire  toutes 
les  équations  compofees  à  leur  éqi^tion  primitive  dont  la 
valeur  des  racines  font  des  nombres  premiers;  ce  qui  don- 
ne moïen  d'en  drefTer  des  tables ,  comine  il  eft  expliqué 
ci-deiTus ,  page  y  8.     « 

7^.  Enfiataute  équation  propofée  étant  réduite  à  moin- 
dres termes ,  je  place  l'homogène  (èul  qui  efl:  le  dernier 
terme  dans  le  fécond  mequbre ,  parce  qu'il  eft  connu  ;  ÀC 
je  mets  dans  le  premier  membre  tous  les  autres  termes; 
Cette  difpoficion  efl:  la  plus  favorable  pour  la  réfoludon  , 
puifque  tout  l'inconnu  efl:  dans  le  premier  membre /£c 
le  connu  dans  le  fécond  membre ,  ce  qui  eft  très-naturel  $ 
00  voit  clairement  ce  qu'il  faut  faire ,  c'eft  de  tirer  la  ra- 
cine de  chaqpe  membre.  Toute  autre  difpofition  n*eft  m 
aflez  Ample  ,  ni  affex  naturelle  :  j'avoile  que  ladifpofition 
de  M^  Defcartes  qui  place  toutes  les  grandeurs  dans  le 
premier  membre,  &  le  zéro  (eul  dans  le  fécond  membre  ^ 
eft  préferable  à  touK  autre  difpofition  lorqu'il  s'agit  de 
former  une  équation  \  mais  celle-ci  mérite  la  préférence 
lor(qu!il  s'a^t  de  réfbudre  ces  équations. 

Mn  qnei  c$njîfte  U  réfolution  des  Equations. 

La  réfolution  de  toute  équation  confifte  à  trouver  (es 
racines  ou  les  valeurs  de  l'inconnuç ,  c'eft-à^dire  à  trouver 
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chacune  de^  équations  fîmples  du  f  remîct  degré  qui 
en  font  élemens  &:  donc  elle  concxenc  le  prodiiic  ^  4c 
d'en  trouver  autant  que  l'expofant^udagf-édel^éqoaticn 
contient  d'unitez  ;  il  faut  de  plus  que  chaque  valeur  de 
rinconnuë  foit  un  nombre  entier ,  car  une  fraârion  ne  peut 
point  être  la  valeur  d'une  inconnue  dans  une  équation 
préparée ,  où  il  nefe  trouve  parconféquent  ni  fraâions 
ni  incommenfurables. 

Mais  avant  d'entreprendre  de  refondre  les  cqtratîoâs 
de  tous  les  degrcz  à  Tinfini ,  c'eft-à-dire  d'en  trouver  les 
racines ,  il  faut  examiner  d'abord  comment  les  racines  Se 
leurs  valeurs  font  contenues  dans  une  équation  &  dans 
Cous  fcs  termes  ^  comme  il  fuit. 

Comment  les  racines  oulesvàleur  s  des  racines  font  contenues 
dans  une  équation  &  dans  fes  différens  termes. 

En  général  tome  équation  contient  le  produit  de  tou* 
tes  fes  racines  multipliées  les  unes  par  les  autres  \  c'eft  la 
fbmme  des  produits  particuliers.  Mais  chaque  produit 
particulier  donne  un  terme  ou  une  partie  d'un  terme  de 
l'équation. 

Je  prends  pour  exemple  une  équation  littérale  du  troi« 
/icme  degré  &  une  équation  en  nombres  du  même  degré 
pour  en  examiner  plus  facilement  chacun  des  produits. 


X    4   c==    O 


X     X 


h    ==:    O 


A**  —  a  X 


bx  —  ab 


X    X 


x^ a x^  •—  abx   -*-   abc 


bx^  -+•    éc X 
rjc*'-—  bcx 
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Chacune  de  ces  équations  eft  du  troifiéme  degré  &  con* 
tient  quatre  termes. 

Le  premier  terme  contient  la  haute  puiflance  de  l'incon- 
auë  feule  s  &  le  dernier  terme  contient  feulement  le  pro^ 
duit des  trois  racines ,  abc ^  ou  i^ ,  qui réfulte  en  multi^ 
pliant  les  trois  racines  Tune  par  l'autre  axby.c  =  abc, 
zx  4  X  2  =  i6.  Voilà  ce  qui  eft  contenu  dans  les  deux 
termes  extrêmes.  ^ 

'  Tous  les  termes  moïens  contiennent  un  multiplicateur 
avec  une  puiflance  de  l'inconnue ,  laquelle  diftingue  les 
difFérens  termes  par  la  différence  de  ks  degrez. 

Ainfi  dans  l'équation  littérale ,  le  fécond  terme  con«^ 
tient  trois  grandeurs  a,  b  ^  c  multipliées  par  la  même  pui£- 
fânce  x^  qui  eft  moindre  de  l'unité  que  dans  le  premier 
terme  :  c'eft  pourquoi  ce  font  des  produits  partiaux  qui 
ne  font  qu'un  fcul  terme ,  or  fi  ^  ^  qui  eft  pofitif =3  les 
deux  grandeurs  négatives  4  &  c  ^  alors  ces  grandeurs  éga- 
les fe  détruifent  par  des  (ignés  contraires  ^  comme  il  (è 
voit  dans  l'équation  numérique  x'  ^l  ôx^  —  izx  -+-  i^ 
£=s  o  dans  laquelle  le  multiplicateur  du  fécond  terme 
eft  détruit  &  fa  place  vuide  eft  remplie  d'un  zéro  »  q  ui 

cta  ne 
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étant  nul,  ce  fécond  terme  cft  abfolument  nul, 

Le  fécond  terme  contient  toujours  la  fomme  de  toutes 
les  racines ,  c'eft-à-  dire  i  <>.  que  fon  multiplicateur  contient 
réellement  la  fomme  de  toutes  les  racines  (î  elles  font  fem- 
blables ,  ou  toutes  pofitives  ou  toutes  4icgatives.  i°.  Si 
elles  font  inégales  avec  des  fignes  contraires,  cette fomi» 
me  e(f  la  différence  des  pofitives  &  des  négatives.  }<>.  Si 
les  racines  négatives  font  égales  aux  pofitives ,  leur  fom- 
me ou  leur  différence  efl  zéro  ^  ce  qui  détruit  le  fécond 
terme. 

Le  coefficient  ou  multiplicateur  1 1  du  troifléme  terme 
11 X  dans  Téquation  numérique  du  troifîéme  degré  con- 
tient la  fomme  des  produits  des  racines  prifes  deux  à  deux 
&  multipliées  par  une  puiffance  de  x  moindre  de  deux 
imitez  que  dans  le  premier  terme,  La  preuve  en  eft  cvi- 
dente  dans  le  troifléme  terme  de  Téquation  littérale,  dans 
laquelle  le  troifiéme  terme  contient  les  trois  produits 

dix. 

M  ex. 

te  X. 

Si  Ton  forme  une  équation  d'un  degré  plus  élevé  ,.com* 
du  quatrième ,  cinquième  fixiéme  degrez  ,  en  réïtc- 
ranc  la  multiplication  des  racines  fcmblables  ou  différentes; 
on  remarquera  que  le  quatrième  terme  contient  au  mul- 
tiplicateur quatre  produits  des  valeurs  de  quatre  racines 
pri(ês  trois  à  trois,  multipliées  par  une puiflance  de  Tin- 
connue  moindre  de  trois  unirez  que  celle  du  I^^  terme. 
Que  le  multiplicateur  du  cinquième  terme  contient 
cinq  produits  des  valeurs  de  quatre  racines  prifes  quatre 
\  quatre.    Et  ainfi  de  fuite  à  Tinfini ,  on  trouvera  autant 
de  produits  que  les  racines  peuvent  en  fournir  de  dif« 
fetens. 


X 


/• 


%io  Analyse    générale, 

Mais  le  pénultième  cerroe  dans  coûte  équation  eft  tou- 
jours celui  qui  contient  Tinconnuë  au  premier  degré  avec 
cous  les  multiplicateurs  partiaux. 

H  fui  delà  ,  i"".  Que  dans  les  termes  pairs  qui  fonde 
fécond ,  le  quacriotiic ,  le  fixiéme  ,  &c.  les  racines  y  font 
toujours  dans  le  nombre  qui  fuie ,  fçavoir,  une  aune  pottr 
multiplier  l'inconnue  dans  le  fécond  terme  ;  mais  dans 
tous  les  termes  pairs  fupérieurs ,  les  racines  y  (ont  multi* 
pliées  en  nombre  impair  ;  fçavoir,  trois  àrrois  danslequa*» 
triéme  terme ,  cinq  à  cinq  dans  le  cinquième  terme ,  fepc 
à  fcpt  dans  le  huitième  terme  ,  &c. 

z^.  Dans  les  termes  impairs  à  commencer  par  le  troi*» 
fiéme  &  continuer  par  le  cinquième  ,  le  feptiémc  y  Sec. 
les  racines  y  font  multipliées  en  nombre  pair  ,  fçavoir 
deux  à  deux  dans  le  croifiéme  terme ,  quatre  à  quatre  ^ 
dans  le  cinquième  terme ,  (ix  à  fix  ,  dans  le  feptiéme 
terme,  Sec. 

^^S^^  générale  four  les  Jignes  dans  les  différens  termes 

des  Equations. 

1°.  Si  toutes  les  racines  de  Tèquation  font  négatives  ^ 
tous  les  termes  de  Téquation  ont  néceflairement  le  fi- 
gne  -t-  ,  car  alors  les  racines  font ,  x  -t-  a  «5»s  a,  ou 
X  -+-  ^=s=:  o ,  &:c.  Ainfitous  les  produits  qui  en  fontfof- 
me^i  ont  néceffairemenc  le  fignc  -h. 

2?^.  Si  toutes  les  racines  font  pofitives, commet— 4. 
=¥3««!  Q,  alors  tous  les  termes  ont  alternativement  les  fiî« 
gncs  -H  &  — p^ ,  car  le  premier  tertne  a  toujours  le  figne 
^^  par  hypothèfe  ,  le  fécond  terme  %  le  figne  — *- 
puifqu'i:!  eontient  la  fomme  des  racines  pofitivcsqui  ont 
tomes  le  fîgne-~-  dans  l'équation  fimple ,  comme  x-^€. 

cçsrx  o. 

3<>.  Datis tous  les  autres  termes  de  l'équation  ,  lorique 
toutes  les  racines  font  pofitives ,  alors  tous  les  termes  paies 
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comme  le  quatrième ,  le  (îxiéme,  &:c.  ont  le  figne , 

))ai(qu*ils  ont  pour  multiplicateur  ou  coefficient  la  Tomme 
des  produkf  dcs-racîtKs  en-BomlKe  iHipaHf  ,  ^uî  ont  le 

Mais  au  contraire  tous  les  termes  pairs  ont  le  figne  -f-  , 
puifqH'îls  ont  pour  multiplicateurs  les  produits  des  valturs 
des  racines  multipliées  en  nombre  pair ,  puifque  —  x  — 
donne  H- . 

D'oii  il  fuit  que  lorfque  toutes  les  racines  font  pofiti^ 
ves ,  alors  tous  ks  termes  de  1  équation  ont  alternative- 
ment les  fignes  -h  &  - — . 

4^.  Il  fuit  de  là  que  lorfqu'il  y  a  des  -f-  &  des dans 

une  équation  »  &:  qu'il  fe  trouvetantôt  deux  fois  lé.figriS 

^t- ,  untôtdcux  fois  le  figne  ^ ^  c'eft  une  marque  qu'il 

y  a  des  racines  pofiti  ves  &  des  racines  négatives. 

j^é  Comme  le  dernier  terme  eii  le  produit  de  toutes 
les  racines  ,  lorfque  le  nombre  <les  racines  pofitivcs  cft 
pair,  le  dernier  terme  a  le  (igné  -4-  i  mais  fi  le  nombre 
dts  racines  pofitives  cft  impair  ^  lé  dernier  tetme  a  lé 
figne  ---^  ;  d'où  il  fuit  que  fi  le  dernier  terme  d'une  équa** 
tionalefignc-^^ila  ncceflairemcntdts  racines  pofitivcs 
réelles;  car  les  racines  imaginaires  qui  ont dies  fignes  con*. 
craires  fe  dctruifent  &  donnent  le  figne  -4-  au  produit 
méel  Qu'elles  rétablilTenc  par  leur  multiplication. 


4    • 


uij 
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SECTION    TROISIÉ'ME. 

La  réfolucion  des  Equations   en   général 

^  en  particulier. 

La  réfolution  des  Etjuations  furts  (^  fimples  de  tous  Us 
•    devrez,  y  avec  U  formAtion  &  la  réfolution  des  Eqtta» 
tions  du  fécond  degré, 

LA  réfolution  d'une  équation  d'un  degré  quelconque 
cotffifte  en  général  à  trouver  les  racines  dont  elle 
contient  le  produit ,  &  ces  racines  font  les  équations  fim« 
pies  du  premier  degré  par  la  multiplication  defquelles  l'é- 
quation eft  formée ,  voilà  fes  élémens.  Ain(i ,  chercher  les 
racines  d'une  équation  ^  c'eft  la  réduire  aux  équatioûs 
fîmples  du  premier  degré  qui  font  fes  racines  réelles  ^  de 
forte  qu'on  dit  qu'une  équation  eft  irréduâible  lorfqu'on 
ne  peut  la  réduire  à  des  équations  du  premier  degré  dans 
lesquelles  la  valeur  de  l'inconnue  foit  réelle  ^  mais  imagW 
naire ,  ou  mixte  imaginaire. 

Or  une  équation  contient  autant  de  racines  qu'il  y  a 
d'unitez  dans  l'expofant  de  (on  degré ,  qui  efl:  égal  à  l'ex- 
pofant  de  l'inconnue  du  premier  terme  qui  eft  toujours 
fa  plus  haute  puifiance  oans  l'équation.  Ainfi  il  faut 
trouver  pour  chaque  équation  autant  d'équations  (im- 
pies ,  ou  du  premier  degré ,  que  la  haute  puiffance  de 
l'inconnue  contient  d'unitez.  Il  faut  que  leurs  valeurs 
fbient  réelles ,  puifque  l'inconnue  dans  une  équation  a 
autant  de  valeurs  que  l'expofant  de  fa  haute  puiflfance 
contient  d'unitez  ;  &  que  les  valeurs  imaginaires  mar* 
quent  de  l'impoflibilité  dans  le  Problême  qui  a  donne 
r£quation. 
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REGLE     GENERALE. 

Pêttr  la  réfolutitn  des  Equations  de  tous  les  degrex, 

a  l'infini. 

* 

Soit  en  général  Téquation  d'un  degré  quelconque. 

t  P  —  '  p — ^  p 

X    ^     dX  ^    V'  X      ..&ç.  =  X. 


J'ajoute  de  parc  &  d'autre  la  grandeur  m  élevée  à  hi 

même  puiflance  que  rinconiiuë  c'eft  m  Alors  je  confi- 
dére  le  premier  membre  de  l'équation ,  comme  la  puifTan- 
ce  du  binôme  x-^m  y  du  même  degré  que  Téquacion  % 
elle  feroit  parfake  fi  cous  les  multiplicateurs  a  h.  &cc.  des 
termes  moïens  écoienc  les  puifTances  inférieures  de  m. 


Pp«— X  p      X  p  p  p 

jai    X   :^i4Ar        '^^b'' X     .  .Scc.-^  m  nzm    -4-    z. 


Enfuite  je  tire  la  racine  de   chaque  membre  &  du 
même  degré  que  léquation  exprimée  par  cette  formule; 

,y  P   ,        P— ^  .    ,„    p— ^^  p"     ,^      P       f 

abrégeant  cette  exprefllon  &  fubftituant  des  nombres  en  la 
place  des  lettres,  je  trouve  en  nombres  entiers  la  première 
xacine ,  qui  me  ferc  à  divifer  l'équation  propofée  ;  &  le 
quotient  eft  une  féconde  équation  abaiflee  d'un  degré  fur 
laquelle  j'opère  de  même ,  &  je  continue  jufqu'à  ce  que 
j'aye  réduit  le  tout  à  une  équation  du  premier  degré  :  pas 
ce  moïen  je  trouve  de  fuite  toutes  les  équations  ou  ra- 
cines dont  l'équation  propofée  eftle  produit ,  ce  quis'e- 
daircira  dans  la  fuite  par  des  exemples^ 


M  ttj 
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La  réfoutîon  dts  Equations  fur  es  (^  JimfUs  de  tous  les 

degrez,  à  l'infini. 

Il  y  a  dans  tous  les  degrcz  des  équations  pures  & 
fimples,  &  dans  le  fécond  degré  &:  dans  les  autres  fupc- 
rieurs ,  il  y  a  auffi  des  équations  afFeâées. 

Les  équations  pures  &  firoples  font  celles  qui  n'ont 
que  deux  termes ,  Tinconnuc  avec  un  nombre  ou  une 
lettre  eonnuë,  comme  x*  —  â  «==  o.  x*  H-  x  «sœ  o, 
1  inconnue  peut  avoir  un  expofant  quelconque ,  ce  qui 
détermine  le  degré  de  Téquation  ,  comme  x',x^,  x* ^ 
&c.  &  le  figne  qui  joint  ces  deux  termes  a  le  fîgnc  Hh-  , 
bu  le  figne ,  ce  qui  comprend  deux  cas. 

Premier  cas.  Si  Texpofant  de  l'inconnue  eft  un  nom- 
bre pair  comme  x  *,  x*,  &que  fa  valeur  ait  le  figne ^ 

ce  qui  marque  qu'elle  eft  pofitive  dans  l'équation  égalée 
à  zéro,  comme  x* 4==o,  x'* i6  ==o  ,  les  va- 
leurs des  deux  racines  font  réelles  &  rationelles  ^  l'une 
pofitive  X  —  a  :=&«  o ,  l'autre  négative  x  -+-  i  =  o ,  cac 
en  multipliant  l'une  de  ces  équations  par  l'autre 

j'ai  X* ^  X 


IX 


X*       ox 45==  o,  ou  X*—— 4  =  o# 

Mais  fi  j'ai  x*  — —  6  ==  o ,  fes  deux  racines  font  rc- 
dlcs ,  mais  irrationelles  ou  incommenfurables  ,  puifque 
6  n'eft  point  un  quarré  d'un  nombre  entier ,  mais  de  Tini 
commenfurable  v^~  Sa  racine  pofitive  eft  x  •—  VT  =  o, 
(a  racine  négative  eft  x  -+-  v^T==  o. 

En  général ,  foit  x^ /  ==  o  (  dans  laquelle  Pcx- 

pofant  p  fignifie  un  nombre  pair  quelconque }  on  aura 
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pour  les  deux  racines  x  Z^  az=:o.  car  en  élevant  Tune 

te  Tautrc  de  ces  deux  binômes  à  la  même  puifTance  pair, 

en  les  multipliant  l'un  par  l'autre  autant  de  fois  moins 

une  que  Texpofant  contient  d'unitez  ,  le  produit  fera 

P  P 

toujours  X  a    z=^  o 

Second  cas.  Si  la  valeur  de   Tlnconnuë  eft  négative 

dans  réquation  du  fécond  degré  ,  du  4^.  &  du  6^.  8C 

autres  degrez  pairs  ,   ce  qu'on  connoit  par  le  (îgne  -+- 

comme  dans  x^  -+-  4  =  0.  dans  ce  cas  les  deux  valeurs 

de  l'inconnue  x*  font  imaginaires,  c*eft  x -t-  v^TIT^ 

==0,  &  X— ^/"IZr^t=a=o,  car  a'iartt  élevé  unequan« 

«ité  négative a  ,  ou i ,  à  la  féconde  puiiTance  ou 

à  coûte  autre  puiffance  ,  dont  Texpofant  eft  le  nombre 

palr^  ,  donnera  toujours  -H-  a     &  jamais  a    ,  au 

produit. 

Troifîéme  cas.  Si  Texpofant  de  l'inconnue  eft  un  nom- 
bre impair,  1,3,  î ,  7,  &c.  l'inconnue  dans  le  premier 
degré  n*a  qu  une  feule  valeur,  mais  dans  les  autres  de* 
grez  ,  elle  n'aura  qu'une  valeur  réelle  qui  eft  pofitive , 

lorfqu'elle  a  le  figne  ,  dans  Téquation  du  premier 

degré ,  comme  x a  ==  o. 

Quatrième  cas.  Mais  cette  racine  réelle  eft  négative 
lorfqu'elle  a  le  figne  -f-  dans  l'équation  du  premier  de- 
comme  x  -4-  a.=^  o.  y  toutes,  les  autres,  racines  iantimsLr 
ginaires  dans  ces  quatre  cas;  aind  dansx'  —  ^*  =  o, 
<jui  eft  du  premier  degré  la  valeur  a  précédée  du  figne 
• —  eft  pofitive. 

Dans  l'équation  pure  &  fimpl.e  du  troifiéme  degré 

.  x'  —  4' o,  la  racine  eft  réelle  &:  pofitive,  c  eft  a— 4 

c==.  o,  car  la  racine  d*unc  puiffance  pofiriye  eft  pofirive, 
mais  dans  X*  -^.^'=0  qui  eft  une  troifiéme  puiffance 
négative  .  la  racine  réelle  eft  négative,  c'cftx  -f-  4:=o, 
puifque  lecubed*une  grandeur  négative  eft  négatif,  en 

général  foit  x^ *-*- a^ :^=  <^(* d^ni  laqnrllr  rcxpofaac  f 
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marque  un  nombre  pair  quelconque  )  on  'aura  pour  la 

racine  réelle  &  poficive  x 4=0 ,  au  contraire  dans 

X    Hf-  ^   =  o ,  on  aura  pour  racine  réelle  &  négative 
X  -+-  4==  o. 

Toutes  les  autres  racines  des  degrez  fupérieurs  à  com- 
mencer par  le  troifîéme  font  toutes  imaginaires ,  excep- 
té la  première  racine  dans  les  équations  pures  &  fimples, 
(bit  que  Texpofant  delà  haute  puifTance  foit  pair  ou  im- 
pair ,  &  foit  que  le  terme  connu  qui  eft  Thomogéne  de 
réquation  foit  pofîtif  ou  négatif.  Exemple ,  dans  le  troi- 
fiéme  degré  x* 8  =  o ,  n'a  qu'une  feule  racine  ré- 
elle pofîtive ,  X 1  ==  o ,  les  deux  autres  font  mixtes 

imaginaires ,  &  négatives  dans  la  partie  réelle  ,  &  Tune 
pofitive  ,  l'autre  négative  dans  la  partie  imaginaire  ^ 

c'cft X  -H  I  —  v^  ==^0,  & X  -h- 1  •+-  vzzr^=^ o.  • 


F  or  mai  ion  de  x^{ 8  ==  o. 


X    H-  I  V — j==  o 

X  X   -f-  I  -+-  VZZ\  ==  o 


X*  H-   I  X  xV- 


J 


I  y  •+-  I  1  v^: 


î 


oux*  -H  %  X  HH  4  =^0 


K  X 


x'  H-  XX*  -H  4X 

tx* 4X-—  8 


x"^"ox*  '♦- b  X 8 


eux'  ——  8 


wmmmmmmm^ti 


rormâth» 
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X I  VZT^^=::i  O 

X  X I  -4-  V'ITJ  ==5  o 


-V' IX  X 


-I 


-3 


mim 


m 


% 


X  zx  Hh  4 

X    X     -H    1     ■ r  O 


AT* Z  JC* 


4Ar 

1  AT* 4JC  -4-  g 


x'  ox*      o  x+  8 
oux'  -4-  8s==s  o 


De  même  dahs  x*  Hh  8  ==3  o ,  la  racine  réelle  cft  né- 
gative ,  c'cft  X -+-  xî==:o  ,  les  deux  autres  racines  font 
mixtes  imaginaires  9  pofitives  dans  la  partie  réelle,  mais 
l'une  pofitive  dans  la  partie  imaginaire  »  l'autre  négative, 
ce  qui  fait  que  l'imaginaire  fe  détruit  par  des  figues 
contraires ,  &  ne  paroît  point  dans  Téquation ,  dans  la- 
quelle J^iomogéne  8  eft  le  produit  de  la  racine) i,  par 
'  "f=  I  -♦- }  qui  eft  le  produit  i  de  i  x  i  réel ,  &  3  pro- 

it  réel  de  Timaginairc  -+-  vÇT^  x  —  VITJ. 


Anâlyfe. 
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Formation  des  Equations  dm  fetond  degré  far  toutes  les 

efféces  des  racines  différentes. 

Chaque  équation  du  fécond  degré  eft  formée  par  la 
multiplication  de  deux  équations  du  premier  degré. 


Formation  far  deux  racines 
égales  &foJitives  y  réelles 
&  ratimelles. 


X 
X  X 


4 
4 


G 
O 


4x 
4^ 


\6 


X* 


%x 


16 


Formation  par  deux  Racines 
égales  (j^  négatives ,  réel^ 
Us  (jr  rationellesn 


X  X 


3    O 


4^ 

4x 


\6 


%x 


î6 


•m^^ 


Par  deux  Racines  inégales 
fojîtives. 


X  — 

—  4  — 

:  O 

X  X- 

—  j  — 

=  O 

;r*-^ 

—  4X 

—  JX  - 

4-  1*  = 

KO 

V*   _ 

+-      I^   ^-- 

=  0 

A      ■" 

/•*   " 

far  deux  Racines  inégales 
négatives. 


X 
X  X 


'mmmimmmm^ 


4 

3 


o 
o 


4* 
3^ 


7* 


1£ 


II 


^  * 


S  o 
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XI^ 


Pâf  deux  Racines  égales  tune 
fofiiive  y  t autre  négative. 


Par  deux  Racines  inégales , 
tune  pofitive  ,  F  autre 
négative. 

6=0. 


XX  H 

-  6 

:  0 

X»  — 

-6x 
-  6x- 

j6  ==  0 

**  : 

;+2.  ox  - 

•  36^—0 

XX  H 

-  7  — 

=  0 

X*- 

H 

4z  = 

=  0 

x'-i 

-IX- 

4i  = 

—  0 

Formation  par  deux  Racines  irrationelles. 

IrrMtUndUségaUsfomves.  irrationelles  égales  ,   l'une 

^       ^  -^  pûjttsve,  l  autre  négative. 
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Ces  deux  racines  ne  Je  ren-> 
contrent  jamais  dans  une  /- 
quation  fréfarée  &  réduite  à 
Ja  ferme  la  plus  Jim  fie  :  ni 
Us  racines  irrationelles  in* 
claies. 


I 


o 
o 


xy/i: 
X  v^T 


ox 


i^l* 


XtJ 


ZIQ 


Analyse  genehale^ 


Formation  des  Equations  du  fécond  degré  far  deux  racines 
imaginaires  du  premier  degré  &  toujours  égales ,  (^ 
contraires. 


X  -t 

■•      •""" 

-  4  - 

— 

o 

XX   — 

—   — 

—  4  = 

=3 

o 

. 

xM 

—  — 

—  4^ 

— 

—   — 

—  4x 

m 

I^    t= 

=1    O 

x^± 

1    o 

;>r  -+- 
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Mixtes  imaginaires. 
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Par  deux  racines  imaginaires  dit/ècond  degré. 
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Méthode  nouvelle  m 

Remarque.  La  multiplication  des  imaginaires  n'cft  point 
difficile ,  les  imaginaires  ont  deux  fignes  qui  les  précé- 
dent ,  le  fécond  efl:  toujours  négatif,  il  eft  invariable  dans 
le  calcul  ,  foit  qu'il  y  ait  un  radical  comme  dans  les 
imaginaires  du  fécond  degré  '^  v^^^  >  ou  qu'il  n'y  ait 
point  de  fîgne  radical  comme  dans  les  imaginaires  du  pre« 
micr  degré.  H j ,  & 5. 

Une  grandeur  réelle  multipliée  par  une  grandeur  ima^ 
ginaire  donne  toujours  un  produit  imaginaire ,  c'eft  une 
contagion  qui  fe  contraûe  même  par  l'addition  &  par  la 
fouftraâion  ;  or  comme  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours  deux  à  deux  &  avec  des  fignes  contraires  dans  une 
équation  ,  dans  laquelle  ces  imaginaires  ne  paroiflenc 
point,  il  fuit  de-là  qu'ils  fe  font  détruits,  ainfî  ils  donnent, 
des  produits  mixtes  imaginaires  ,  qui  fe  détruifent  auffi 
par  des  fignes  contraires,  &  il  nereftedans  l'équation  que 
le  produit  des  grandeurs  réelles  par  les  grandeurs  réelles^ 
car  le  produit  des  imaginaires  par  les  imaginaires  con- 
traires ,  rétablit  la  grandeur  réelle  par  la  multiplication 

qui  eft  toujours  pofitive ,  ainfî  -t-  4  x 4. 

16  ,  &:    de  même    -4 V~  x 


\/~  donne  -H  3  au  produit. 
Mais  lorfque  les  imaginaires  ont  le  même  premier  figne, 

leur  produit  donne  une  grandeur  négative,  ainfiH 3 

-  3  ,  donne 3.  de  même v^^  x  —  v^^^ 

Ld  réfoluti(m  des  Efuatiâns  dsê  feepnd  degfe. 

Noos  venons  de  donner  la.  réfolution  des  équations^ 
pares  &  fimples  de  tous  les  degré  à  l'infini  1  il  refte  à 
donner  la  réfoluticm  des  équations  afFeâées  de  termes 
moïens ,  ce  (ont  celles  qui  ont  plus  de  deux  termes  ,*  or 
les  équations  afFeûées  des  termes  mdiens  ont ,  ou  tous 

leurs  termes  conune  les  puiflaaces  ^c'cft-à^dire,  au^» 

•  •  • 
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ant  de  termes  que  rexpofanc  de  leur  degré  contient  d'à- 
nitez ,  ôc  un  terme  encore  de  plus ,  ou  bien  il  y  manque 
quelque  terme,  ce  qui  eft  facile  à  connoicre,  puifque  les 
puiflTances  de  l'inconnue  diflingue  feule  les  termes  Sc 
non  pas  le  nombre  des  grandeurs  ,  puifque  nous  avons 
vu  que  toutes  les  grandeurs  qui  font  multipliées  par  I4 
même  puiffance  de  l'inconnue,  ne  font  toutes  enfemble 
^u'un  fcul  &  unique  terme  ;  donc  fi  la  fuite  des  puifTances 
eft  interrompue ,  ou  qu'il  s'y  en  trouve  quelqu'une  multi- 
pliée par  zéro  ,  c'eft  une  marque  que  ce  terme  eft  éva- 
noili  Se  manque  dans  l'équation. 

£n  général,  toute  équation  du  (ecoud  degré  s'exprime 
par  cette  formule  x  ^ax  =  ^  b'\  a  6c  i  font  des 
nombres  ou  des  grandeurs  connues. . 

L'expofant  i^'  en  chifre  romain  eft  pour  conferter  \z 
Loi  des  homogènes  ,  qui  veut  que  dans  une  équation 
tous  les  termes  aient  le* même  nombre  de  dimenfions , 
ici  t  eft  un  nombre  quelconque. 

L'inconnue  x*  eft  élevée  à  la  1^^.  puiffance ,  par  confô^i 
quent  elle  a  deux  valeur^  ou  deux  racines  exprimées  par 

_    t /- 
cette  formule  générale  at  ^^  r  ^  •+•  1/    - 

'T 

Ces  formules  font  des  régies  abrégées  qui  prefcrivent 
ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  les  racines  des  équations/ 
mais  comme  la  formule  générale  pour  les  racines  em- 
barraflc  fort  les  commençans  ,  pour  leur  en  faciliter  l'in- 
telligence ,  j'entrerai  dans  le  détail  da  tous  les  cas  pod 
fibJes  en  fuppofant  tous  les  termes  réels ,  il  y  a  fix  cas  qui 
donnent  fix  formules ,  qu'il  faut  éclaircir  par  des  exem- 
ples ;  fçavoir ,  les  deux  formules  des  équations  pures  & 
fimples,  la  première  formule  x*—  t  t===  o  ,  dont  les 
deux  racines  réelles  ,  l'une  pofitive  &  l'autre  négative  , 
fontxJ+ri^T=sso,la(êcondeformuleeftjc^  -t-^£=330, 
dont  les  deux  racines  font  imaginaires  x  ^Z  v'-Zrîsss  o. 


4  4'+'    b. 


II  refte  donc  quatre  formules  des  fix  formules  ordinairesi 
Tçavoir  y  la  croifiéme ,  la  quatrième^  la  cinquième  &  la  (i- 
xiéme  qu'il  fauc  expliquer,  &  ce  (pnc  les  feuls  cas  des  équa* 
cionsjdu  fécond  degré  affedées  de  termes  moïens. 

3^  X*  -t-  ax  =  t  4^x*  —  4x 


5*^.  ;ir*  -+•  4X  =s=;«~— ^      d^jc*  — 4x^=5= 1. 


LA,4fifilutUn  des  E^masiêns  étfc&éià  dm  ftcênd degré. 

Dans  la  troifîcme  formule  X*  -+-  ax=^  y  voilà  pour 
réquation  :  mais  la  formule  pour  les  racines  eft   x 

^  AA-^r-  h". 

Dans  cette  formule  toutes  '  les  équations  '  ont  deux 
racines  réelles  &  inégales  la  plus  petite  pofîtive  ,  la 
plus  grande,  négative.  Exemple ,  en  nombres.  Soit 
réquation  x*  -+-  10  x=  144.  pour  trouver  fes  racines. 
fuivant  ce  qui  eft  prefcrit  par  la  formule  des  racines 
qui  eft  une  régie  abrégée ,  j'ajoute  de  part  &  d'autre  \  aa 
« — ^  \  100  j'ai  donc  x*  -4-  10  x  -t-  \  1 00  ==  \  ioo. 

-*  144.  dont  il  faut  trouver  les  racines. 

I  ^.  Je  prends  la  moitié  du  multiplicateur  i  o  ?==:  a ,  c'eft 
j  =  i  a ,  que  je  garde  à  part  >  ce  fera  la  première  par- 
tie de  la  valeur  de  la  racme. 

L^.  Pour  avoir  le  reftè  de  fa  valeur  ;  je  quarre  cette 
moitié, c'eft  i  4 4, ou ^  100,  ou  i|i=r=  15  ,  ou  fimple- 
ment  je  quarre  y ,  &  j*ai  ly.  ^  ^  ^ 

j°.  A  ce  quarre  j'ajoute  Thomogéne  qui  eft  le  dernier 
terme  fans  changer  (on  figne ,  c'eft  laa^^b^.on  ay 

.-H  I44*=ï^^-  '       , 

4M'en  tire  la  racine  quarrée,  c'eft  y^  j  A4  -^  b'\ 

j<>.  Pour  avoir  la  première  racine ,  je  prends  la  moi^ 
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tié  du  coœfiicieat  ou  multiplicaceur  du  fécond  terme 
que  j'ai  mis  d'abord  à  part  -;  4  ,ou  y  ,  que  )*ajoutc  à  cette 
racine  quarrée  trouvée  ,  c'cfl:  x  == î  a  -+- 

P^Laa  -i-  t'\  ou  x  == y  Hr  ^  1 5  -t^  144,  ou 

X  == y  -+-  v^Ti^ ,  ou  X  == y  •+- 1 3  qui  ^  réduit 

à:yi — =  S.  voilà  la    première  racine  qui  eft  pofîtive  &la 
plus  petite. 

6^.  Pour  avoir  la  féconde  racine  qui  eft  négative ,  par 

la  formule  ,  c'eft  x  == ia p^±aa^+^  ^% 


&  en  nombres  x  s= —  y p^  —100  -H  144 ,  ou  x 

—  y v^iy  -t-  144  qui  donne  ;c  === y  — 

7^^  ou  X  =5 y 1 5  ,qui  donne  enfin  x  = ig^ 

c'eft  la  féconde  racine  qui  eft  négative  &  la  plus  grande. 

Pour  abréger  dans  Téquation  propofée  x^  10  x 

£ — =  144,  pour  rendre  le  premier  membre  un  quarré  par- 
fait ,  j'ajoute  dans  chaque  membre  le  quarré  de  la  moi- 
tié y  du  multiplicateur  du  fécond  terme  10  >  c'efti  100, 
oui^s.^  ou  ly,  ce  qui  donne  jf*  —  10 x  -+-  ^^y  ==  zy 
-t-  144.  .  .  ^ 

zo.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre ,  c*eft 

X  -+-  y=  V25  ^  i44,oux^-  y  =  |/7i^  =:ij, 

ce  qui  donne  x  -+-  y  ==:  1 3  ,  &  par  tranfpofition  x 
== y  -i-  1 3  =  8  ,  c'eft  la  première  racine  ,  la  fé- 
conde eft  X  ==3 y  —,  1 3  s=; — 18,  c'eft  la  féconde 

racine  négative. 

Pour  avoir  la  démonftration  ,  il  fuflit  de  multiplier  la 

première  racine jc 8=0,  par  la  fecondajc  h-  l9 

o  y  leur  produit  donnera  l'équation  propofée»^. 


Livre    premier.  h^ 

8  =o 


X  X  -+-  i8 


x'  Sx 

i8  X 144  = 


X 


X    -t-  I  o  ;c 1 44 


Remarque  fremiére.  II  y  a  dans  cette  équation  deux 
termes  de  fuite  ;  fçavoir  le  premier  &  le  fécond  qui  ont 
le  fignc  -+-  ,  &  le  dernier  a  le  fîgne  - — ,  ce  qui  montre 
que  réquation  a  une  racine  pofitive  &  une  racine  néga-. 
tive  ,  car  (î  les  deux  racines  étoient  négatives  tous  les 
termes  auroienc  le  fîgne  -f- ,  &:  fi  les  d'eux  racines  étoLenc 
pofitives ,  les  termes  auroienc  alcernativemenc  les  fignes 

Rêfûliitïon  des  Equations  affeUées  du  fécond  degré. 

Dans  la  quatrième  formule  x*  —  ax  =  y\  qui  a 
pour  la  formule  de  fcs  deux  racines  x  ==  7  ^  "^ 

Cette  formule  eft  foûcontraire  à  la  précédente  ,  car 
ce  font  les  mêmes  racines ,  Tune  pofitive  &  l'autre  néga- 
tive ,  qui  ont  des  fignes  contraires  ,  à  ceux  qu*ils  ont 
dans  la  troifiérae  formule  ,  ainfi  foit  Téquation  propo- 
fée  dans  la  quatrième  formule  x* \o  x \  144. 

Sa  grande  racine  pofitive  eft  x 1 8  ==  o  ,  &  fa  pe- 
tite racine  négative  eft  a:  -+-  8==o;  au  contraire  dans 
la  troifiéme  formule  foit  Téquationpropoféejc*  -f-  \ox 
==  144,  la  racine  négative  eft  x*  -i-  18  ==  o,  lapo- 
fitive  eft  X 8  =0. 

Pour  les  trouver  ,  1°.  j'ajoute  d'abord  dans  chaque 
membre  de  réquation  propofee  le  quarré  -+-  i  aa  de  la 
Analyfe.  ^  y 
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moitié  du  multiplicateur  —  a  du  fécond  terme  ,  ce  qui 
donne  x^ ^  A:-+-i44  =  J  4 4  H-  ^^  &  dans  l'équa- 
tion numérique  ^  loo,  qui  donncx* lox-f-  i  loo 

^  loo  H-  144. 


1^.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , 

j'aix i4  =  |/^—  44-4-  ^^^  dans  la  formule,  fie 

dans  l'équation  numérique  ,  )*ai  x  — —  y  == 

j^/^  JL  100  -1-  144,  qui  donne  en  abrégeant  x y 

c==  v^25  ^  144 , ou  X y t=v^7^ ,  qui  donne  en- 
fin X y  ==  1 5  ,  &  par  tranfpofition  x  ==  y  -f-  i  j, 

qui  donne  X  ==  18  ,  c'eft  la  grande  racine. 

3°.  Pour  avoir  la  féconde  racine,  j'ai  par  fa  formule 

X  ==  ï  a J/^  L  aa  -H  y\  &  dans  l'équation  numé- 
rique X  ==  y  - —  ^/^  -î-  1 00  -+-  1 44,  qui  donne  x  ==  y 


^25+144,  oux=y  — v^,oux=  y 13, 

qui  donne  enfin  x  = 8  ,  c'eft  la  petite  racine  qui 

cft  négative. 

Remarqué  féconde.  Pour  c^^iter  lés  fraftions ,  fi  j'ai  Tc- 
quation  x* y  x  =  24 ,  où  ^  44  -(-  y\  font  deux  nom- 
bres dont  on  ne  peut  trouver  exaûement  la  racine  , 
puifque  4  =  y  eft  un  nombre  impair ,  dont  la  moitié 
cft  2  î:  ,  pour  éviter  les  fraâions  ,  je  quarre  le  nombre 
impair  4==  y ,  foh  quarré  eft  aa  ===  ly ,  je  l'ajoute  au 
quadruple  du  dernier  terme  14  ,  puifque  4  eft  dénomi- 
nateur de  la  fra£tion^44,lafommeeft2y-+-  p6==ixi, 

}*ai  donc  yr    ^  aa  -H  h^'.  =1^111  ,dont  la  racine  cft 

1 1 ,  ce  qui  donne  la  (bmmc  des  racines ,  j'en  ôte  5  la  plus 
grande  moitié  du  multiplicateur  y  ,  le  refte  8  eft  la  plus 
grande  racine  pofîcive,  &  cette  grande  moitié  3  du  mul- 
tiplicateur y  eft  cUe-mcme  la  petite  racine  négative  5 


/ 
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faurai  encore  cette  petite  racine  en  ôtant  le  multiplica- 
teur f  de  la  grande  racine  8. 

Remarque  troifiéme.  On  peut  encore  avoir  la  féconde  ra- 
cine d'une  équation  du  fécond  degré  par  la  divifion  après 

avoir  trouvé  la  première ,  foit  x^  H-  10  x i44==o. 

dont]  ai  trouve  la  racine  pofîtive  x 8  =  o  ,  je  di- 

vife  réquation  par  cette  racine  ,  &  le  quotient  donne 
lautre  racine. 


Divifeur\  Dividende  j  Quotient  ér  z^^  Racine 

t  —  8=0    /   x^-4-iox  — 144  =  < 

^jèotiens. 


\  Retient  ér  1^^  R^ci^ 

2  x^i»  =  o 


X      .      . 

.  X*- 

-Sx 

0    H 

-  lîx 

-f-18 

H  iSx 

0 

0 

premier  produit  à  ôtcr. 
144  premier  refte. 
144  fécond  produit  à  ôcer. 
o  fécond  &  dernier  refte. 


Remarque  quatrième.  Il  y  a  une  (crie  infinie  d  équa- 
tions dans  la  troiûéme  formule ,  qu'on  peut  former  fur 
chacune  des  deux  valeurs  de  l'inconnue  x  ,  parce  qu'on 
peur  combiner  tous  les  nombres  poflibles  avec  une  valeur 
déterminée  en  nombre  quelconque.  Ainfi  prenant  une  ra- 
cine conftante  égale  à  i ,  l'autre  racine  peut  varier  par  la 
fuice  de  tous  les  nombres  à  l'infini  y  ce  qui  fait  une  fé- 
rié infinie ,  &  comme  je  peux  prendre  fucceffivcment 
pour  la  valeur  conftante  de  la  première  racine  chacun 
des  nombres  à  l'infini ,  &  dans  chaque  cas  prendre  *fuc« 
ceflivement  tous  les  nombres  à  l'infini  pour  la  féconde  ra- 
cine; il  fuit  delà  que  je  peux  former  une  infinité  de  fériés 
infinies  d'équations  du  fécond  degré  dans  cette  troifiéme 

jf  ij 
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formule  y  dans  laquelle  le  mukiplicateur  4  croifFant  coa- 
tinueliemenc  ,  fait  aufli  croître  à  proportion  le  dernîor 
terme  ou  l'homogène  de  coroparaifon  qui  contient  le 
produit  des  deux  racines. 

Outre  cela  fur  chaque  valeur  déterminée  de  a  confiance, 
on  peut  former  une  (erie  infinie  d'équations  dont  cous 
les  homogènes  (ont  différens ,  ce  qui  donne  des  équations 
Arithmétiquement  femblables  à  Tinfini. 

séries  infinies  ^équations  du  fécond  degré  dans  la  troi^ 

fiéme  formule  fur  a  c^  b  variables. 


Pour  X 


Pour  X 


X 

X 

X 

X 

X 

X 
X 

X 


0  AT  s 

1  X  = 

3  x  = 
4x  = 
5x  = 
6  x^ 


7^ 


o 

6 

S 
10 

16 
18 


.-» 


&c.  à  rinfini. 


ox=  lé.Rac. 
I  Xi==z  10.  R.  - 
1  Ar==  24.  R.  - 
3  x==28.  R,  - 
4x=  32.  R. - 
y  x===  3^.  R. 
6  X  ==  40.  R. 

7  AT  =  44.  R. 


&c.   à  riufini. 


série  infinie  pour  a  confiant 


X 

X 


X' 


7  ^ 
7  ^ 
7  X 

7 
7 

7 
7 
7 
7  ^ 


X 
X 
X 
X 
X 


o 

8 

18 

30 

44 
60 

98 
12.0 


4 

y 

6 

7 
8 

9 
10 
1 1 


4 
4 
4 
4 


4 
4 
4 


2£c.  à  l'infini, 
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Remarque  eimcjuiéme.  Dans  cette  croifiéme  formuU 
toutes  les  racines  font  inégales  ,  il  n'y  en  peut  avoir  d'é- 
gales ,  car  elles  font  dans  la  première  formule  qui  com- 
prend les  équations  pures  &  fimples. 

Dans  la  troifiéme  formule  la  grande  racine  eft  tou-* 
jours  négative  à  caufe  du  figne  -4-  du  fécond  terme  ^ 
c*eft  X  -H  4 ,  &  la  petite  racine  eft  pofitive ,  c'eft  x  —  ^, 

Remarque  Jixiéme.  Dans  la  quatrième  formule 
X  ** 4  X  ==  ^'^les  équations  poflibles  fur  une  valeur  dé- 
terminée du  multiplicateur  a  du  fécond  terme  forment 
deux  fériés ,  Tune  finie  réellement,quî  arrive  au  zéro  ho- 
mogène y  après  lequel  commence  la  feconde.férie  qui  eft 
infinie^  dont  tous  les  homogènes  croiftent  à  Tinfini. 

Dans  la  première  férié  qui  eft  finie  ^  les  deux  racines 
font  toutes  les  deux  poficives  &  inégales. 

Dans  la  féconde  férié  qui  eft  infinie ,  la  grande  racine 
eft  pofitive  J&:  la  plus  petite  eft  négative. 

série  finie  i  équations  dans  la  quatrième  formule  du  fécond. 

degré  ; 

Formule,    x  * a  x  =  V\  en  lettres* 

La  même  x*  7  x  ==  V.  en  chiffres^ 


Série  finie. 
X*— 7x==3:  o. Racx oc=o,xx 7==o^ 

« 

Minimum,  x'' ^7  ¥  =s.  tf.RaC.X l=O^XX fi  =:  o.^ 

X*— 7x==^io.  Rac.x i=o,xx j==o.. 

» 
Kiwriwi^i».  X*— 7x  =  i2.Rac.x 3==o,xx — -4==o. 

Af^ii»iii».x*—7x  =  II.  Rac.x 4==o,xx 4=0. 

x^  — 7x==io.  Rac.x— ^— y  ==  G, XX i==o. 

X' — 7x==s  6.  Rac.x fi=o,xx is==o.. 

X*— 7x==  o.  Rac.x 7==OpXx^ — x)  =  o^ 

•  •  • 


\ 


1}0 


Analyse     générale, 


Fûi^t  de  partage  çjr  origine  de  la  férié  infnie. 


X 
X 
X 
X 

x' 

X 
X 

x' 


JX 

7^ 


jx^ 


JXz 

jx 

7^ 

7^ 


8.  Rac.  X 
i8.  Rac.x 
30.  Rac.  X 
44,  Rac.  X 
éo.  Rac.  X 
78.  Racx 
p8.  Rac.  X 
12.0.  Rac.x 


O,  X  AT 


OjXa: 


10 
II 
II 


o,xx 


o,xx 


o,  XX 


&c. 


7x=  144.  Rac.  X 
&c.        &c.  à  linfîni. 


ï3^ 
14: 

16 


5  0,XX 


o,xx 


o,  XX 

o,xx 


l:^=0* 

2==  a* 

3=0. 

4===o. 
y  ===!0 

7==o. 

8n=0. 


lî/r/V  des  Equations  de  la  quatrième  formule  fur  les 
valeurs  de  zdr  de  %y  variables  mais  égales. 


Racines. 


o.  X 

1.  X* 

2.  X* 

4.    X* 

y.  X* 
6.  X* 

•^^^^ 
8.  X* 

p.  X* 


o    X    s 


I    X 


2    X    c 


3    X    t 


4  ^ 

tf    X 


7  ^  = 

8  X 


o. 
o. 
o. 

o. 

o. 

b. 

o. 

o. 

o. 

o. 
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^51 


Série  pour  a:  con{lant==  4  &  invariable. 


X 
X 
X 
X 
X 


o  X  =  ô.  Racines,  x 


I  Ar  = 


%x 
4Ar 


6x 


7Ar  = 

gXc 


^x 


\ox 


o  •  ■  •  X 

/^  *  •  m    X 

o  .  .  .X 

4  •  •  *  «^ 

o  •  •  •  X 

Il  •  .  .AT 
Itf    .    .    .X 

20  •  .  «X 

£4  •         9         •    X 


4  = 
4 


4== 


4= 


4= 


4' 
4 


OXJC 

=  oxx 

sOXAT 

50XX 

O  XX 

oxx 
oxx 

lOXAT 
OXX 

=oxx 


3  = 

2 


3  = 
4= 


y= 


&c.  à  rinfinl  homogènes         &c.  à  Tinfîni. 


négatifs. 


b'\ 


o. 
o. 


i==o. 
o  =  o# 

I==:0. 
Z==:0. 


O. 


=0. 


O. 
:0. 


b^'. 


Ré/olution  de  la  cinquième  formule  x^  Hh  àx 
dr  de  U  Jîxiéme formule  at*  — *  a  x  = 

Dans  ces  deux  formules  il  y  a  deux  racines  qui  font, 
ou  routes  deux  réelles  ^  ou  toutes  les  deux  imaginaires  \ 
de  forte  que  celles  qui  font  toutes  les  deux  pofitivesdans 
la  cinquième  formule  font  toutes  les  deux  négatives  dans 
la  6^.  formule/uivant  les  différens  cas  qu'il  faut  déveloper. 

La  formule  de  ces  deux  racines  eft  x  ==  '^\à 


Or  comme  fuivant  cette  formule ,  il  faut  prendre  la 
fomme  ou  la  différence  du  binôme  \  aa  — •  h",  qui  eft 
fous  le  figne  radical ,  &  en  tirer  la  racine ,  cette  fom- 
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me  devient  négative  Jorfque^  a  a  eft  moindre  qucTho- 
mogéne  V ,  qui  répréfente  en  général  tout  nombre  en- 
tier qui  peut  être  Thomogéne  ou  le  dernier  terme  de  l'é- 
quation \  or  lorfque  cette  fomme  ou  cette  différence  éft 
négative  ,  c'eft  une  féconde  puifTance  négative  donc  il 
faut  tirer  la  racine  quarrée ,  or  il  eft  impoffible  qu^une 
féconde  puifTance  ,  &  naéme  que  toute  puifTance  paire 

^*\  ^n  général  foit  procédée  du  figne ,  puifque 

h  X h  donne  -f-  h" ,  de  même  que  -+-  h  x  -f-  b 


donne  Hh-  h" .  donc  cçtte  grandeur  eft  une  grandeur  im« 
poffible ,  &  fa  racine  eft  imaginaire  &  impoUible,  Ufuf- 
fit  pour  cela  que  \  a  foit  moindre  que  y\  car  \  4a  eR, 
moindre  que  1  a ,  puifque  le  quarré  d'une  fraûion  eft 
moindre  que  la  fraâion  &  décroît  en  raifon  des  puif- 
fances ,  c'eft  ce  qui  m'engage  à  confidérer  les  diffèrens 
rapports  qui  peuvent  fe  rencontrer  entre  ^  aa  Se  b". 
Premier  cas,  lorfque  \  aa  =  y .  ou  lorfque  \az=z  V^'yî 

alor^  les  deux  racines  font  égales  ,  dans  la  cinquième  for- 
mule X  -f-  A  X  =?=  ^ —  h" ,  foit  réquation  x*  -+-  i  o  j^ 
1  j  fes  deux  racines  font  négatives ,  c'eft  x  -+-  y 


o.  car  fuivant  la  formule  c'eft  .v 


-  a 

X 


\/^Laa b\  ou  X  = j  Hh       J/ Î22 ^^ 

ou  x== y  ±.  V  x^  — 15 ,  qui  donne  x  == y  ^ 

l/~  &  par  tranfpofition  x  -+-  5  =  o ,  &  ;c  -H  y  =  o 
qui  font  les  deux  racines  négatives  défirécs. 

Dans  la  fixiéme  formule  x* ax  = b'^    foit 

l'équation  x' lox  = ly  ,  j'ai  la  formule' 


AT 


\a^    y    —aa b" .  qui  donne  x 


2y,oux=  y.H2Ki5_x5,oux=y 

o.  &  par  tranfpofition  x y  =  o ,  &  x y  =  o 

qui  font  les  deux  racines  pofitivcs  dans  ce  cas  pour  U 

iixiéme 


LrVRE      PREMIER.  233 

fîxicme  fotraqlc  $  la  formation  de  l'équation  en  donnera 
la  preuve* 

Le  fécond  cas ,  eft  lorfquc  \  aa  furpaffe  l'' ,  ou  lorf- 
quc  ï  a  furpaflc  f^J^  alors  la  fommc  ou  le  reftc  du  binô- 
me \  aa i'^  qui  eft  fous  le  figne  radical 

K     —  ^^ ^''  *  eft  toujours  une  grandeur  pofitive  , 

dans^  ce  fécond  cas  les  deux  racines  font  réelles ,  inégales 
&  négatives  dans  la  cinquième  formule. 

Exemple.    Soit  lequation  a*  -4-  lox ., itf.  fc$ 

deux  racines  réelles  inégales  &  négatives  font  at  -H  8 
— =o,  X  -f-  1=  o.  car  j'ai  par  la  formule  x=— y 

•^ ï^t  ou  jf5?=^ — jHh  K^j— 16,  oux 

y  ih^JT  ^"  ^==— »•  y  ;i;i  j.donçxp-n        i 

Mais  dans  la,  (ixiéme  formule  les  deux  racines  font 
réelles,  inégales  &  pofitives.  Exemple.  Soit  l'équation 
pc^  —  JOAT  = itf ,  j'ai  par  la  tormuledc  la  racine 


5  — i^ 

qui  donne  at  ==  y  '^  V^TI  ^^  ^  =  J  '!tl  5  ,  qui  donne 
X  =  8 ,  &  jf  ''=^,^*  I^o^c  ïe^  deux  racines  pofitives  font 

X 8==^o&:Ar — -is==o. 

Le  troifiéme  cas ,  eft  lorfque  ^  44  eft  moindre  que  b'^ 
ou  ce  qui  revient  au  même ,  lorfque  h"  furpafle  1  aa.  ou 
lorfque  Vpf  furpafte  \  a  ;  dans  ce  troifiéme  cas  Içs  deux 

racines  font  imaginaires ,  mais  égales  &  négatives  dans 
la  cinquième  formule.    Exemple.  Soit  Téquation 
X*  -H  Sa:  =f=3  —  ly.  Ses  racines  font  x  == 


K 


£4 

4 


ly ,  ou ;c  ===  — —  4 "^  V^i(î — 1{]  ou  x 

4  *+*  V^  qui  donne  a;  5=3 — 4  ^ 3.  Donc 

ies  deux  racines  font  x  ^  4  Hhi  -^--^  3  ^=^=3  9  ^  & 
AnAlyfe.  « 
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X  -4-  4  ' 3  =  o ,  qui  font  deux  racines  imagi« 

naires  à  caufe  des  doubles  fignes  H ,  & . 

Dans  la  fixiéme  formule  ^  les  deux  racines  font  ima* 
ginaires,  égales  &  pofitivcs.    Soie  Téquation  x*  — r-  9x 

=== 1  y ,  Çqs  racines  font  x  =  4*+'    y^  — zy 


oux'==4""^  V  yc  —  25,ou  Ar  =  4*:t  V^ — 9  qui  donne 
4  ^1 3 .  Donc  les  deux  racines  poficives ,  égales 


X  = 


&  imaginaires  font  x  4  H 3  ==;  o ,  x 4 

La  preuve  fe  tire  delà  formation  de  ces  équations  par 
les  deux  racines  trouvées. 

JPormation  de  t Equation  dans  la  cinquième  Formule, 

Par  les  deux  racines  imaginaires  égales  &  négatives. 


—  3  ==0 


X  X  -+-  4 — -'- —  3  ==:  o 


X*  -+-  4  X  -4 3  X 

4^-t-  i6H[ Il 


3  X  — Il  -t-  9  = 


X*  -+-  8xi(-+-  itf -Hj)  -f-  2y==:o 
ou    X*  Hh-  8  X  -+-  15  ==  o. 


Remarque.  Toutes  les  racines  de  Téquation  ont  le  figne 
y  ce  qui  marque  que  toutes  les  racines  (ont  négatives , 
ce  qui  fait  que  cette  formule  n*eft  d'aucun  ufage  :  d'ail* 
leurs  le  dernier  terme  étant  pofîtif  dans  cette  équation 
égalée  à  zéro ,  &  dont  Texpofant  eft  un  nombre  pair  *>  c'eft 
une  marque  qu'il  y  a  des  racines  imaginaires  U  en  nom^ 
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brepair,  puifqu'elles  ne  peuvent  fe  rencontrer  que  deux 
à  deux,  quatre  à  quatre ,  &c. 

Donc  les  deux  racines  de  l'équation  font  imaginaires. 

Formation  de  P Equation  dans  la  fixiime  formule. 
Par  les  deux  racines  imaginaires  égales  &  positives. 


jV  — —  4  -+-  — —  3  =;=  o. 

X  X 4  Hf ^  3  ==  o. 


X 


ft 


4^:  -ï 3X 

4X  -H  itf —  iz 

3  X  H — ' —  iz 


i*»-^iw™p«iii«iW*"— "— ^i*— ^"-i— i*** 


ou    X* 8x  -+-  ly  ==50. 


Remarque.  Les  imaginaires  communiquent  leur  con- 
tagion dans  les  racines  à  tout  ce  qui  les  accompagne  ; 
ainfî  la  racine  4  H-  -^ —  3  qui  eft  en  partie  réelle  &  en 
partie  imaginaire,  ou  mixte  imaginaire  eft  regardée  com- 
me totalement  imaginaire. 

L'imaginaire  fe  détruit  ici  par  des  figncs  contraires,^  le 
produit  rétablit  la  grandeur  réelle  if.  pofitive  -+-  9.  parce 
que  le  premier  chifre  des  deux  qui  précède  l'imaginaire 
eft  différent  dans  les  deux  racines  ,•  voyez  ce  que  nous  en 
avons  dit  au  commencement  de  cette  Sedion.  Noysen 
parlerons  encore  dans  la  fuite.  Ces  racines  imaginaires 
marquent  que  le  Problême  qui  donne  cette  équation^  eft 
abfolument  impoftible. 

Ainfi  on  peut  fe  difpçnfer  de  refoudre  ces  fortes  d'é- 
quations lotfqu'on  a  remarqué  que  les  racines  font  inu^- 

z.ij 


• 
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ginaires,  fi  ce  n'cfl:  qu'elles  viennent  de  la  réfolutiôn  cf  aa- 
très  équations  des  degrez  plus  élevez. 

Remarqtée générale.  Dans  toutes  les  équations  du  fécond 
à^Z^o  ,  qui  comme  celle-ci  a  deux  racines  inégales ,  & 
pofitivcs.  X*  —  lox  rs:  —  2  r 

Il  y  a  deux  rcfolutions ,  &  x*  repréfencc  généralement 
le  qiiarré  des  deux  racines  7&3.  x*  — ioxc=5 —  zi 

qui  font  49  quatre  de  7  grande  rac.  49  —-  70  =—21 
&9quarrédelapetiteracine3.  ^  —  30  zn  —  21 

comme  cela  eft  général  dans  toutes  les  équations  du  fe^ 
cond  degré;  il  fuit  de  là  que  toutes  les  équations  du  fécond 
degré  ont  autant  de  réfolutions  que  Texpofant  de  leur 
degré  contient  d*unitez ,  ce  qui  eft  général  dans  toutes  les 
équations  déterminées. 

La  réfolutiôn  des  Equations  du  fécond  degré  qui  ont  des 

racines  irrationelles^ 

Nous  n'^avons  donné  jufqucs  ici  que  des  exemples 
d'équations  dont  les  racines  font  rationnelles  pour  ne 
point  embarraffer  les  commcnçans  en  multipliant  les  dif- 
fîcultez  5  j'expliquerai  ici  la  manière  de  réfoudre  les  équah- 
tions  qui  ont  des  racines  réelles,  irrationnelles  ;  &  en- 
fuite  )e  parlera  t  des  racines  irrationelles  imaginaires ,  qui 
font  celles  qu'on  ne  peut  exprimer  exaûement  ni  en  nora« 
bres  entiers,  ni  par  desfraâionsnipar  un  nombre  mixte 
quelconque ,  mais  dont  on  peut  approcher  à^ l'infini  com- 
me nous  le  verrons  r  comme  entre  les  deux  homogé* 
nés  confécuti fs  &  femblables  36  &  jo,  il  y  a  dans  la 
fuite  naturelle  les  treiîie  nombres  37  ,   38-,  39^,  40 ,  4 r. 
4z.*if3.  44.  45".  4^.  47.  48.  49.  quirempliflèntcetinter- 
val.  Ainfi  entre  l'équation  x*  -f-  y  x  =  3^  dont  les 

racines  font  x 4  =  o ,  x  -+-  9  ==  o ,  au  pour  abré-- 

ger  dont  les  valciurs  de  x  font  .-*-  4  &  9  d'une 

pairr. 
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Et  réquacion  x*  H-  5  x  ==  jo  dont  Ici  valeurs  de  x 

font  -+-  S  & 10.  qui  font  deux  équations  arithmé- 

tiquement  femblables ,  puifqu  elles  ne  dififérent  que  dans 
le  dernier  terme*  Si  je  les  écris  dans  une  colonne  avec  une 
diftance  j'en  remplirai  Tinterval  de  treize  équations  qui 
feront  auffi  arichmétiquement  remblables^parcequ'ellesne 
différeront  que  dans  le  feul  dernier  terme  :  or  on  ne  peut 
exprimer  les  racines  de  cei  équations  par  exemple  de 
x^  *f*  f  •^=^  37  P^^  aucun  nombre  entier  s  car  comme 
6x6=i  ^6.  ôc  6xy  »=:  41  dans  les  nombres  ,  ainfi  la 
racine  de  Thomogéne  57  eft  irrationnelle  dans  l'équation 
X*  -+-  j  X  ==  37;  Si  je  prens  pour  racines  x  —  4  —  KT" 
a=  o,  &:  X  -+-  9  -+-  V^T"  ==  o,rerrcur  fera  1 3  V^Tsz:  1 5 
qui  eft  la  fomme  des  deux  racines ,  puifque  x  3  iC^zsi  13^ 


*    >  m     *t 


X  X  -+-  9  -i-  V  X    ==5  a 

X*—    4X    X    V^ 

jx  -*^'—  36  - —  9  v^ 


X  VT'  - —  .4  v'  I  — '   X  =^  o. 


X* -t-    fx  — ^  37  —  13  v^i   ==3  o. 

Voici  la  (crie  de  treize  équations  arithmetiquement  fem^ 
klables  dont  les  racines  font  irrationelles,c'eft-à-direplus 
grande  que  -+-  4  &  — ^  9 ,  mais  plus  petites  que  -+-  5  6c 
i— ^  10  qui  font  Içs  racines  rationelles  des  équations  A  &c  B 
qui  font  au  commencement  &  à  la  fin  de  cette  Série. 

Donc  la  petite  racine  eft  entre  4  &  5^  la  grande  en^ 
ttc^Sc  10. 


XttJ 
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série  de  treiz^e  équations  femblables. 


.& 


i...Ar-  -t-  y  X£=  ij 


3. ..  x^  -f-  y  xtssrss  39 


X 


4*  •  •  X   -+-  y  X  ==;  40 
y.  ..X*  Hh  y  x==4i 


€...x^  -f*  y  x==4i 


.& 


7...x--+-y^  =  43 
8. . .  X*  -f-  y  X  ==  44 


9. . .  X*  -4-  y  x==  4y 


10. . .  X*  -4-  y  X  ==  46 


VI 


II...  X"  •+•  y  ^  —  47 

iz. ..x'  -+-  yxs==48 


13.  .  .  X*  -i-  y  x==49 

B- • .  x' Hh  y  xc=  yo  lu^iw/*— 5=o,acj(f4-ios=5o 


Comme  il  n'y  a  aucun  nombre  entre  4&  y  ,  ni  entre 
9  &  10  qui  fe  fuivent  immédiatement  &:  qui  ne  dififérenc 
que  de  Tunité;  donc  les  racines  approchées  à  l'unité  près 
de  ces  treize  équations  font  irrationelles  -{-  4— H  ,  ou 

-+-  y ,  & 9  -f-  ,  ou lô ,  c'eftà-dirc, 

que  -i-  4  & 9  font  approchées  par  défaut  étant  trop 

petites ,  mais  -f-  y  & 10  font  par  excès  étant  trop 

grandes. 

Pour  en  approcher  à  l'infini ,  il  faut  employer  la  nou- 
velle Méthode  d'approximation  qui  fuit  dans  le  fécond 
Livre, 
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SECTION   QiTATRIE'ME. 

La  formation  &  U  réfolution  des  Equations 

du  troifiéme  degré. 

Es  Equations  du  croifîéme  degré  fonc  formées  par 
^  la  multiplication  de  trois  équations  fimplcs  du  pre- 
mier degré  ou  pour  abréger  par  une  équation  quelconque 
du  fécond  degré  multipliée  par  une  équation  (impie  du 
premier  degré. 

Formation  far  trois  racines. 


L 


X  X   —    x   ==  o 


x^  — —   %x 


mm 


3>^ 


X*  ^x    -i-    6  c==5  O 


X  X 


m^m»  m 


x^  —  5  X*  H-  6  X 

fx*—   zfx   -H-    jo  ==î  o 


x^    -4-    ox*—-   i^x   -4-    jo  £ 
ou  x' +    ox* I9X  £=s  30, 


«•«»«• 
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Formation  par  une  Equation  du  fécond  degré  (^  une  dtê 

Premier  degré. 


y  X  -4-    6  =X5  o 


X    X 


x^ 5X*   -+-    6x 

4Ar*  — ^—   %ox  Hf-    14 


•.i»*s 


«■ 


>:'•- —  IX     I  4x  -4-    24  ==!  o 

ou  at' I X*  I  /[x  =  14 

Le  'dernier  terme  qui  eft  rhomogéne  de  comparaifbn 
contient  le  produit  des  trois  racines ,  il  s'agit  de  les  trou« 
ver,  elles  peuvent-être  réelles  ou  imaginaires  ^  rationel* 
les  ou  irrationelles ,  &c. 

La  formule  générale  de  toutes  les  équations  poflfibles^ 
dutroifiémedegréeftH-  x^  ^  ax^  '^a^  x  ==  h'",  dans 
laquelle  h"'  eft  Thomogéne  decomparaifon ,  c'eft  un  nom* 
bre  quelconque  qui  a  trois  dimentions  par  la  multiplica- 
tion des  trois  racines.  Les  multiplicateurs  a  U,  a^  ^  fonc 
auffî  des  nombres. 

La  formule  générale  de  Tartalea  pour  les  racines  e(l: 


=±l/I 


X 


h'"  H-  V-TT^ 


*  4  17 


}/r^ 


4         —  17 
Cardan  qui  vivoit  dans  le  même  tems  attribue  cette  fojr- 
mule  à  Scipio  Ferreus ,  dans  Ton  Traité  d'Algèbre,  com- 
me au  premier  inventeur  ;  mais  il  dit  que  Tartalea  a  fait 
Auili  dans  la  fuite  la  même  découverte. 

METHODE 


LlYRB      PREMIE1L.  24.1 


«« 


METHOD.E    POVRTROVFER    LA 
Formule  de  U  première  racine  des  Eqhations 

du  troifiéme  degré. 


l.  Soitx'=  *  ^'x  -i-b"'. 

Pour  trouver  la  formule  de  fa  première  'racine. 

lo.  Je  fuppofe  X  ==3  m fon  cube  eft  x^  ==  m 

3  ^ 


am 


if* 


J 1»  X7i»'« 

xo.  Multipliant  tout  par  a  dans  la  première  hypothcfc 


4»     .,  .  ii* 


x==3»r—  — ,  j  ai  4  X  ==3  4  m 

3?^  Subfticuant  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 
de  fa  première  équation  x'  = a"  x  -*-  b'" ,  j'ai 

4®.  Donc  rèquation  propofèe  x*  == J-  x^^  y*\ 

fc  changera  en  celle-ci  iw' — r4  m 


H^  M^ 


im  ijm^ 


a  m  H H  t'^\  ce  qui  donne  par  tranfpoii- 

cion  &  par  fouftraûion  m^ r-  ==:  i"\ 

y®.  Je  multiplie  ^  deux  membres  nar  m^ ,  ce  qui 
donne  m^ 77  4'  :==:  b'^'  m^ ,  &  par  tranfpofition  m^ 

tfo.  J'ajoute  1  ^^'.  de  chaque  côté  ,  ce  qui  donnc^ 
w* t'''  m'  -^.'  i  h^\  :?=  i  ^y*.  -H  r7  ^S  ^^"^  ^a  ra- 

cme  quarrèe  eft  «^' i  *'''  ==  J/^  i  ^vi  .^  j.  .1 


£7  '^  > 

6c  par  tranfpofition  |»'  s=5s=î  h'"  «dt-  jt^; 


Andyft.  4  4 


X4t  Analyse    générale, 


dont  la  racine  cubique  eft  w  =  "(/  i  h'"-^  v^i  ^v.^j.43 

Voilà  la  première  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  grande, 
puifque  j'ai  m  &  non  pas  a:  ,  &  par  la  première  hypo- 

tcfe  X  ==  m — ,  il  faut  donc  en  retrancher ^ 

qui  efl:  la  féconde  partie  de  la  racine  en  continuant 
comme  il  fuit. 

y^.  Je  fubftituë  cette  première  partie  trouvée  de  la 
racine  dans  Téquation  (impie  de  la  première  hypotéfe  , 

X — rm la  fubfticution  donne 


X  X 

Cette  formule  ne  demande  qu'une  feule  extraâion 
d'une  ^racine  cubique  ,  &  d'une  racine,  quarrce. 

8^.  Mais  fi  je  veux  avoir  la  formule  ordinaire  de  Tar- 
talèa  rapportée  pgir  Cardan,  il  faut  multiplier  le  numc- 
satei^r  &  le  dénominateur  de  cette  fraâion  par 
5 


y    ^1  h'"  -H  v'  i  ^^^  -H  T7  ^^  qui  donnera  la  formule 
entière  qui  fuit  pour  la  première  racine 


oùj^ai  fupprimé  les  cxpofans  italiques  de  b  pour  abréger, 
mais  cette  formule  demande  deux  extradions  de  racines 
cubiques ,  &  deux  de  racines  xjuarrées. 
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II.  Soie  x^  =  *  -(-,  y'  ^  «j^  i^f\  - 

FûMf  trouver  la  formule  de  fa  fremiére  racine. 

i^  Jcfuppofe  X  =/w  -f.  —  foncubeeft  x'  =^rn 


am 


î  «*  17  iw'  • 


z».  Je  multiplie  tout  par  ^  dans  la  première  hypo- 

thcfc  X  ==  w  -i — ^ ,  ce  qui  donne  a  x  ^=^am  H-  ~ 

3°.  Je  fubftitiTé  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 
de  1  équation  propofée,  ce  qui  donne  4x  HK  V*'  ^s=^am 

.j^    ± I        un 

4^.  Je  fubftituc  ces  deux  valeurs  dans  les  deux  membres: 
de  l'équation  propofée ,  x^  =  -4-  4''  x  -f-  V'^ ,  ce  qui 

donne  m^  .^^  am  -^  - — H  —--.=««4 m-^  —  ^ h"\ 

)i»  ^71»'  im  ' 

()ui  donne  en  abrégeant  par  tranfpofition  &  par  fouftrac^ 
tien  m^  -f^  -J*— .==5^'^ 

X7  iiî' 

y^.  Je  multiplie  ces  deux  membres  par  1»'  ,  ce  qui 
donne  m^  -H  77  4'  ==  h'" m^  ^^  par  tranfpofition ,  m^ 

_    t       Llff  ^%  I    ^5 

^    I       ^      /W     =:^=  —  r?  4   • 

6''.  3'ajoute  de  chaque  côté  :;  i^* ,  ce  qui  donne 
*  —  h'*'  m^  -t-  4  ^^'  ==i  ^^'•—  n  ^*  dont  la  racine  quar-f 

r ce  cOtm^ \  h"'  ==  1/    ^  i^« ry  4S&  par  tranfpo^ 

Ction  «1'  c=s:  --H  ^  ^'^'  •^  1/  ^  ^vi  _.  ^  4Sdont  la  racine 


cubique  cft  «i=l/    j  b"'  ^t-  v^i^^' n"T^  ,  c'eft  la 

1".  partie  de  la  racine  qui  eflrtrop  petite,  carparl'hy- 
pothcfe  X  furpaffe  »^ ,  de  -J-  ~  ;  pour  trouver    cette 

daij 


2-44  Analyse    générale, 

partie  qu'il  faut  ajouter  ,  je  continue 

70.  Je  fubftituë  cette  valeur  trouvée  de  m  dans  la  prc« 

miére  hypothcfe  x  =  m  -H  —  ,  la  fubftitution  donncj^ 


cette  formule  n*a  befoin  que  de  l'extradion  d'uniî  racine 
cubique  &  d'une  racine  quarrée  pour  trouver  la  pre- 
mière racine  défîrée.  • 

V\  Pour  réduire  cette  expreflîon  à  celle  de  Tartaléa, 
je  multiplie  le  numérateur  &:  le  dénominateur  de  cette 

fraaion  trouvée  par  J/   i  ^m  _  ^^  ^vi  _  j.  ^1  ^  ic   pro- 

ïlr 

duit  donne  la  formule  entière  qui  fuit. 

où  j'ai  fupprimé  les  expofans  italiques  de  h  pour  abré- 
;er  ;  mais  il  faut  dans  cette  formule  deux  extradions 
le  racines  cubiques  &  deux  extradions  de  racines  quar- 
rées;  lorfque  ^^▼^  eft  moindre  que  77  a^ ,  la  racine  quoi* 
qucvréellc  vient  fous  une  forme  imaginaire  d'où  il  eft 
impoffible  de  la  tirer.    Cefi  le  cas  irréduCtihU. 

III.  Soit  x'  =  *  -H  a^'x  '^"' 


Pour  trouver  la  formule  de  fa  première  racine. 

1^.  Je  change  les  fignes  de  la  propofce  dans  le  pre- 
mier &  le  dernier  terme ,  ce  qui  donne  —  x^  =  -+-  ax 

i*+-  f^"\  en  fuite  je  fuppofe — x  =  w  -+-  — ,  fon  cube  eft 
~x'  *==^m^  ^+'am^f-~^ ^-r>oubien  x'==;~ 
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i«.  Je  multiplie  tout  par  a  dans  rhypothcfc  de  x 

m  -i-  —  ,  ce  qui  donne  a  x  î==  —  4  w  -h  —  — ^ 
3  »»  }w 


4 


} 


»7  »'• 

3°.  Je  fubfticuë  cette  valeur  dans  le  fécond  membre 

de  la  première  équation,  j'ai  4;c  ~^'''==—  4  m  -+-  — 

5  ^ 
Ht-  y"  &  fubftitiiant  la  première  valeur  à  la  place  de 


,1  ^5 


3»  171»* 

,  ^  r  _  Lut 

4®.  Donc  abrégeant  par  tranfpofition  &  par  fouftrac-' 

tion,  j'ai  — ^  1»'  h ^-—  =  ^'^^ 

171»' 

y°.  Je  multiplie  tout  par  m^  ,  ce  qui  donne 
—  m^  -+-  77  4^  =  y  w* ,  &  par  tranfpoûtion 

^    — *-  i?     m  == 174  . 

^o.  J'ajoute  1  ^^' dans  chaque  membre,  ce  qui  donne 
»* y"m^  '^\L'''z=z\y" ry  4'  dont  la rac.  quarrcc 

cft  »* {  b'^^  =  1/  j,  ^vi ^  4^  &  par  tranfpoû- 

4 

tion  m^  ==  \  h"'  -f-  1/  i  ^^' 77  4* ,  dont  la  racine 


1'/" X 

cubique  cft  ;9i  =î=:  J/    i  i^//  .j«  y^  ^  ^v«  __  J^  ^^  c'eft  la 

première  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  petite ,  car x 

furpaflc  m  ,  puifquc  par  la  première  hypothéfe  x 

m  Hf-  —  ,  je  continue  pour  trouver  la  partie  qu'il 

faut  ajouter  à  cette  racine. 

7®.  Je  fubftituc  cette  valeur  de  m  dans  la  première  hy- 
pothéfe — '  X  ==  m  -H — —  y  ce  qui  donne 

44  iij 


1/^6  Analyse    gekerale. 


'"    ■    v^;^v. —  j_v 


S 


3]/  ié'"  -i-v'iù^' j.^,  ,  qui  ne   de- 

mande  qu'une  cxtraftion  de  racine  cubique  &  une  cx- 
traâion  de  racine  quarrée. 

S^.  Mais  pour  réduire  cecce  expreûion  à  laibrmule  o^di* 
naire  de  la  première  racine  du  troifiéme  degré, il  faut 
multiplier  comme  ci-deflus  le  numérateur  &  le  dénomina- 
teur de  cette  fradion  trouvée ,  le  produit  donnera  la  for- 


x^}/^. 


mule  de  Tartaléa ,  — - X  =  ^  i^.^\/i^^ l  ^ 


V 


Ih  '—V{b ~4»  ,  qui  demande  Textrac- 

X 

tion  de  deux  racines  quarrées  qui  font  impoffibles,  & 
viennent  (bus  une  forme  imaginairiC ,  lorfque  ^  h"^  eft 
moindre  que  —  a^  y  quoique  la  racine  foit  réelle ,  ce  qui 
fait  le  C4s:  irrédHitfkle^ 

IV.  Soit  x^  ==;  ♦  — ^^^x h''\ 

Pour  fTM^^tr  U.  BwmuU  de  fa  première  racine. 

r 

i^.  le  change^lcs  figncs  du  premier^  du  dcmîçr  terme, 
ce  qui  donne! x^  == a^'x  -4^  h''\  &  je  fuppofe 


X  5=  m fon  cube  eft  —  x^  5=  m^  '^  am 

1^.  Je  multiplie  tout  par  a  dans  la  première  hypothcfe  ^ 
ce  qui  donne  -+-  à  x  œ  am--^  -^. 

30.  Subftituant  ces  deux  valeurs  dans  Téquation  pro^ 
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"-     ;»...  ^.î  —  am-^  "" 


*        ^% 


pofce  x'  ==2 a''x  ,  J  ay  w  _ 

X  '  •  Ji»         171»* 

==  4  w 1-  ^'''.  qui  donne  en  abrégeant  par  tranf- 

pofition  &:  fouftra£lion  ni>  —  -^  ==  h!". 
*  17 1»  * 

40.  Je  multiplie  ces  deux  membres,  par  m^  \  ce  qui 
donne  m^  —  -^t=  ^''^«?'  &  par  tranfpoûtion»^  —^'^^ 


X7  W' 


^'«'- 


î°.  J*ajoute  de  chaque.côpé  ^  J^',  ce  qui  donne 
_  y^fn\  ^\y''=^\  r*  -f-  î^  4' ,  dont  la  racine 


quarré  cft  ni>  ^{t'''  =  1/    1  a""'  H-  J^^'  quidon- 

^4  17 


«■7 

■■■     ■  ——a 

ri 

I 


ne  par  tranfpofîtion  ^'  ==  î  t^^'  -+- 1/  i.  ^    -4-  JL 

V '^ 

dont  la  racine  cubique  eft  w  =  1/  ^  b'"-^  yr-^ 


4V 


4*^     *^i74 


c'eft  la  première  partie  de  la  racine  qui  eft  trop  grande , 
car  m  furpaffe  x ,  puifque  par  Thy pothéfe  —  x  ■ — r  m 

— —  — .  Je  continue  pour  trouver  la  partie tju'il  faut  re- 

rrancher  de  la  racine. 

6°.  Je  fubftituë  cette  valeur  de  m  trouvée  dans  Thy- 

pothéfe  —  ;c  ==  w  —  —  ,  la  fubftîtution  donne 

5  ^ 


i/^ 


7// 


^i^--i-n^' 


que  de  i'excraûion  d'une  racine  cubique  le  d'une  racine 
quarrée. 


14^  Analyse    générale, 

7^.  Pour  réduire  cette  expreflîon  à  la  formule  ordinal* 
re ,  il  faut  multiplier  le  numérateur  &  le  dénominateur 
de  cette  fraâion  par  le  même  multiplicateur 


î:  ^    -f-  y^T77^ !^ — î  ^^  produit  donnera 


la  formule  ordinaire  pour  la  première  racine  x 


'     »7 


qui  demande  Textradion  de  deux  racines  cubiques  Se  de 
deux  racines  quarrées. 

nombre  des  Formules  du  troijiéme  degré. 

Toutes  les  équations  poffibles  du  troifiémc  degré  con- 
tiennent dix'buit  cas  qui  donnent  les  dix-h,uit  formules 
fuivantes. 


I. . 

X» 
X»  - 

• 

• 

Les  deux  Tormulês  dis  Equaihns  fuus 
é*  JimfUs, 

1. . 
6,. 

x'" 

x». 
x' 

X» 

— -  4x — y 

—  ax  - — ^  — 

ax  ^       -f- 

-H  axs=t  — 

.  h'" 

h'" 

.y 

^»tf  rivrivtf  réélit  fofitivê ,  cJ»  W#M;tf 

négMtives  égales  à  U  femme  de 

Is  pûfitive. 
Toute  entière  dans  le  cms  irréduSs-' 

ble. 
Vne  rueine    négative    égale  k  la 

femme  des  desêx  négatives. 

1" 
%.. 

9" 

10.. 

x'. 

X»  . 
X     ■ 

X"" 

—  4X*-*-  OX 

ax^  ^  ox 

+-  4x*  ijr^  ox 

r 

-4-  4x*  ^:  ox 

• 

1 

U  cas  irrédsstiblH 

y 
y 

IX.. 


•    • 
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iï..\     x' 4X* 4*X  =  *'^ 

II...      X' 4X* 4*X== t'''. 

13...      X* 4X*-4-4*X=^'^ 


14.  .  .     X'  4X*  -H  4*X  ==: ^'^ 

ly...     x'H-4X* 4*Xr=:i''^ 


Itf.  ..     X'  H-  4X* 4*X:==: ^'''. 

17.  .  .     x'  -f-  4X*  -4-  4*X  ==^''', 


18...     x'  .-H-ÏX*-4-4*X= i"". 


De  CCS  dix-huit  formules  il  en  faut  retrancher  d'abord 
quatre  formules  qui  font  purement  négatives  6c  qui  ne 
peuvent  être  jamais  d'aucun  ufage  y  compris  la  première 
qui  eft  une  équation  pure  &  fimple^  mais  négative. 

Je  retranche  encore  la  féconde  équation  pure  &  fini- 
pic  x'  =  l/"\  Sa  réfolution  eft  expliquée  dans  la  Sedion 
croifiéme.  Il  ne  refte  donc  que  treize  formules ,  qu'on 
peut  réduire  à  cette  feule  Si  unique  formule  ■+  x'  ^t  ^^^ 

JtédnlUon  des  dix-huit  Formules  du  troijtéme  degré  à  trois 

feules  Formules. 

Apres  avoir  réduit  les  dix-huit  formules  des  équations 
du  troifiéme  degré  à  treize ,  on  pourroit  abfolument  les 
réduire  à  une  feule ,  dans  laquelle  on  pourroit  fuivant  les 
cas  fuppofer  quelques  termes  nuls  ,  lorfqu'ils  font  éva* 
noiiis  dans  quelques  équations  propofées ,  avec  les  diffé- 
rentes combinaisons  des  fignes,  tant  dans  la  formule  gé- 
nérale des  équations  ,  que  dans  la  formule  générale  des 
racines.  Mais  comme  cela  n'empêche  pas  la  multiplicité 
des  cas^&:  que  cela  eft  incommode  pour  les  commençans, 
AnMjife,  bb 


ijo  Analyse  GENERALE, 

d'ailleurs  qu'il  y  a  des  équations  &c  même  des  formules 
entières  qui  tombent  dans  le  cas  irréduûible,dont  on  ne 
peut  trouver  les  racines  imaginaires,  foit  rationelles  foît 
irrationelles  par  la  formule  de  Tartalea;i'ai  juge  à  prppo* 
de  réduire  les  dix-huit  formules  aux  trois  fuivantes  qui 
comprennent  toutes  les  difficultez  des  équations  du  troi- 
fié  me  degrc,&  auxquelles  on  pourra  ramener  les  équations 
des  autres  formules  de  la  manière  dont  nous  Texpliquerons 
dans  la  fuite  par  révanouiflement  de  quelque  terme'. 


i".  Form. . . .  x'  -HF-  4a:^=  t^'\  c'eft  la  yc,  des  anciennes. 
1^.  Form. . .  rx*  — ^^iât  ==  è^.  c*elt  la  j^,  des  anciennes; 
3*.  Form. . . •  x' ax  == 1*^\  c'eft  la  4^.  des  ancien. 

/  Le  fécond  terme  manque  dans  ces  trois  formules ,  defk 
la  féconde  puiflance  x^  que  jefuppofeégaleà  zéro  :  ainfi 
les  équations  dans  ces  trois  formules  ont^  ou  deux  raci- 
nes pofitives  dont  la  fomme  eft  égale  à  la  troifiéme  racine 
qui  efl:  négative ,  ou  il  y  a  une  racine  pofitive  qui  eft  égale 
à  la  fomme  des  deux  autres  qui  font  négatives. 

Dans  la  première  formule  le  nombre  des  équations 
poflibles  eft  infini ,  il  n*y  a  qu'une  feule  férié  infinie,  &  il 
n*y  a  qu'une  feule  racine  réelle  &  pofitive ,  qui  eft  égale 
à  la  fomme  des  deux  autres  qui  font  négatives  &  mixtes 
imaginaires  ;  dans  la  féconde  &  rroifîéme  formule  il  y  a 
deux  fériés ,  une  finie  l'autre  infinie. 

Dans  la  féconde  formule  le  nombre  des  équations  pof* 
fibles  efl:  égal  au  quatre  CQoins  un  de  la  plus  grande  racine 
déterminée.  Si  x  ==  10,  il  y  a  99  équations ,  le  centième 
homogène  efl:  zéro  &  après  commence  la  (erie  infinie 
des  équations  de  la  troifiéme  formule ,  entre  lefquellesil  y 
en  a  un  quart  qui  tombe  dans  le  cas  irréduûible,  &  le  reftc 
tombe  dans  le  cas  ordinaire  qui  eft  réduûible. 

Il  n  y  a  qu'une  feule  racine  réelle  &  po/itive ,  c'eft  k 
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grande  ;  les  deux  autres  font  négatives  &  imaginaires 
dans' le  ras  ordinaire  qui  comprend  les  crois  quarts  des 
équations  poffibles. 

Mais  dans  le  cas  irréduâible  les  trois  racines  font 
réelles^  la  grande  cd  pofitivê  &  les  deux  autres  font  né» 
gatives  8c  irrationelles. 

Dans  la  troifiéme  formule  qui  tombe  toute  entière 
dans  le  cas  irrédudible  ^  il  n'y  a  qu'une  feule  férié  infi- 
nie ,  le  nombre  des  équations»  poâibles  eft  infini. 

Les  équations  poilibles  fur  la  même  valeur  déterminée 
de  X  delà  feconda&  delà  troifiéme formule^formenc  une 
fuite  d  équations  composes  de  deux  fériés ,  l'une  finiû 
dans  la  féconde  formule  qui  commence  au  zéro  ^  &|conti-. 
nue  par  Péquatïon  pure  &  fimple  d'où  elle  retombe  en- 
core au  zéro ,  qui  eft  le  point  de  partage  de  la  féconde  flc' 
de  là  troifiéme  fbrmule,d'où  partent  4e3  homogènes  pofi« 
tifs  d^nn  côté  pour  la  féconde  formule  en  montant  3^  &:  les 
homogènes  négatifs  d'un  autre  côte  en  defccndant  pour 
la  troifiéme  formule*  dont  les  homogènes  négatifs  »'é- 
tendent  4  Tinfinif,  te  4onnenfl  la  féconde  férié  qui  eft  in- 
finie. 

Dans  cette  troifiéme  formule  »  il  y  a  deux  racines  pp- 
fitives  &  une  racine  négative  qui  eft  égale  à  la  fomme  des 
'deux  pofirives ,  c'eft  pourquoi  la  feectnde  -fieta  troifli^e* 
ÊDtmute  font  des  équations  foû-cbntraixes. 


Hij 


zji  Analyse   générale, 

Série  des  Équations  de  la  féconde  &  de  la  troijiéme  formule 

fur  la  valeur  de  x  t==5  lo. 

x^  — *    ax  ==  V'^  Formule  féconde, 

j  ___  Equation  pure  &  fimple  du  t»c. 

x' - —     OX==IO.  00.     1^     <  ^  ^  ^ 

degré. 

X  IX  =^    590.      Origine  du  i^'.  cas  rcduaiblc, 

x' 2X=    980.  w  J,4*=i^^.     laracinccft 

&c.         &c.         &c. 


x' 3ox==    700.       Première  époque  où  joxeft 

x' 3 IX  =    690.  ^"P*^  ^^  ^^  ^^^^^^  ^""^  . _       • 

x^ 3ix=    6%o.       La  racine eftx==Kîl 

1  

&c.        &c.         &c.      ='^4  ^'"'^ 

Fin  du  cas  réduAible. 


x^  —  7yx  ==    1  y  o.       Seconde  cpoqueoù  7^  x=  i 

^î -•v. -  ^  /^    de  100  quarré  de  60.  &  ^% 

s==8  — .  c  elt  1  origine  du  cas  xr-^ 
^^  '"^  77^  =  2»  3  o.  réduâible  qui  continue  en  deA' 
&c.        &c.         Sec.     ccndant. 

x'  —  80X  =    zoo.       Troificmc  époque ,; 
X*— 8ix==    1^0. 

x' 8ixc=sî    180. 

&c.        &c»        &c. 


X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
X 
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9IX  s=:  90. 
$1X    c==:    80. 

9^x  ==a  70. 
J4JC  =  60. 
9^x  t=^  yo. 
96X  =  40» 
9yx  =  JO. 
9%X   c=a   10. 

99^  ==  10. 


loox  =    o.       Equation  pure  &  fimî>lc  du 

fécond  degré, 
£c  point  de  partage  entre  les  homogènes  pofîcifs  &  néga- 
tifs de  la  fecQnde  &  de  la  troifîéme  formule. 

Smfe  de  U  férié  des  équations  de  la  féconde  &  troifiéme 

formule. 


x^ 10  ox 


X  ' a  X  — r:  b^'       Troifiéme  formule  toute  en- 

tière dans  le  cas  irréduâible. 
Equation  pure  &  fimple  du 
— — .    fécond   degré  ,    qui    cft   le 

X  ioiX£=s«— 10     poiht  de    partage   entre  les 

^^  _,  10  XX  — ^ 10     deux  formules,  ou  terme  com- 

,  mun  d'où  partent  les  homo- 

X  I  o  3  X  c=B=       '3  o     géncs  pofîtifs  de  la  i^.  formule, 

&c.    ^       &CC.  Sec.     &  les  négatifs  de  la  3  S  formule. 


ii/sf 


2^4  Analyse     générale, 

x' 1 1  ox== 200        Première  époque  où  v^ 

5 j2.ix== 201     rurpa(rex=  iode  runica 


AT 


at' II  2Ar== 202 


&:c.  &c.  &c. 


jc' 3oox== looo        Seconde  époque  oàteC(ûeffi« 

^  Ar:=  10,  &  t'^'  cft  le  double 

x' 302X== 1002    du  cube. 


•     &:c.  &c.  &c. 


x^ 3  30  x== 1300        Troifiéme époque  où  ^'"fiir- 

^^  ^  X^=s>  10. 

&c.  &c,  &c. 

à  rinfini. 

On  verra  dans  la  Méthode  de  réfoiiidre  les  équations 
par  des  tables  la  parfaite  analogie  qui  règne  entre  les 
équations  de  la  féconde  &c  de  la  troifiéme  formule  qui 
arrivent  au  zéro ,  qui  eft  le  terme  commun ,  d'où  par- 
tent la Xérie  finie  de  Tune ,  &  la  férié  infinie  de  laurrc 
de  ces  deux  formules  :  ceci  fuffit  pour  s'en  former  une 
idée  aflcz  claire  pour  les  refoudre  par  la  première  Mé- 
thode que  nous  donnons  ici ,  par  la  formule  de  Tartaléa 
ou  Tartaglia  géomètre  de  grande  réputation ,  qu'il  pu- 
blia dans  fcs  livres  imprimez  à  Venife en  155^- 

Cette  formule  pour  la  première  &  la  plus  grande 
cine  des  équations  du  troifiéme  degré  ,  x^  *♦■  4^  x^ 


racine 


/ 


i^^;^KiU^r^4'. 
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Mais  cette  formule  %  trois  défauts  \  le  premier  c'cft 
d'engager  à  plufieurs  extradions  de  racines  quarrées  Se 
cubiques  ,  pour  y  remédier  il  faut  fe  (ervir  des  tables  des 
quarrez  6c  des  cubes  naturels  pour  cous  ks  cas  où 
les  racines  font  racionelles,  &  de  nos  formules  d'approxi- 
mation pour  tous  les  cas  où  les  racines  font  irracio* 
nelles. 

Mais  le  fécond  défaut  de  cette  formule  &  le  plus  im- 
portant y  c'eft  que  ces  opérations  font  inutiles  dans  le  cas 
iriréduâible.  Voilà  le  défaut  effentiel  de  cccte  Méthode; 
elle  n'eft  point  générale  y  Se  comme  le  cas  irréduâîble 
embrafle  une  grande  partie  des  équations  poflibles  du 
troifiéme  degré  ^  la  formule  de  Tartaiéa  a  des  bornes 
très  limitées^  &  jette  dans  l'embarras  du  calcul  fans  pou- 
voir l'éviter  ni  le  prévenir. 

Le  troifiéme  défaut  ,  elle  donne  la  racine  quoique 
réelle  déguifée  fous  une  forme  imaginaire. 

Ef$  quoi  conjifie  U  cas  irréduifibU. 

Dans  les  équations  du  troifiéme  degré,on  diftingue  trois 
cas  dans  Texprefiion  générale  de  la  formule  des  racines 
invemtée  par  Tartaiéa ,  ces  trois  cas  font  détermine:;  par 
le  rapport  du  cœfHcient  ou  du  multiplicateur  a  y  avec 
l'homogène  ou  le  dernier  terme  de  1  équation  é,  auquel 
nous  donnons  dans  la  fuite  un  expofant  en  chifres  Ro- 
mains b"\  pour  indiquer  fes  trois  dimenfions ,  de  même 
nous  donnons  un  expofant  au  multiplicateur  4^^,quoiqu'ils 
ne  foient  qu'un  feul  nombre  l'un  Se  l'autre^  ou  une  lettre 
connue  ,  afin  de^conferver  la  loi  des  homogènes,  mais 
nous  les  fupprimons  ici  pour  abréger. 

Les   trois  cas  font,  i^  lorfque  -^  a}  ^=^^bb; 
c'eft-à-dire  lorfque  le  cube  du  tiers  du  multiplicateur  é 
eft  égal  au  quarré  de  la  moitié  de  l'homogène  b. 

Exemple.  Soit  x*  —— iz  x  s==a  16. 


z^6  Analyse    gekterale 


64. 
ï  hh.  Je  réfous  l'équation  fuivant  la  formule  dcTar* 


calca  qui  fuit ,  X  =  |/   Lh^^/ihi ir^' 


\/1l 


*  4 

^4  Hh  |/    8  V  64 ^4  ,  ce  qui  donne 


AT  =  K  8  -+-  K  T>  qui   donne  x  ==  z  -H  x        _^  , 
ou  X  ===  4. 
Donc  dans  ce  premier  cas  ,  la  première  racine  eft  tou- 

jours  x==Kj  4  •+-  '^^  4 ,  ou  X  ==1^2  4  ,  ou  bien  on 

peut  prendre  x  ==  k  i  j  -i-  K  i  ^ ,  ou  x  ==  V  h  , 
c'cft-à-dire ,  que  dans  le  premier  cas  on  peut  prendre  in- 
différemment le  double  de  la  racine  quarrée  du  tiers  du 
coefficient  4  ^  ou  le  double  de  la  racine  cubique  delà  moi- 
tié de  l'homogène  h. 

Ce  premier  cas  eft  toujours  réduftible  y  puifqu'on  peut 
le  réfoudre  par  la  formule  de  Tartaléà  ,&  le  réduire  aux 
équations  ûmplcs  du  premier  degré ,  dont  il  contient  le 
produit .  ce  qui  fe  fait  en  divifant  l'équation  ptopofce 
par  la  racine  trouvée,  car  le  quotient  fera  une  équation 
du  fécond  degré  qu'on  peut  réfoudre  aifément  par  la 
formule  du  fécond  dégre,  fes  deux  racines  font  égales 

Le  fécond  cas  eft,  lorfque^4'  -<  i^^,  c'eft-à-dirc, 
lorfque  le  cube  du  tiers  du  coemcient  a  eft  moindre  que 
le  quarré  de  la  moitié  de  l'homogène^;  alors  le  cas  eft 
encore  réduâible  ,  mais  les  racines  viennent  fous  une 
forme  imaginaire  ,  la  grande  racine  eft  réelle ,  les  deux 
autres  fonc  mixte;  imaginaires  \  mais  en  apparence  fca- 

lemeiic^ 
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lemcnt  ^  car  elles  onc  des  fîgnes  contraires  q[ui  décruifenc 
la  partie  imaginaire.  / 

Le  troifiéme  cas  eft,  lorfquer^  «'  >  ^^  ^  c'eft-à-dire, 
*  lorfque  le  cube  du  tiers  du  coefficient  4  (urpafle  le  quarré 
de  la  moitié  de  Thomogéne  b ,  c'efl:  ce  qu'on  appelle  le 
cas  irriduStihU  ,  parce  que  la  formule  de  Tartaléa  ne 
peut  le  réduire  aux  équations  (impies  du  premier  degrés 
qui  font  les  racines  dont  il  contient  le  produit  ,  parce 
qu'elle'  prefente  ces  racines  fous  une  forme  imaginaire 
irrationelle ,  dont  on  ne  peut  les  tirer  pour  les  expri- 
mer ,  quoiqu'elles  foient  réelles. 


oj€n  court  &  facile  four  connoitrt  ces  trois  cas  dans 

une  équation. 

i^-  J'ajoute  au  coefficient  a  Ton  tiers  ^  &  je  tire  la  ra* 
cine  quarrée  de  la  fomme. 

1^.  Je  multiplie  Thomogéne  h  par  4,&  je  tire  la  ra- 
cine cubique  du  produit. 

30.  Je  compare  c^%  deux  racines  enfemble,  fi  elles  font 
égales ,  l'équation  eft  dans  le  premier  cas  réduâible  \  fi 
la  racine  quarrée  de  la  fomme  des  quatre  tiers  de  4 ,  ou 
feulement  Ton  premier  chifre  eft  moindre  que  la  racine 
cubique  de  4  ^  ^  ou  feulement  <]ue  le  premier  chifre  de 
cette  racine  cubique,c'eft  le  fécond  cas,  encore  réduâible. 

Au  contraire  fi  la  racine  quarrée  furpaffe  la  racine 
cubique,  ou  feulement  que  le  premier  chifre  de  la  ra- 
cine quarrée  furpafle  le  premier  chifre  de  la  racine  cu- 
bique ,  l'équation  eft  dans  le  troifiéme  cas  ,  &  par  con- 
féquent  irréduûibie. 

Méthode  four  éviter  les  fr allions  dans  la  réfolution  des 

Equations  du  troifiéme  degré. 

On  ne  trouvera  point  de  fractions  dans  la  réfolutîoa 
Analyfe.  c  ç 
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d*ane  équation  du  troificmc  degré ,  li  rhomogénc  i  c& 
un  nombre  pair ,  &  fi  en  même  tems  le  cceâicienc  a  e& 
un  nombre  divifible  par  j  ,  qui  eft  rexpofanc  du  degré 
de  l'équation. 

Or  rhomogcrie  t  eft  toujours  un  nombre  pair ,  lorfqtie 
fon  dernier  chifre  eft  Tun  des  chifres  fiîivans,  o.  x.  4» 
6»  8.  &c.  ce  qui  £e  diftingue  du  premier  coup  d'œîL 

Pour  connokre  fi  4  eft  divifible  par  5 ,  il  fiiffit  d'ajou^ 
ter  cnfemble  fes  chifres  comme  dans  la  preuve  de^,  As 
d'en  otec  trois  autant  de  Fois  qu'il  eft  poffibtc  ,  s'U  tux 
refte  rien,  c'eft  une  preuve  qu'il  eft  divifible  par  j. 

Mais  pour  rendre  ^  un  nombre  pair  lorfqu'il  ne  Teft 
pasj  il  faijit  le  préparer^  &  il  y  a  trois  ciats. 
i^.  Sï  i  étant  impair,  d  eft  divifible  par  j. 
1^.  Si  t  crant  pair,  a  n'eft  pas  divifible  par  j. 
5^.  Si  h  étant  impair,  4  n'eft  pas  divifible  par  5. 

Dans  le  premier  cas  où  ^  étant  impair^  4  eft  diyifiUr 
par  f ,  je  multiplie  4  par  4 ,  &  ^  par  8 ,  ce  qoi  nac  donne 
une  équation  préparée  &  rransfbrmée  avec  une  autre 
inconnue  dca^t  )e  cherche  la  racine  ,  dont  la  moicié  fesa 
h  première  racine  de  l'équation  proposée. 

Exemple,  dans    •.    x^ 4  x=^'''. 

Soit  .    ^   .     x^^^-^ig  xs=x=3f,. 

Je  multiplie*  .    •     x  4  &  x  S. 

Produit  y  -—  yz  X  55=55  z8o.  dont  je  trouve  la  racine 
par  la  Méthode  ci-aprés/  '^ — 7  10  5=  o  ,  dont  la  rooir 

tié donne  x y  =^  o  pour  la  racine  de léquatioa prc^ 

pofce. 

Dans  le  fircond  cas  ou  i  qui  eft  toujours  de  trois  di- 
menfions  eft  pair ,  &  4  qui  eft  toujours  de  deux  dimen- 
fions  n'eft  pas  divifible  par  3  ,  je  multiplie  4  par  9  ,  qui 
eft  le  quarré  de  5 ,  &;  ^  par  37  qui  eft  le  cube  de  f^ou 
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par  30* }  ==  17  ^  ce  qui  cft  le  plus  commode  pour  la 

mulciplication. 

Exemple,  dans  AT* ax=s:j.       168    ou    168 

Soit    .    .     x^  8xt=si^g»       X  17         X  jo 5 

Je  nmlciplie  x  9  &  x  »7      ,     , 

ccquidonnc/'— 7ijir==4j3^.       33^  yo4 

4n^  4J3« 

Popéte  Air  cette  équation  transformée  par  la  Mé- 
thode fuirante ,  &  je  trouve/ 1 8  ==  o  ,  c*cft  la  ra- 
cine dont  le  tiers  donne  x 6  3s=b3  o  pour  la  racine. 

àc  réqoation  proposée. 

Dans  le  troifiémecas  où^  étant  impair  ,  4  n*eft  point 
divifible  par  5  ,  je  prends  6  double  de  5  ,  Ton  quarré  eflr 
3  tf ,  &  fon  cube  eft  1 1 6.  Or  coonnc  par  hypothéfe  de  par 
confliruâion  ,  4  cft  un  quarré  imparfait  ou  un  produit 
de  deux  dimenfions ,  &  é  un  cube  imparfait  ou  un  pro- 
duit de  trois  dinïcnfions,  c'eft  pourquoi  je  lui  donne  un 
expoGint  en  chifres  Romains  b'*^  qui  ne  marque  px>int 
une  troifiéme  puifTance  ,  mais  un  produit  de  trois  di«^ 
menions ,  pour  conferver  la  Loi  des  homogènes  entre. 
les  termes  de  l'équation  \  c'eft«à*dire ,  afin  qu'ils  aïenc 
-chacun  trois  dimenfions  »  c'eft  pourquoi  je  multiplie  4 
par  5^  ,  quarré  àt  6  ^  6c  t  par  zi6  cube  de  ^  ,  ce  qui 
donne  une  équation  transformée  mettant  une  autre  in^*. 
-connue  jr  à  la  place  de  x^  dont  je  trouverai  la  racine  par 
ia  Méthode  qui  fuit  >  &  la  fixiéme  pirtie  de  cette  racine 
ièrt  la  racine  de  l'équation  propo(ce. 


\ 


ce  ij 


z6q  Analyse    général b^ 

Exemple  dans . . . .  x'  —  ax  ==  h"^ 

Soit x'  8xc=85'. 

Je  multiplie  par  x  -^6  6cx  zi6. 

48  y  10. 

24.  8  $. 

170. 

Ce  qui  donne  jf' i88=  185^0  ,  dont  je  trouve 

la  première  ic  plus  grande  racine  par  la  Méthode  fui- 
vante  j 3  o  ==  o ,  je  divife  3  o  par  6 ,  fa  (îxiéme  par- 
tie ou  fon  quotient  eft  y  ,  qui  donne  x  y  =  o  , 

pour  la  première  &  plus  grande  racine  de  l'équatioir 
propofee  qui  eft  pofitive. 

Ld  réfolHti0n  des  EquAtions  du  troifiémc  degré. 


Dans  la  première  formule  x'  Hh  ^  x 


jit 


Il  n'y  a  qu'une  feule  férié  mais  infinie  d'équations 
poflîbles  dans  cette  formule ,  foit  fur  la  valeur  déterminée 
de  Tune  des  racines  x ,  foit  fur  une  valeur  déterminée  da 
multiplicateur  a  ;  on  trouve  dans  Tun  &:  l'autre  de  ces 
cas  une  férié  infinie ,  &  ces  deux  fériés  font  différentes, 
puifqu'elles  viennent  d'Une  origine  différente. 

Dans  cette  formule  qui  comprend  le  cas  ordinaire 
rèdu£kible ,  on  peur  toujours  trouver  la  première  racine 
des  équation  &  les  abaiâer  enfuite  au  fécond  degré  par 
la  divifion  pour  avoir  les  deux  autres. 

Puifque  le  fécond  terme  manque  dans  cette  formule^ 
il  y  a  une  racine  réelle  te  pofitive  ,  égale  à  la  fomme 
des  deux  autres  qui  font  négatives  imaginaires  &  égales. 

La  grande  racine  réelle  &  pofitive  ne  vient  jamais 
fous  une  forme  imaginaire  par  la  formule  de  Tartalca. 
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r: 


»^ï^-»-îS-'. 


Les  deux  autres  racines  font  négatives  ,  imaginaires 
le  égales ,  on  les  trouve  par  cette  formule  ,  fuppofanc 
X,  ==:à  la  première  racine  trouvée. 

Exemple.  Soit  1  équation  x'  -4-  4S  ^  =  9 S* 


Je  me  fers  de  la  formule  x  ==s  y    Ib^  K|7Hh-^-4^ 


i  ^  — V  ihb^^  jL.4', qui  donne 


^       %  —. — I rr- 


/ 


K    4-  -*-  *^  —  -H  '-^  ce  qui  donne 

*                        4      ^^     17  ^ 
/_                

49 -K  K"  1401   -\r  ii7S 


V    ' 


j^9 y^  140 1  -H  3  3  7  y    qui  fe  réduit  à 


l/^49-*-Ky77^  — 1/    49 y"  ^77^ 


^^5  ''+'y     ay  qui  donne  enfin 

^^==^  S  —  3  ,  ou  bien  x  =x=  z ,  donc  laracine cft 


ce  $ij 


tiSt  Axait  SB  ennEKAln, 

« 

Explication  de  NpéraiUnfmivMtU  fârmuU  de  TdttaUÂ^ 

lo.  Je  prends  la  moitié  de  rhomogcne  98  ^  c'eft  49 
c=s  -;  b  que  je  fubftituc  dans  k  formule  ,  de  même  que 
les  nonabres  Tuivans. 

20.  relève  au  quatre  cette  moitié  49,  (on  quàrréeft 

2401.  ==4  bb% 

30.  Je  prends  le  tiers  du  multiplicateur  4^  ,  c'cft  i  j  ^ 
je  le  cube  ,  c*eft  î 57^  =ïï=  n 


rr  4 


,  4?-^  J'ajoute  eà&ttibîe  ce  qnarrfr  ^  &  ce  cube  dans  «ne 
(bmmc  2401  -H  J3Î?^5  ,  leur  fommc  cft  577^=1  ^^ 


n^' 


y^.  Je  tire  la  racine  quarrce  de  cette  fomme  c*eft  7^ 

tfo.  J'ajoute  cette  racine  quarrce  7^  avec  49  moitié  de 
riionaogcne  ,  la  iomme  eft  iiy  ,  dont  je  tire  la  racine 

cubique  qui  cft^f  ''=='Y\br^V \bb  -f.  -i  ^^  ^  c^ 


la  première  partie  de  là  racine,  qui  répond  air  premier 
membre  «de  (a  iormule. 

7^.  Prèfentement  peur  «voir  la  (cconde  partie  de  là 
racine  fuivant  ce  que  prefcrit  le  fxond  membre  4c  fa 
formule,  fâte  la  moitié  49  de  la  racine  cul)iqùe  7^, la 
différence  çïli— it7,ddht  je  tire  la  râCuic  cubiqOe  qui  cfi^ 

—  l  =  Y  l  b^^rr^Vl^ii^ija'  qui  eft  le  fccona 

membre  de  la  forniujc  tic  la^  racine. 

8  \  J'ai  donc  les  deux  parties  de  la  racine  j  r-?—  3  = 


donc  la  racine^cherçhée  eft^  x  —  1  =a=2  0 ,  qui  cjft  pofitiv^ 
jivis.  Pour  abrSgei?  ces  opérations^ ,  il  faut  fe  ftrvir 
des  tables  des  quarrez  &  des  cubes  naturels  ,  dont  nous 
avons  donné  la  conftrudion. 


Pour  la  preuve,  je  divife  réquation  propofce  par  cette 

racine  trouvée  x t  ==  o ,  &  fî  la  divilîon  cft  cxafte^ 

c*cft  une  marque  que  la  racine  eftjude.  Le  quotient  efk 
une  équation  du  fécond  <legrcqti'tl  fsmtrcftmdre  par^x 
formule  du  fécond  degré  pour  avoir  les  <leux  tutres  ra- 
cines qui  font  négatives^  ic  on  aura  de  la  forte  toutes  les 
racines  de  l'équation  propofée. 

D/vi/èur.  ^  Dividiode^  ^ . .       ^  ^jàotitnt^        .    >. 


X*   r   •   x^  —  zxS       Premier  prodtÛE  à  6terr 


2jr*. -4- 4^-^»  Prctmccxeftc; 

irXr    .     .    H- IX*. 4X.  Second  produit  liôtief, 

o      -+-  4^.  -«i  518.  Second  rcfte, 

49«    *    •    •    »    '    •  -4- 49J>f .  — —  58.    j™.  produit^r 

o.    .    r    ......    o     •  •  •  o  dernier  refte. 


mm^m^i»^ 


Pour  achever  la  réfolution,  je  cherche  les  deux  raci> 
nés  du  qi>ocieat  x'^  -*4-  xx  -H  49=?:=3io  qui  eft  une  équan» 
tioa  du  (ecoad  degré  ou  x*  -+*  xx5J5=ar'*^45^  âiivanc  la 
formule  du  (econd  degré 

J/^JL  44  — '  h ,  ce  qui  donne 


1' 

1' 


V 


49,oux=~i:r»^i— 49ir 

oui  combe  dans  le  troifîémc  cas  de  la  cinquième  formule 
ou  fécond  degré  puifque^  aa  <  49,  par  conféqùent  les 
4cux  racines  font  négatives ,  égales  &  imaginaires  >  c Vât 

'    '^       4S  >  1^  preuve  en  aft  évidente  par  la^ 


iR)matIoa  de  réquation  qui  fuie 


1^4 

-  I  -t 
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X  -t 

-1^—48 — 0 

X  X  -+ 

->^_-48 0 

H   IX 

¥■  IX 

m 

X*H 

xV^^Z 

— 

-^l 1»^_48 

4-xï<__48-t-  1^^  —  48  -H 

48  ==:  O. 


.;ir**^-^x  (-i-  I  -tT48)  -f-  49  ==  o. 

oà  Ton  voie  que  les  produits  des  grandeurs  réelles  par  les 
imaginaires  fc  décruirent  par  des  fignes  contraires  »  de 
même  tuffi  le  produit  de  Timaginaire  par  l'autre  imagi* 
naire  contraiir  détruit  l'imaginaire  it  rétablit  la  gran* 
deur  pofitivc  &  réelle  -t-  48. 


L4  rifolmtion  des  Equations  du  troijiime  degré  dans 
U  féconde  formuU  x' ?x  ==  b^'^ 

La  féconde  formule  &  la  troifiéme  qui  fuit  ont  une 
étroite  liaifonqui  les  unit  &  mêle  enfemble  leurs  (éries  ^ 
elles  en  ont  deux  chacune  fur  chaque  valeur  de  x  déter- 
minée ,  la  première  féric.  eft  finie ,  ic  la  féconde  eft  in* 
finie  ;  la  férié  finie  de  la  féconde  formule  commence  ex- 
clufivement  par  le  cube  de  la  valeur  de  x  déterminée , 
par  exemple ,  foit  x  ===  7  dont  le  cube  eft  343 .  La  fcric 

finie  commence  exclufîvement  par  x OAr=  343  gg 

continue  x^  —  ix  ==  33^.  x' xx  ==  319  , .  &c; 

De  forte  que  la  fuite  des  homogènes  pofîtifs  décroic 
continuellement  conftamment  de  7 ,  tandis  que  le  mul«i 
tiplicateur  a  croit  fuivant  la  fuite  des  nombres  naturels 
f.  1.  3.  &:c.  Ainfî  Thomogéne  arrive  au  zéro  lorfque  le 
multiplicateur  a  arrive  à  49  quarré  de  la  valeur  de  x  ss  7, 

dans  x' 49X  e=s=  o ,  qui  eft  une  équation  pure  &  fim- 

ple 
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pic  du  fécond  degré  ,  car  en  divifant  tout  par  x  ,  elle 

donne  x* 49==  o.  dont  les  deux  racines  font  x 

Oy  &CX  H-  7  =  0. 


Enfuite  comme  le  zéro  eft  le  terme  commun  de  toutes 
les  grandeurs  pofitives  &  négatives ,  les  homogènes  qui 
étoient  pofitifs  avant  d'arriver  au  zéro  fe  changent  en 
négatifs,tandis  que  le  multiplicateur  a  continue  à  croître 
fuivant  la  férié  naturelle  des  nombres;  ce  qui  donne 

X*  y  o  X  ==3 7.  &:  X* j  IX  == 1 4  , 

x' yix  =i Il  y  Se  ainfi  de  fuite  à  l'infini.   De 

forte  que  cette  férié  infinie  tombe  dans  la  troifîéme  for^ 
mule  X*  — -  ax  == h^^\ 

Pareillement  dans  la  troifîéme  formule  il  y  a  une  (crie 
finie  qui  commence  exclufivement  par  Téquation  pure  6c 

fimple  du  3«i<=.  degré,  x* ox  =5= i4i'^'^ ^^ 

= 33^.  x' 2Ar==— 3x9.  &c.  De  forte  que  la 

fuite  des  homogènes  négatifs  décroît  jufqu'à  ce  qu'ils 
foicnt  arrivez  au  zéro  ,  d'où  enfuite  ils  deviennent  pofi- 
tifs &c  forment  la  férié  infinie  des  équations  de  la  féconde 

formulex'—  5ox==7,  x' ^ïx^==  14.  x' yz 

jc  :?==:  II  ,  6cc.  Tout  Cela  s'éclaircira  par  l'opération 
&  fe  découvrira  du  premier  coup  d'œil  dans  les  Ta- 
bles. 

La  liaifon  des  deux  fériés  différentes  de  ces  deux  for-' 
mules  vient  de  ce  qu'elles  donnent  des  équations  foûcon- 
traires ,  c'cft-à-dire  que  les  racines  qui  font  pofitives  dans 
l'une  font  négatives  dans  Tautre. 

Dans  cette  féconde  formule  il  n'y  a  qu*une  racine  réelle 
&  pofîtive.  La  formule  de  Tartaléa  pour  trouver  cette  i  ^^^ 

3/1 '    

&  plus  grande  racine  eft  x  ^==1/  T^"+**^^** î-4 


1/ 


i.^— Krir=x 


4» 


Les  deux  autres  racines  font  négatives  :  mais  comme 
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la  formule  de  la  première  racine  contient  deux  binômes 
complexes  ou  compofez  de  deux  membres,  qui  Compren- 
nent tous  les  deux  fous  le  figne  ;radical  de  la  troifîéme 
puiflancc  ,  un  figne  radical  qui  couvre  encore  un  bi- 
nôme dont  le  premier  terme  J  llf  eft  pofitif ,  &  le  fécond 
~-  a^  eft  négatif ,  cette  racine  devient  imaginaire  lorfquc 
j  ^^  eft  moindre  que  ^  4' ,  &  comme  le  rapport  de  ces 
deux  grandeurs  donnent  trois  cas  que  nous  avons  expli* 
que  ci-devant  y  il  faut  les  confulter. 

JSxflicatioH  de  ropérationfuivant  U  Formule  de  TartéUd. 


à  part  fous  le  premier  radical  K. 

z^  Je  quarte  cette  moitié  ,  fon  quatre  eft  19^00 

e=  ^  bby  que  je  mets  fous  le  figne  radical  V. 

3^.  Je  prends  le  tiers  du  coefficient  71 ;  a  ;  c*cft 

24  ==  j  4 ,  je  relevé  à  la  troifiéme  puiflancc ,  c'cft  1 3  8  2.4 

4°.  J'ôte  ce  cube  du  quatre  qui  le  précède ,  c'eft  19600 
13824=  577^.  qui  répond  2L^bh -^  a^ ,  dont 

la  racine  quarréc  eft  7^  =  1/  , 


bb 


77^ 


y^.  J'ajoute  cette  racine  à  ^  ^,  c'eft  y 6  -t-  140 
zi6  Se  je  tire  la  racine  cubique  du  total ,  c'eft  6  en 

U--«       ^.-!    -' J    !  I J_  I- •__ 


nombres  ,  qui  répond  au  premier  membre  de  la  racine 
5 


1/ 


T^-*-'^4^^  — ^4» 


17 


6°.  Pour  avoir  le  fécond  membre  de  la  racine  ,  j*ôtc 
la  racine  quarrée  que  je  viens  de  trouver  76  de  140  ,  Je 
leftc  eft  tf  4  ^  dont  je  tire  Ja  racine  cubique ,  qui  eft  4,  c*r  ft 
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le  fécond  membre  de  h  racine  qui  répond  au  fécond  mcm* 

brc  de  fa  formule  1/  —  b V  ^^bb — ^ 


uV 


j^.  J'ajoute  cnfcmble  les  deux  parties  de  la  racine 
6  —H  4  ==  lo.  Donc  lo  cft  la  première  racine  &L  la  plus 
grande  de  Tcquation  propofce  x  ' 7  ix  ==  180. 

Ainfî  ayant  trouvé  la  première  &  plus  grande  racine 
qui  eft  pofîtive,  en  divifant  l'équation  par  cette  racine 

^ I  o  =  o ,  fi  la  divifion  eft  exade ,  c*eft  une  marque 

que  c'eft  la  véritable  racine;  &.le  quotient  eft  une  équa- 
tion du  fécond  degré  dont  il  faut  trouver  les  deux  racines 
par  la  formule  particulière  au  fécond  degré,  qui  feront  les 
cleux  autres  racines  de  lequation  propoléc. 

Divifeur\  Dividende  Soutient 

Jf— 10=0/     X*— 7IX 180=0     /    JC*  -4-I0Af-+-  1?==0 


x^ .    •    x' lox*.  Premier  produit  à  ôter. 

o  -H  10 AT*. 7 i;c.  Premier  refte, 

lox.    .    •  H-  lox*. ioo;c.  2^.  produit  à  ôter. 

o       -+-     x%x. x8o.  r^.  refte. 

%% -f-     i%x. z8o.  5"^^  produit 

o o    .   .   .  o.  dernier  rcfte. 


Préfentement  il  faut  réfoudre  le  quotient  qui  eft  une 
équation  du  fécond  degré  jc*  -f-  lox  -+-  i8  ==0,  qui 

Jonnepartranfpofîtion  x*  -f-  iox  = 18.  J'ajoute 

^'abord  de  part  &  d'autre  -+-  i  44 ,  ou  2  5  ,  ce  qui  don- 
ne X*  -+-  io,v  -f-  ly  ==:  2  j 28 ,  je  tire  la  racine 

<]uatrée  de  chaque  membre  fuivant  la  formule  du  fécond 
^egrc  ,  e'eft  jc  -+-  y  =  ±.  Kac— i8j  ou  x  -+-  5 

dd  ij 
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c=j j'+l^Z!^.&  abrégeant  AT  == y  ^î^~^*^ 

font  deux  racines  négatives  &  mixtes  imaginaires  que  je 
multiplie  pour  en  former  Téquation  du  fécond  degré  qui 
en  donne  la  preuve  comme  il  fuit. 


x^  -j-   5  X  x"^ 


X 


.1 


iox(-+-2y-+-3)-H28: 


Autre  preuve  parfimfle  addhhn. 


x^  ==  7  IX  Hh  i8o. 
puifque  .    .    .    X  =  i  o 

j'ai 710 

180 


10  00  ==  x'. 


Remarque.  Cette  formule  de  la  racine  n*eft  point  géné- 
rale pour  tous  les  cas  des  équations  qu'on  peut  former  fur 

cette  féconde  formule  x' ax  ==  h.  Car  il  y  a  trois 

cas  qui  naiffent  du  rapport  de  \  4'  avec  \  hb. 

Or  dans  le  premier  cas  où  ^  4'  ==  i  ^^ ,  &:  dans  le  fe- 
cond  cas  où  ^  4'  <  \  hh  y  qui  font  tous  deux  réductibles 
on  peut  fe  fcrvir  de  la  formule  ;  Mais  dans  le  troifiémc 
cas  où  Y^  4'  >  ^  ^^,qui  cft  le  cas  irréduÛible,  la  formule 
eft  abfolument  inutile  quoique  ks  racines  foient  réelles. 
Ce  qui  a  engagé  M'»  Pelagny  à  rechercher   d'autres 
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Méthodes  pour  le  cas  ûréduâible  ,  que  j'expliquerai 
ici. 

jRema^ue  importante.  Dans  cette  formule  le  nombre 
des  équations  poflibles  fur  la  plus  grande  racine  qui  eft 
pcfîtive  forme  deux  fériés ,  la  première  efl:  finie ,  6c  la 
féconde  eft  infinie ,  la  première  (crie  qui  eft  limitée  eft 
égale  au  quatre  de  cette  racine  moins  un  ,•  c'cft-à-dire,  que 
pour  la  racine  -f-  9  ,  dont  le  quatre  eft  81 ,  il  y  a  So 
équations  poflibles,  &  dans  cet  interval ,  comme  les  deux 
autres  racines  font  négatives ,  &:  que  leur  fomme  eft  égale 
à  la  grande  racine  pofitive ,  il  n'y  a  que  quatre  équations 
quiont  d  es  racines  rationelles; 


X  ^ 7  3  AT = 7  3  jdont  les  racines  font  -f-  j,—  8, 

x^ ^7  x==  11^,  dont  les  3  Rac.  font-4-9, 7, 

X * S^x  ==  161.  dont  les  Rac,  font  H-  % 6^  — ^-3 

at'  —  61  Ar^=ac=2iSo,dontlesRac.  font-+-p, j, 4 

x^  ". —  61  x=  i8o,dont  les  Rac.  font HHp, ^4, y 

Cette  dernière  n'eft  que  la  précédente  répétée  ,  car 
dans  quelque  ordre  qu'on  prenne  les  mêmes  nombres 
pour  racines ,  ils  donnent  précifément  la  même  équation. 
Ainfi  entre  ces  80  équations  y  il  n'y  en  a  précifement  que 
quatre  qui  aient  des  racines  réelles  6c  rationelles  ^  c'eft 
précifement  la  moitié  de  9  en  entiers  ,  mais  il  y  en  a  le 
quart  qui  ont  des  racines  imaginaires  fuivant  la  formule^ 
quoiqu'elles  foient  réelles  &  irrationelles  y  &  qui  tombent 
par  confequent  dans  le  cas  irréduâible  ,  à  commencer 

par  AT* 80 X  =9 ,  laquelle  ne  peut  être  réfoluc  par 

la  formule  de  Tartaléa ,  jufqu'à  x' 61  x  =  1 80  in- 

clufivement,  ce  qui  comprend  même  toutes  les  quatre 
équations  ci-dcfTus  qui  ont  des  racines  réelles  &  ratio- 
nelles }  mais  toutes  les  autres  équations  font  réduâibles 
qui  font  au  nombre  de  60  ^  car  leurs  racines  qui  font  vé- 

dd  iij 


zyo  Analyse    oekëhaiIe, 

ritablement  imaginaires,  viennent  fous  une  forme  mixte 
imaginaire. 

La  ferie  finie  de  ct%  équations  eft  facile  à  former  à 
commencer  par  8i  )c=  o  ^ui  eft  hors  cl'otuvre,&c6* 
tiniiant  par  80  x  ==9  ,  79  x  ==  1 8  ,  78  x*  ==  27  ,  fetf. 
en  continuant  demême  à  diminuer  le  cceflicienc  ^r  de  Th- 
nitc,  &  prenant  pour  rhôttogene  h  la  fuite  des  multiples 
de  9  ,  qui  font  ^  7  1 8  ^  27  ^  3  6  ^  &c,  on  aura  la  dernîért 
des  80  équations  x'  —  i  x'===720. 

Gn  peut  former  de  femblables  fériés  fur  les  neuf  p^«^ 
micrs  nombres  commençant  toujours  par  le  quarrc  de  Fa 
racine  déterminée ,  ce  qui  eft  tiès-utile  pour  coneevoît 
ces  équations  &  leur  réfolution ,  que  l'on  peut  trouver 
ftîêmc  dircâcment  par  des  tables  conftruités  de  la  (brte , 
comme  nous  l'avons  vu  ci-devant. 

Réfolution  des  équations  du  troijiéme  degré. 

Dans  la  troifiéme  formuler' ax=i ^''',qui 

èft  toute  entière  dans  le  cas  irréduftible ,  c'eft  la  plus  difl 
iîcile  &:  la  plus  utile  y  parce  que  la  trifeâion  de  l'angle  s'y 
réduit. 

Cette  formule  contient  deux  fériés,  Tune  finie  &  Tautre 
infinie  d'équations  comme  la  précédente  fur  une  racine 
déterminée,  comme  x  «=9  ,  elle  contient  dans  la  ftrie 
finie  80  équations ,  c'eft  8 1  moins  i ,  quatre  de  cette  ra- 
cine 9  ,  à  commencer  par  la  plus  grande  équation 

x' 24}  x= 1458,  &  continuer  en  diminuant 

le  coefficient  4  de  l'unité  &  l'homogénc  ^  de  9  ,  ce  qui 
donne  pour  la  2^^.  équation  x*——  242X  e=— -^ —  ï449j 
&:  diminuant  toujours  de  même ,  on  arrive  à  la  dernière 

équation  x^ %\x  =  o , entre  lefquelles  il  y  a  cilH| 

équations  dont  les  racines  font  rationelles  \  mais  on  ne 
peut  abfolument  réfoudre  aucune  de  ces  équations  parla 
formule  de  Tarcal0à>^e  qui  s'appelle  le  cas  irrédu«ibte^ 
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qui  comprend  encore  le  quart  des  équations  poflibles  de 
la  féconde  formule  qui  précède,  ce  cas  n*efl:  pas  moins 
célèbre  parmi  les  A^alifîes  que  la  quadrature  du  cercle, 
l'eft  chez,  les  Géométres,ce  qui  a  engagé  M^Deiagny  à  re« 
chercher  des  Méthodes  pour  I9  réibodre  ^d'ailleurs  par 
la  formule  de  Tartaléa  les  équations  du  troifiéme  degré 
qui  font  jréduftibles,  c'eft-à-dire  dans  le  cas  ordinaire ,  Se 
doncies  racines  font  rationcUes  ,  viennent  par  la  for^* 
mule  fous  la  forme  déguifée  d'un  binôme  irrationel ,  ce 
qui  efl;  le  plus  fréquent ,  que  fous  une  forme  rationelle^ 
Par  exemple ,  entre  les  99  équations  poflibles  fur  la  va* 
leur  de  x  =  10  déterminée  ,  il  n'y  a  que  y  réfolutions 
qui  donnent  la  valeur  de  cette  racine  fous  une  forme 
rationelle  qui  font. 


x^ zjx=syjo.  forme  de  la  Rac.  ;c^  =^-4-  i==aio. 

x'— 48x=aJ10.    •    •     ....    X^e=8  -+•  Zc==5  lO. 


^' ^3X  =  3  7o x' ==7  H- 3  =  10. 

X*  — -7ix==s  x8o*  .*....  x' =  6 -4*- 4===  10. 


x' 7y  xc==z  yo x'==y  -*-  y==  10. 

Ainfi  deoous  les  autres  cas  femblables ,  toutes  lesau« 
très  équations  donnent  da  première  r^cinefous  une  forme 
itricationcUe  imaginaire ,  quoique  la  racine  foit  réelle. 

£^  ginérêl  four  déterminer  tous  ces  cas. 

Soit  la  plus  grande  racine  d'unie  équ^ûon  du  troi- 
fiéme  degré  dans  la  féconde  formule  ,  un  nombre  pair 
quelconque  «=3=  t  4,  le  nombre  des. équations  poflibles 
en  nombres  entiers  cft  4  aa 1 . 

Le  nombre  des  équations  qui  donnent  la  racine  réelle 
fous  une  forme  rationelle  cft  «=.4. 
iLe  nombre  des  équations  qui  donnent  la  tacine.néel le 


^ 
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<loaziéme  partie  cft  8  f  dont  la  racine  approchée  en  en- 
tier eft  z  i  c'eft  pourquoi  il  y  a  deux  équations  où  la  ra- 
cine vient  fous  une  forme  imaginaire  rationclle ,  c'efl: 

x^  —  78  x=  110. 
&  x'  87x=i3o. 

Sila  racine  réelle  étoit  tfo  »  il  y  aurolt  17  équations 
où  la  racine  viendroft  fous  une  forme  imaginaire  ratio«^ 
neUei  mais  il  y  eh  a  un  tiers  qui  la  donnent  fous  une 
forme  imaginaire  irrationelle. 

Quelque  fois  la  formule  donne  la  racine  fous  une  forme 
nigflMYC  ,  au  lieu  de  la  racine  pofitive  qu'on  cherche , 
exemple ,  dans  x' 5  x==: 2.  on  trouve  fuivant  la 

formuleK i  «j n  Hh-  r i o 


,  qui 


donne—  — V T  -4-  V. 


z ,  qui  êft  une  racine  négative ,  au  lieu  de  la  ra- 
cine pofitive  x==  I.  « 

Enfin  encre  99  équations  poflibles  dont  10  eft  la  ra<« 
<ine  ^  il  y  en  a  cinq  où  la  racine  vient  fous  une  forme 
xattoneUe,7o  fous  une  forme  irrationelle  ,  mais  réelle , 
^  j^.  (bus  une  forme  irrationelle  imaginaire. 

REGLE  NOUVELLE  ET  GENERALE 

jI^kt  tfêJwer  la  première  &  la  plus  grande  racine  des 

Eqmathns  du  troijiéme  degré  dans  la  féconde  formule. 

m 

Cette  règle  confîfte  à  perfeâionner  la  formule  de  Tar- 
€aléa.  Exemple.  Soit  a:'  - —  6ox  ==  400  ,  la  racine  vient 
f)ar  la  formule  fous  cette  forme  irrationelle. 

j/^ ,  / ~= 

y      loo -+- V^  32000 -H  1/    100 y^}LO0o 


Pour  avoir  fous  une  forme  rationclle  cette  racine,  qui 
Analyfe.  ee 


174  AkALYSE      GENERALE, 

eft  ainfii  déguifee  fous  rcxpreflion  d'un  binôme  irratio. 
ncl ,  1°.  je  prends  le  tiers  de  60  ,  c'cft  10  ,  je  le  cube  , 
c'cft  8000  ^==4^  de  la  formule. 
Suivant  la  formule  générale  de  la  racine 

2°.  Je  prends  la  moitié  de  rhomogcne==  ^'''s=r:  j^oo, 
c'cft  200  que  je  quatre ,  fon  quarré  eft  400.  00. 

30.  ]*ôte  80.  00  de  400.  00  y  il  rcftc  320.  oos=i^^» 

r?  ^' ,  &  je  tire  la  racine  quarrce  à  caufe  du  fécond 

figne  radical  qui  couvre  ces  deux  grandeurs  dans  la  for- 
mule, c'eft  178  que  j'ajoute  à  la  partie  rationellc  200, 
la  (bmme  eft  378,fuivant  le  premier  membre  de  la  for- 
mule. 

40.  Cette  racine  quarrée  178  augmentée  de  Tunité 
c'eft  179,  que  j'ôtede  la  partie  rationelle  200  ==7^", 
le  refte  eft  2s ,  fuivant  ce  que  prefcrit  le  fécond  membre 
de  la  formule.  , 

50.  Je  tire  la  racine  cubique  de  ces  deux  nombres  en 

deffous,  fuivant  ce  que  prefcrit  le  figne  radical  v^ 
or  la  racine  cubique  approchée  de  378  en  defTous  eft  7. 
&  la  racine  cubique  approchée  de  2 1  en  deffous  eft  2 , 
la  fomme  de  ces  deux  racines  7  H-  2  ==  9  ^  que  j'au- 
gmente  de  l'unité  c'eft  10  ,  d'où  je  conclus  que  10  eft  la 
grande  racine  de  l'équation  propofée  ,  s'il  y  en  a  une  ^^- 
tionelle ,  ou  ce  fera  la  racine  approchée  fi  l'équation  pro- 
pofée n'a  que  des  racines  irrationelles. 

Démonjhation. 

La  véritable  racine  de  l'équation  propofée  eft  fuivanC 

la  formule  y     200  -f-  K  3 1000 
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lOO K* 


3  looo. 


31000 


1/ 

Or  pour  la  conftruûion  1/    2.00  -|-  V 

cft  la  plus  grande  que K  378,  mais  plus  petite  que  K 57^- 
Par  la  même  conftruaion  1/    xoo V  3 1000 

cft  plus  grande  que  k  11 ,  mais  plus  petite  queKii, 

Donc  en  prenant  la  racine  cubique  approchée  de  37S 
çn  delTous  qui  eft  7  ,  il  cft  évident  que  la  valeur  de  la 

racine  dej/    200  -4-  V  3  2000 ,  eft  entre  7  &  8. 

Donc  prenant  pareillement  la  racine  cubique  appro- 
chée en  deffous  de  21 ,  qui  eft  2,  il  eft  évident  que  la  rar 

î/ zmz: 

cmc  cubique  de  1/  200 1/^32000   eft  entre  i&  3. 


Donc  la  véritable  racine  cherchée  cft  entre  8-4-3 
1 1 ,  &  entre  7  -f-  1=9 ,  donc  cette  valeur  eft  10, 
fi  réquation  propofée  a  une  racine  rationelle,c'eft-à-dire 
en  nombres  entiers  ,  or  s'il  n'y  en  a  point  en  nombres 
entiers ,  il  eft  impoflible  qu'elle  en  aye  en  fraûions.  Donc 
10  eft  la  racine  cherchée,  ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Preuve  faut  s'ajfurer  fi  10  efi  la  Racint  de  Inéquation 
fTofofée^  ilfujjit  defubjiitiierfa  valeur  dr  fes  puiffknces 
À  la  place  de  P inconnue  dr  de  fes  fuijfances. 

i^  Je  divife  l'équation  propofée  par  cette  racine  po- 

£tive  X 1 0  ==a  o ,  &  fi  la  divifion  eft  exade,  c'eft  une 

preuve  que  10  eft  la  véritable  racine. 

iP.  Par  la  fubftitution  ,  en  fubftitûant  10  &  fes  puit 
iànces  à  la  place  de  ;c  &  de  fes  puifiTances  ,  fi  aptes  la 

eeij 
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fubftitution  les  deux  membres  de  Tcquation  font  égaux ^ 
c'cft  une  preuve  que  lo  eftla  véritable  racine. 

Mais  û  après  la  fubftitution  les  deux  membres  de  1  c- 
quation  ne  fe  trouvent  point  égaux ,  c'eft  une  preuve  que 
lo  n  eft  pas  la  racine  cherchée  ,  mais  feulement  une  va- 
leur approchée  ;  or  pour  en  approcher  encore  d'avantage^ 
il  faut  ajouter  des  tranches  de  deux  zéros  au  fécond  terme, 
&  des  tranches  de  trois  zéros  au  troifiéme  terme,  ou  bien 
fe  fervir  de  la  Méthode  d'approximation  qui  fuit,  qui  eft 
pluspromte  &c  plus  exade  y  6c  qui  employé  des  formules 
lationelles. 

Pour  abréger  &  s'épargner  la  peine  de  la  fubftiturion, 
il  fuffit  de  confîdérer  que  la  racine  eft  toujours  un  nom- 
bre pair  ,  lorfque  a  &c  b  font  tous  deux  pairs  ,  car  fi  a 
eft  pair,  il  eft  évident  que  4x  fera  pair  ,  par  conféquent 
dans  réquation  générale  ax  ';^  h"'  =jc',  le  cube  x^ 
fera  pair. 

Or  par  la  préparation  V"  devient  toujours  un  nombre 
pair ,  d'où  il  fuit  que  fî  la  racine  trouvée  eft  un  nom* 
bre  impair ,  c'eft  une  marque  que  la  racine  cherchée  ef^ 
irrationelle ,  ££  que  la  valeur  trouvée  n'eft  qu'une  valeur 
approchée. 


RESOLUTIONDUCAS  IRREDUCTIBLE^ 

Première  Méthode  four  les  racines  rationelles. 

Le  cas  irréduâ-ible  eft  celui  où  une  équation  ne  peut  (c 
réduire  a  des  équations  fimples  du  premier  degré  par  la 
formule  de  Tartaléa  ,  ce  qui  comprend  le  quart  des 
équations  poflibles  de  lia.  fecondc  formule  du  troifiéme 
degré ,  &  la  troifiéme  formule  toute  entière  dans  une 
É&rie  formée  fur  une  valeur  conftante  de  x- ,  &  fur  4  va- 
liable  depuis  zéro,,  où  lc5  homogènes  font  les  multiplcidc: 
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X  àc  fuite  jufqu'au  triple  de  Ton  quatre ,  ce  qui  vient 
des  racines  imaginaires  que  donne  la  ^formule  y  dans 
ce  cas  où  77  4'  >  h'^^ 

Première  RégUl 

Soit  AT* 90  X  =  100.  qui  eft  dans  la  féconde  foi> 

mule  du  troifiéme  degré  ;  je  me  fers  de  cette  formule 
qui  me  donne  la  racine  fous  une  forme  irrationelle  ima^- 


•-  - 


/ 


gmairex==j/      yo  -t-  k  —  ^4500 

•4-  y     yo V 14500  v  c'eft-à-dire  fuivant  cettar 

formule» 

1^.  Je  prends  le  tiers  du  multiplicateur  a  s==  90,  c'cft 
30^  dont  le  cube  cfl:  1700.  00.==  £7  ^'^ 

1^.  Je  prends  la  moitié  de  Thomogéne  h  ==  100  ,  G*eft 
jo,  (on  quatre  eft  1  y 00.  =  ^*. 

30,  ]*ôte  270.  00  de  lyoo,  il  refte 24500,  dont 

je  tire  la  racine  quarrée  qui  eft  imaginaire  ,•  c*eft 

iX^^ — 

y       24500. 

4°.  J'ajoute  cette^  racine  imaginaire  à  50  ==  ^  a^Xz 

^Mnc  çjft.  Y    fo  -4-  • Myoô>  dont  je  tire  la ra«r 


cine  cubique  en  mettant  fur  le  tout  le  figne  radical  i/T* 
c'efl;  là  première  partie  de  la  racine  qui  (è  réduit 

y<*.  J'ôte  cette  même  racine  imaginaire  de  50,  &  jf* 
tire  la  racine  cubique  de  la  diiSerence ,  c'eft 

\^    ja— "'^ 24500 ,  qui  fe  réduit  à  j KZTJJ 

C^'clLla^fecondepartiedelaracinç. 

ee  iif 
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6°.  Je  réunis  ces  deux  parties  pour  avoir  la  racine  to- 
tale x=y-HK— 5  -+-  î  — ^^T^  7^/°  '  P"'^ 
que  la  partie  imaginaire  de  chaque  bmome  le  détruit  pat 

des  fîgnes  contraires  -,  car  -4-  V^  —  5  > ^  —  $  ==  o. 

partant  il  refte  j  -h  y  =  i  o ,  &  c'eft  la  racine  cherchée 

&  pofitive.  ' 

Autre  Exemple.  Soit  l'équation  *    iyx==4,  fa 

racine  vient  par  la  formule  ci  -  deffus  fous  cette  forme 

irrationelle  imaginaire.  ■.   .. 


/n;rz::^/ 


qui  donne  x=l/    2.  H 11  -4-  J/    ^ ii. 


Or  la  racine  cubique  de  1 H x  i ,  eft  i 


&  la  racine  cubique  de  z 1 1 ,  cft  x i  >  il 

fuffic  d'en  former  le  cube  pour  s*en  convaincre.  Or  com- 
me ces  imaginaires  fe  décruifenc  par  des  fignes  contraires , 
ils  ne  font  qu'apparens  &c  non  pas  de  véritables  imagi- 
naires y  &  tout  fe  réduit  à  z  +  i  ==:  4 ,  qui  eft  Ja  vérita- 
ble racine  cherchée  ;  pour  en  avoir  la  preuve  il  fufiit  de 
divifer  l'équation  propofée  par  x  - —  4  ==  o. 


Quotient. 
•    X*    .    •    x'  —  4X*.         Premier  produit  à  ôtcr. 


4x*. lyx.  Premier  refte. 

4  AT.    .     »    -H  4JC*.  —  1 6x.  Second  produit  à  ôtcr. 

o       -4-     \x.  —  4.    Second  refte. 

I -f-     \x.-^ — 4.    3™.  produite 

o •    .    .    o     .  .  .  p    dernier  refte 
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Le  Quotient  eft  une  équation  du  i^.  degré  à  rcfog^ 

dre ,  dont  les  racines  font  X =— 1  •H  J[/^ -î-  j6 i 

oux  = z  -4-  K4 i^oux= z  H- 1^77  Et 


X 

X  X  -4-  i V^T  ==  o 


X  -f-  1  -*-  V^2   ==  o 


X 


v^T" — ^^T — 3=3o. 


X*  -4-  4x  (  -+-  4 j  )  -f-  1  =  o. 

ou  X*  •+-  4X  -+-  I  =  o 


RE'SOLUTION   DU  CAS   IRREDUCTIBLE. 

Seconde  Méthode  four  les  Racines  irrationelles. 

Je  fuppofe  une  équation  dans  la  x^c,  formule  x' ax 

U".  Régie  générale,  dans  les  trois  cas ,  je  tire  la  ra- 


cine de  la  puiffance  du  terme  dominant  dans  le  cas  irré« 
duâible,  c'eft-à  dire  ,  qui  foit  telle  que  -^  4'  >  ^  ^^% 
c'eft-à-dire  que  le  cube  du  tiers  du  cœfficient  a  furpaffe  le 
quart  dtt  quarré  de  l'homogène  b'" ,  ou  le  quarré  de  fa 
moitié ,  ce  qui  revient  au  même  ;  il  y  a  des  racines  imagi- 
naires &  imaginaires  irrationelles  fuivant  la  formule. 

Dans  ce  cas  je  tire  feulement  la  racine  quarrée  du  coeffi'- 
cient  a ,  parce  que  c'eft  le  terme  dominant,  &  je  néglige 
entièrement  Thomogéne  h^^' ^  la  raifon  en  eft  évidente, 
puifquepar  Thypothéfe  4  peut  être  infiniment  grand,  il 
croît  toujours ,  ainfi  c'eft  fur  lui  qu'il  faut  fe  régler. 
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_  Au  contraire  rhomogéne  b'"  a  un  terme  fixe  de  gran- 
deur y  il  peut  diminuer  &:  arriver  au  zéro  ;  mais  il  ne  peut 
croître  dans  ce  cas ,  puifque  fon  quarré  doit  être  moindre 
que  le  tiers  du  cube  du  coefficient  d  \  c'eft  pourquoi  je  re* 
garde  comme  nul  l'homogène  b'" ,  &  je  conûdére  cecce 

équation  x' ax  =  b^  comme  s'il  y  avoitx'  mm 

s==  o ,  ce  qui  me  donne  x*  =  4 ,  &  x  =\/~.  Voilà 
une  valeur  de  la  racine. 

Mais  cette  valeur  eft  trop  petite,  car  L'équation  pro*' 
pofée  eft  X* 4x=  b ^  quidonnex'  =4jir-^-  h.  . 


Ceft  pourquoi  la  valeur  trouvée  n'eft  point  exaâe  ^ 
mais  pour  la  rendre  exafte  je  fais  une  féconde  fuppofî- 
tion  ;  je  fuppofe  x  ==  V  n^y^  &  je  fubftitûë  cette  va^ 
leur  &:  {c%  puiflTances  dans  1  équation  proppfee  x'  - — dx 
=  ^  ;  ou  bien  pour  rendre  le  calcul  plus  facile^je  fuppofe 
x'  égale  à  la  troifiéme  puiffance  parfaite  du  binôme 
c'eft  X*  ==  4^  -t-  3  aay  -+-  3  ay^  -+-^' 


Et  je  fais  encore  x'  ==  a}  -+-  aay  -+-  V".  enfuite 
j'ôte  le  fécond  membre  de  cette  égalité  du  fccopd  mem- 
bre de  la  précédente ,  ce  qui  donne  x^  =  3  ayy  *4-  ^daJ 

Du  fécond  membre  de  cette  dernière ,  je  fais  Téquation 
fui  vante  3 /y*  -i-  laay  -+- y^  ==  b'^\  dans  laquelle  je 
néglige  -t-^'  ==  zéro,  puifque  c'eft  un  infiniment  petiti 
il  refte  ^ay^  -H  zaay=z  by  qui  eft  une  équation  du  fé- 
cond degré ,  que  je  réfous  par  la  formule  du  fécond  degré. 


&  je  troiive/  5=— —  j  a  Hr  r     T  ^^  -i-  71-  P»  con- 

féquent  x  ==  V  s^y  donne  x i  ^  -H K     ~  ^a  H 

ceft  une  féconde  valeur  approchée  de  la  racine  de  réqua^ 
tion  propofée. 

Mais  elle  eft  un  peu  trop  grande  ;  car  ce  n'eft  pas  (cu^ 
lement  3  ay''  -t-  zaay  qui  eft  égal  à  b^'' }  mais  c*eft  jay^ 
zaay 
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Ainfi  la  racine  cxadte  eft  x  =  7  4  -f-  r     "5"  ^^  ^ — ~7" 
de  forte  que  fi  Ton  fubftituc  à  la  place  àcy  fa  valeur  qui 

eft  y  = La^^y     -744 -+- —  :on  auraunc  troi- 


fiéme  valeur  un  peu  trop  petite ,  mais  plus  approchée  de 
beaucoup  que  la  précédente ,  &:  on  pourra  continuer  d*en 
approcher  à  Tinfini  par  la  même  formule. 

La  féconde  valeur  eft  une  racine  approchée  d'une  ma- 
nière affez  fimple ,  &:  Terreur  de  cette  racine  eft  toujours 
moindre  que  Tunité ,  lorfque  Thomogéne  ^''^  eft  plus  petit 
que  3^8.  43.  6^.  ce  qui  fuffit  pour  la  pratique;  c'eft  ce 
qu'il  faut  éclaircir  par  un  exemple  en  nombres. 

l".  Exempte.  Soit  l'équation  propofée  x*  — •  7^69  x 
c==a  ^40^.  05.  dans  laquelle  le  coefficient  aa  <=:  7^6$. 
donc  a  =s  87.  &  l'homogène  b'^  ==  2  4.  o^.  '03. 

Donc  X  ==  f4-f-  K     J^^^+^TZi  c'eft-à*dire , 


f  87.  -+^  K    7757i>  HH  -ITHT  c«  q^^  <lon^c 


58 


r      1764.  or  ^176/^  =?=  41.   Ponç 


X  =a  y8 -4- 41  «  100. 

Donc  100  eft  la  racine  approchée  à  moins  d'une  unicç 
prés. 

Par  la  féconde  formule  d'approximation ,  x  ==5  j  4 

Kl ' T^^ . 
—  aa  -+-     ^^    je  trouve  pour  la troifîéme va- 
leur approchée  AT  ==  y 8  -+•  l^  lyjj  ^,  qui  approche 

encore  beaucoup  plus  près.  £t  on  en  peut  trouver  de 
même  de  plus  approchées  de  fuite  à  l'infini. 

jivU.  Il  n'y  a  point  d'équation  dans  le  cas  irréductible 
AnAljife.  ff 


iSx  Analyse    générale, 

de  celles  même  où  les  racines  font  irrationelles  &  réelles , 
que  l'on  ne  puifTe  réfoudre  par  cette  Méthode  aufGexaûe- 
ment  qu'il  eft  poflible. 

Remarque  importante.  Le  cas  irréduûible  du  troifiéme 
degré ,  vient  d'une  équation  du  fécond  degré  qui  a  des 
racines  irrationelles  réelles,  multipliée  par  une  équation 
du  premier  degré ,  ce  qui  donne  une  équation  ducroifîé-» 
me  degré  dans  le  cas  irréduâible  ;  d'où  il  fuit  que  ce  cas 
peut  par  la  même  raifon  fe  trouver  dans  les  équations  de 
tous  les  autres  d^grez  fupérieurs.  Davantage  %  dans  les 
degrez  pairs ,  toutes  les  racines  peuvent  être  imaginaires 
ou  irrationelles  :  ainfi  d^ns  le  quatrième  degré,  les  quatre 
racines  peuvent  être  imaginaires  ou  irrationelles. 

EXEMPLE. 


Dans  la  formule  x'  • —  /'x   =: 


IW 


Soit  l'équation  pTopofce  x  7j^9xt==z4o.  503. 

Suivant  la  loi  des  homogènes ,  tous  les  termes  doivent 
avoir  trois  dimenfîons  ^  de  forte  que  le  multiplicateur 

f  ==  7  y  ^j  eft  par  conAruftion  de  deux  dinienfions  que 
inexprimé  par  un  expofant  en  chifres  romains  dans  af'x 
qui  marque  non  pas  une  féconde  puifFance  mais  Ample- 
ment un  produit  de  deux  dimenfions.  De  même  Texpo- 
(ànt  dans  h'"  en  chifres  romains  marque  un  produit  de 
trois  dimenfions  &  non  pas  un  cube  ;  cependant  à  la  ri« 
gueurc'eft une troifiémepuiflance imparfaite^  ou  le£m* 
pie  produit  de  trois  nombres  qu'il  faut  trouver. 

Donc  dans  l'équation  propofee  j^^^  ^i^siy^éy^  ic  d 
=  %y.  U  h"'  s=  140. 903 .  fubftituant  ces  nombres  dans 

la  formule  xs=^ja^r     ^44^ 

,ai  .  .  x  =  t87-HK    77y<^P^|xS7(xéi)(5^^3  =  M) 


ce  qui  domiex  ==  j8  -h  K1764  s^=  5  8  '+-4>s==iioo. 


\ 
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Donc  100  efl  la  valeur  approchée  par  excès  de  la  ra- 
cine à  moins  d'une  unité  près. 

Puifque  cecce  racine  efl:  un  peu  trop  grande,  je  me  (ers 


dans  laquelle  je  fubllicuë  la  valeur  de^  trouvée  ci-deûus 


jd  ^  K     -44'+'—  qui  efl: 

*f  ■+•  4^  (  ï  3  )  ce  q^  donne  par  fqbftîtution 
la  féconde  formule  x=  5  8  H-  l^  ^  ^4o.9o^^^tfr 


ou  x==3  j8  -+-  K841 


oujc=58-hÏ^«4ï-H9H  -^  ,  OU  584-)^^»755  ~ 

qui  donne  x  ==  58  4-41  •+•  ^  7*"*^  ^  q^i  efl:  une  fé- 
conde valeur  de  la  racine  encore  beaucoup  plus  approchée 
X  =ss3  99  -f->on  peut  de  même  continuer  pour  en  appro* 
cher  à  Finfini, 

Explication  de  cette  êferatiên. 

Siréquation  propofce  efl:  x*  —  7  y.  ^5  ^  i»=a  a4<i| 
903.  dans  la  féconde  formule  du  troiiiéme  degré  x'  <— ^ 

Ou  fi  j'ai  réquation  foûcontraîre x^  -f-  75.  ^9  x 

141. 90  ; .  qui  efl:  dans  la  troifiéme  formule  ——x^ 


4''x=-4-^'^'. 


1°.  Je  tire  la  racine  quarréede7j.  tf9ç=r4'',c'cft  87 
clont  je  prends  les  deux  tiers ,  c*eft  y 8  =y  J. 

1^.  Je  divife  Thomogéne  140.  905  ==5  ^''',  par  le  triple 

de  87==»  }  ^,  le  quotient  eft  923  ==2  — ^ 

3**.  Rajoute  ce  quotient  915  à  la  neuvième  partie  do 

ff*j 


1%^ 


V  ^.j^botA  . 


U 


.cvtve 


a??' 


lÛ^® 


aaos 


:vfet«^*i^;fttvée^\;.àcfo^"^^ 


tt\c 


^*'''"l,c\****î!^?^c 


kolc  V 


5 


co^^r r/^^\rnirve  ct^::^:^^ 


ictt»® 


6      ^^^o6,  ) 


ce  <l^^  "";..„  3lç?î2''^'"     .-  *feà^*^* 


^  ^ 


cVtiC 
&e 


âA 


^ee 


lOO 


iti? 


,\e  co 


cote 


cc<V 


ttvCttV^® 


^ 


e)ie75 


00 


dc7S^9 


rcfte  69  =  y^  i  ^a ^  x^ ,  or  la  racine  quarréc  V'7^ 

cft  8  il  à  peu  près. 

Par  confcquenc  les  deux  petites  racines  approchées 

font  x==  50 -f-  v^^èc  X  i=s  yo '^Tp'i  o"  y*  î^ 

&41  f^,  fuivant  la  formule  fuivante  qui  eft  du  fécond 

degré  x=^{a  -+-  ^  l  aa 1  xx,  ces  deux  petites  ra- 
cines font  pofitivcs  dans  la  troiiiéme  formule,  &  néga- 
tives dans  Ja  féconde* 
.  Exemple  fécond.  Soit  1  équation  dans  la  troifiéme 

formule  x* 84  x  == i^o^  qui  cft  dans  la  troi« 

£éme  formule. 

lo.  Je  tire  la  racine  quarrée  de  84  ^  c*eft  9  rï  ^  peu 
près ,  j'en  prends  les  deux  tiers  y6  -2^,  ou  6j  ^  c'eft  la 
première  partie  de  la  racine. 

z°.  Je  divife  1 60  par  trois  fois  9  ^ ,  c'eft-à-dire  jcdi- 
vife  1 60  par  zy  | ,  ou  bien  ce  qui  revient  au  même  pour 
éviter  les  fraâions  je  multiplie  tout  par  z^  c*eft  5^0  que 
je  divife  par  y  y  ==  z  x  17  {  ,  dont  le  quotient  eft  y  •^. 

30.  ] 'ajoute  ce  quotient  à  la  neuvième  partie  de  84 
qui  eft  9  7  ,  la  fomme  de  ces  deux  fraûions  après  les 
avoir  réduit  au  même  dénominateur  eft  i  y  77  ,  dont  la 
racine  approchée  eft  4 ,  que  j'ajoute  à  la  première  par- 
tie trouvée  de  la  racine  6  j  laiomme  en  entiers  eft  10, 
valeur  de  la  première  Si  plus  gratfde  racine  ckerchée  qui 
cft  négative  ,  cat;  en  (ubftituanc — ^  10  dans  l'équation 
propofèe ,  je  trouve 

x'— 84x==s— i-x6o,ou x'  H-  84x=:-+-i^o. 


pU-+-  1000 ^^&40s==:-**-l60,&  1000  -4-  840 

160 


Remarque.  Pour  éviter  les  fraûibns  lorfqiie  a  n*eft 
pas  un  nombre  quatre ,  je  lui  ajoute  deux  zéros ,  &  trois 
zéros  \  rhomogéne^  ce  qui  donne  x' 84.  00  x 


ité  Analyse     générale, 

itfo.  ooo.  dont  je  tire  les  racines  approchées  par 

excès. 

REGLE     GENERALE 

FûtêT  trouver  tune  des  petites  racines ,  lorfqu*on  a  trouvé 
L* autre  dans  la  féconde  &  la  troifiéme  formule  dto 
troiféme  degré. 

Dans  la  féconde  formule  il  y  a  deux  petites  racinet 
négatives,  &  la  troifiéme  qui  efl  pofitive  eft  égale  Via 
fbmme  des  deux  autres. 

Dans  la  troifiéme  formule  au  contraire  les  deux  pe- 
tites racines  font  pofitives  ,  &  la  troifiéme  qui  eft  né^ 
gative  eft  égale  à  la  fdmme  des  deux  autres  petites  ra- 
cines. 

Soit  Tune  des  petites  racines  trouvées  x  r-^rr  ç  ^  on 

trouvera  Tautre  par  cette  formule  V  ^ icc ^  ^ 

Par  exemple  ,  dans  la  troifiéme  formule  x^  -^ —  a  x 

Soit  réquatîon  x' 19  x  r:^^  — .  30.  dans  laquelle 

4  ou  /'  =i=  15  ,  &  ^ ,  ou  h'"  =  30. 

Je  fuppofe  que  la  petite  racine  trouvée  pofitive  eft  x 

c===i  r.  donc X  ====3  V^7iri77 Le    .    .    . 

oUx=5=ï^i9_'4 t. 

V——     '  •  f—     — 

ou  x==^  K  ïj  —  j  — r-i ,  qui  donnex3==K  i<;~^  I 

s=  4 1  î==3  3  .  donc  la  féconde  des  petites  racines 

cherchée  eft  32=^. 

Au  contraire  fi  je  fuppofe  que  la  petite  racine  trouvée 
d'abordeft  3  x=;  ç  ^  je  trouverai  par  la  même  formule  1* 

féconde  racine  x  =  l^a —  i  <rc  —  r^*  qui  donne  par  la 
fubfticiicion  x  =a  v'T^IIT^  — .  x  » . 

«[ui  donne  x  sa-  V_  i^  —4^  —  i  i- 
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quifc  réduit  ïx  s==K  n  i  -  ji ^  i j  i 

wsi/,  donc  la  féconde  racine  cherchée  d  a=5  z. 

Pour  le  dcmoncrer  ,  ilh'y  jt  qa?à  former  réquatiot^ 
du  croîfiéme  degré  par  la  '  xQul(?ip4icacion  àes  trois  iz^ 
cines.  •'..;•  w  i. 

X rs=5  0. 

X  iV   ■■   ■  ■  ^=sgi0» 


X*  '—  ex 


d X  -H  r^ 


X  X  HH  ^ 


1/ 


-*  - 


sx^  — ^  ^  X* 


^/x*  «^-t-  c  d  X  -t-  r^  rf 

ç  d  X 
ddx    . 


'  •    •    ? 


r\ 


Pour  trouyct  U  foriçi^^le^  je  fiippofe  guc  tpuç  les  pro- 
duits du  troifîéme  terme  font  égaux  »x  mulcipUcacéur  i 
de  k  forçaulc^  ç^  les  çompfç^c  j'aurai  réqvution  fujir 
vante.  .  '    ' 

«r  -f-  </</  -f-  X  r  </ f  i  a=a  4-,  &  abrégeant  fai    .  j 

«*  -f.  J^  .^  cds=s3»ay  ce  qui  donne  par  tranfpoficion 


l'équation  i'  -f-  ^  </=*«  4  ^ —  f  * ,  dans  laquelle  ajou- 
unc  de  part  &  d'autre  -t-  5  f ^  ,  j'ai  <^*  Hf  e  d  Hr  i(£ 


>   .     %> 


j88  Analyse   cembralï, 

4  —  f*  -+-.?  ^*  j.cnfuicc  je  tire  la  racine  quarréc  de 

chaque  meinbte,çe qui49îtne d-Hr  if  «;=  V'. 


i"' 


abrégeant  fie  > t  rarifpofanç ,  jlai  m/  =?=  V^  ^       :^  -.         ^ .  > 
voilà  la  démonftration  trouvée  de  la  formule  ei*deflus« 


\  ce  ^  donc  en 


Icc 


La  rlfrli^ion  4^  tM^es.hs  dutrè^  formules  du  troifitmt 

degMf. 

Le  refte  des  1 8  formules  anciennes  du  troifîéme  de- 
gré fe  rcduifent  à  i  x  qui  font  de  deux  fortes. 

i*^.  Il  y  en  a  quatre  où  le  troifîéme  terme  manque, 
qui  eft  la  puiflance  linéaire  àcx^  ces  quatre,  formules 
font  en  général  x^  '^a  x"-  ==:  ^i^,  &  retombent  dans  le 
premier  degré  ,  car  en  divifknt  tout  par  xx  ^oh  aura 
X  •+•  ^==Hr  ^'  P^^  exemple. 

Soit  réquation  propofcc  at'  —  30  x'  s=5 3705, 

qui  eft  dans  le  çgk^médiUUbU ,  je  divife  tout  par  xx , 


ce  qui  donne  x  ==«  j  o  ^^ 
30,  ce  qui  donner  <  30 


vm 

«X 


.or  je  fqppofe  d'abord  ^  <i 


30x30 


îîldonc 
^00 


(  900  ) ,  piiifque 


9ÙO 


900 


,ou  ;c   <i  16 


4  -i-  — ^aonc  X  <  30  — —  4 

^00  ^        •.  .    .  

,  donc  X  <i6  ^ce  qui  donne  Ar;(^  <  ^7^  ,  d'où  je 

tîre\v  <jO: T-:  ^  j,o— ^  tf  <  24ot  i4XZ4î===j7tf, 


donc  X  c==3  3'ci 


370J 


^^'donc  AT  «==  jo  ^—  7  ,  donc 


X  ==3 13 ,  ou  X  <  14,  donc  13  eft  la  première  racine 


Divi/iMf 


\ 


Livre    premier.  ig^ 

Divifeur\  Dividende  \   ^iotient 


XX  ...  .  x^^-^  1.1  XX      premier  produit  à  otcr. 

o 7  XX  premier  rcfte. 

'jx 7XX-+-  I  ^  I  AT  fécond  produit. 

o  •  . 161  ;c  -4-  3703. fécond reftc# 

\€l — -i6ix-4-  3703. 


Le  quotient  eft  une  équation  du  fécond  degré. 
x^  6=  7  X  -4-  161,  que  je  réfoud  par  la  formule  pro* 

prc  du  fécond  degré  x  ==  \^^  ^y^  -^  a  a  h-  h    ce 
qui  donne  x=:3i±,J/^  173  i  qui  fc  réduit  à  ;c  =  3 


13  jdonc  X  =  -+-  i7,c'eft  la  féconde  racine^ 
U  croifiéme  eft  x  === i  o. 

2®.  Il  refte  les  8  dernières  formules  qui  ont  tous  leurs 
termes ,  lefquelles  fe  réduifent  à  fept  ,  puifque  nous  tn 
avons  déjà  retranché  une  comme  inutile ,  parce  qu'elle 
eft  entièrement  négative. 

Or  pour  ramener  ces  fept  formules  aux  trois  premières 
formules  expliquées  ci-deflus ,  il  faut  en  faire  évanouir 
le  fécond  terme  comme  il  fuit. 

• 

Uhhfde  fOHT  faire  évanoUir  le  fécond  terme  dans  une 

Equation  d'un  degré  quelconque. 

Pour  faire  évanouir  le  fécond  teripe  dans  une  équa- 
tion ,  il  faut  la  transformer  dans  une  autre  équation  donc 
le  fécond  terme  foie  évanouit 


Z^O  AkALTSB     CINEILALE, 

Régie  générale. 

i®.  Je  fuppofe  dans  Téquation  propoféc  rinconnucAr 
égale  à  une  nouvelle  inconnue  j^  augmentée  ou  diminuée 
d'une  fraftion ,  donc  le  numérateur  foie  le  multiplica- 
teur a  du  fécond  terme  de  l'équation  propofee ,  bc  donc 
le  dénominateur  foit  l'expofant  du  degré  de  Téquation, 

comme  y  *^  -  pour  Téqùation  du  troifiéme  degré  x' 


î 


3  o  X*  — -  2o  X  ===  5  4 1  ;  de  forte  que  dans  le  binôme^ 


12 

5 


le  fîgne  qui  joint  ou  précède  la  fraûion  foit  con- 
traire au  fîgne  du  multiplicateur  a  de  l'équation  propo- 
fee ,  c'eft^à-dirc  ,  que  pour  l'équation  x'  —  30  x* 


10  X  =s  341 ,  je  fuppofe  x  =^y  -4-  y. 

x^.  Je  fubftituë  cette  valeur  de  x  en  fa  place ,  &  les 
puifTances  de  la  même  valeur  de  x  à  la  place  des  puif^ 
fances  femblables  de  x  ;  ce  qiii  donnera  l'équation  crans- 
formée  qui  n'aura  point  de  fécond  cerme. 

x^'.Excmplp.  Soicx'  —  30X* zox 341=0. 

dans  laquelle  Soicx=/  H-^ 


Donc  X*  ==j^*  -I-  xoj  *  Hh-  ^^ 

Donc  X'  =  t'  ^  30;*  -H  2^  -f-  -i^^- 

Et  fubftituant  ces  valeurs  dans  l'équation  propofee 
comme  il  fuit  J'aurai  l'cquacion  transformée  où  le  fécond 
cerme  cft  évanoui. 


LiyHE      fXEMXEH  X9I 


x'=sjf'  -H  3oy 


—•  30  X*  c=5 . .  — —  30^*  Hh  i<y 


AOX   =s     .      •     .     •      ZOJ  •+-  iî 

341  = — ■  34Ï 


La  transformée 


•    • 


>oor    , 

^  1700« 

j      ' 

*7 

.     H 

1-  — 

«1 

|o 

^Tl 

s 

341. 

,  Je  prépare  d'abord  cette  transformée  en  ôtant  toutes 
les  fraâions  y  &:  enfuite  je  trouve  la  valeur  de  ^  sa  2.1 9 

3ui  étant  fubftîtuée  dans  l'équation  fîmple  xs=/  -H  ^ , 
onne  x  s=3  zi  -f-  xo ,  ou  ;ir  cas  51,  c*eft  laracine dc« 
firée. 

Pour  rendre  l'opération  plus  courte  &  plus  facile,  on 
peut  prendre  d'abord  x  ==jr  -+-  i  o ,  pùi(que  i  o  ==  ^  5 
mais  j'ai  voulu  donner  un  exemple  où  il  y  entre  des  frac- 
tions. 

SECOND    EXEMPLE 


Sôit  l'équation  propofee  x*  -f-  30X*  -f-  zox  -4-  341 
o.  jefuppofexKs^— —  i^i  &  fubftitUant  cette  va- 
leur U  Tes  puiiTances  à  la  place  de  x  6c  de  Tes  puiiTances 

SSfJ 


Z^t  ANALYSE     GElfERALE, 

dans  réquation  propofèe,  fai  Téquation  transformée  où 
le  fécond  terme  eft  évanoiiî. 


j    .^        j  '  9oqy  17000 


900 


O. 


•  Remarque  i".  Si  dans  l'équation  propoféc  ,  le  prenoiet 
terme  avoir  un  coefficient  différent  de  Tunité ,  comme 
4  x' ,  &c.  Dans  ce  cas ,  je  divife  tout  par  ce  multiplica- 
teur a  du  premier  terme;  ainfî  je  fuppofe  x  =  -^H;;^  ~ 

&  fubfticuant  de  même  cette  valeur  &  fes  puiffances  à  la 
place  de  AT  &  de  fes  puiffances  dans  i'équacion  propofee, 
f  aurai  une  équation  transformée  où  le  fécond  terme  fera 
évanoui  \  ainfî  fi  l'équation  n'avoit  que  trois  termes  com- 
me dans  les  trois  formules  générales  aufquelles  je  réduis 
toutes  les  équations  poflibles  dans  chaque  degré ,  alors 
réquation  transformée  feroit  une  équation  pure&  fîmple 
du  degré  de  la  propofee^danslaquelle  il  n'y  auroit  que  deux 
termes.  Ainfî  il  fera  facile  de  trouver  la  racine  de  la  nou- 
velle inconnue  j^  ,  S£  fubflituant  cette  valeur  dansTéqua- 

• 

tion  fîmple  ou  du  premier  degré,fçavoirx==y  tt  -  pour  le 

troifîémc  degré  &  x  ==±=7  ^  ^  pour  le  fécond  degré  , 
on  trouvera  la  valeur  de  l'inconnue  x. 

Remarque  fesonde  &  fondamentale. 

On  peut  réfoudre  toutes  les  équations  du  fécond  de- 
gré ,  en  faifant  évanouir  le  fécond  ternie  par  la  trans- 
ioitatKÙott  9  car  alors  il  ne  rcfte  plus  que  deux  termes,  dont 
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le  premier  cft  inconnu  &  le  fécond  cft  tout  connu ,  car 
tirant  la  racine  quarrce  de  chaque  membre  on  aura  la  va« 

leur  de^,  qui  étant  fubftituée  dans  xs=2=:,^  itïdpiine-r 

ra  la  valeur  de.x>  ce  qui  eft  trop  facile  pour  s*y  arrêter 
davantage. 


SECTION    CINQUIE'ME. 

Méthode  générale  &  nouvelle  ^ 

Four  ré/oudre  les  Equations  de  tous  les  degrez^à 

r infini ,  par  le  terme  dominant. 

MOnficur  deLagny  a 'donné  cette  Méthode  â  TA-* 
cadémie  ;  elle  eft  imprimée  dans  le  Recueil  de 
rannèe  1706.  page  196. 

Cette  Méthode  s'étend  à  tous  les  dcgrez  à  rinfini,&  fert 
\  trouver  d'abord  la  première  racine  de  Téquation  pro- 
posée ,  par  une  fimple  extraâion  de  racine ,  qui  n'eft  pro- 
prernent  qu'une  fimple  divifion ,  dans  les  équations  af- 
fe^ces  de  termes  moyens,  comme  dans  les  équations  pures 
&  fîmples. 

10.  Préparation.  Je  réduis  d'abord  les  équations  af- 
Feâées  de  termes  moyens  à  trois  formules  feulement  y  en 
confervant  la  loi  des  homogènes ,  en  forte  que  tous  les 
termes  dans  chaque  formule  aïent  le  même  nombre  de 
dimenfions. 

Dans  le  fécond  degré ,  j'ai  les  trois  formules  fuivanfts, 

î'*.  formule,  x*  -+-  ax  ==:  b". 


x^:  formule,    x*  -—  ax  =  l^"* 

3'nc. formule. --X* -H  4X3=^^oux*— ifxss-.^". 

S  S  ^0 


1^4  Analyse    générale, 

Dans  le  3™%  degré ,  j'ai  les  trois  formules  fuivantcs. 

1".  formule.  x'^^4!'x:r=b'". 

x<fe.  formule.  Jf*  —  i^'x^=^h'". 

3»«.  formule.  — x'  -t-  a'^x=^b"\  oux^  —  4'V=— ^'''. 

&  pareillement  dans  tous  les  degrez  fupérieurs. 

Or  il  efl:  facile  de  réduire  les  autres  formules  du  troi- 
fiémç  4«gté;a^x  t(0(s)p|écédçnces  eu  faifant  évanoGif  le 
fecoiid  terme  par  la  transformation  fuivant  les  Méthodes 
connues  ;  on  peut  même  opérer  diredement  fur  une  équa- 
tion quelconque  par  cette  nouvelle  Méthode  ^  fans  faire 
évanouir  aucune  terme. 

En  ijuoi  conjifle  la  Méthode ,  je  néglige  la  haute  fuijfanct 
quejefuffùfe  nulle ,  &je  riofére  que  fur  a  e^  b. 

zo.  La  Méthode  confîfte  à  faire  une  divifion  iîmplc^ 
dont  le  dividende  &  le  divifeur  font  toujours  donnez 
dans  toute  équation  propofée  ,  c'efl:  le  coefficient  a  fie 
rhomogéne  b  >  mais  la  difficulté  confifte  à  connoitre  quel 
eft  le  divifeur  ,  car  dans  un  cas^^eft  le  divifeur,  &  daas 
un  autre  cas  c'eft  b  qui  eft  le  divifeur. 

En  général  le  terme  ^  dominant  ^  eft  toujours  le  divl* 
fcur. 

Premier  cas.  Si  a  eft  le  terme  dominant  il  eft  lé  divi« 
feur ,  &:  Thomogéne  eft  le  dividende, 

Second  cas.  Au  contraire  (î  ^  eft  le  terme  dominant 
d'une  équation  propofée,^  eft.le  dividende,&  b  ledivi(eur# 

Troifiéme  cas.  Mais  fi  4  &  ^  dominent  également ,  ou 
plutôt  s'ils  ne  dominent  ni  Tun  ni  rautre],  on  peut  en  ce  cas 
d'égalité  tirer  la  racine  du  degré  de  l'équation  dans  l'ho- 
mogène, ce  fera  la  première  racine  defirée.  Cependant 
fi  le  nombre  des  tranches  eft  égal ,  celui  dont  la  première 


tmache  contienc  le  ptus  grand  aonbM'  èft  le  tetifte  do- 
minant. 

j°.  Voici  laxnarquc  du  terme  dominant.  Jedivifeiè  êti 
par  tranches  comme  dans  les  puiflances.  >*  i 

Dans  le  fécond  degré  où  lexnultiplicateur  numérique  a 
n*a  qu'une  dimenfîon  ,  je  le  coupe  par  tranches  d  ufi  feiil 
chifre  de  Aoite  à  gauche. 

£t  comme  Thomogéne  h  a  deux  dimenfions,  )e  le  coupe 
par  tranches  de  deux  chifres  de  droite  à  gauchç. 

Celui  des  deux  qui  a  plus  de  tranches  eft  le  terme  domi- 
nant &  par  conféquent  c'eft  le  divifeur. 

Dans  le  troifîéme  degré  où  le  multiplicateur  a^^  efl:  de 
deux  dimenfions ,  je  le  coupe  par  tranches  de  deux  chifires 
de  droite  à  gauche. 

£t  rhomogéne  t  efl:  de  trois  dimenfions^je  le  coupe  ps^ 
tranches  de  trois  chifres  de  droite  à  gauche^ 

Premier  cas  ou  2,  efile  terme  dominant. 

Tremier  Exemple.  Dans  la  première  formule  du  fécond 
degré  x*  -+-  ax  =  h" ,  foit  1  équation  propofôe  x*  -+-  y. 
4.  8. 7.6.x  ==  }8.  41.  81.  je  fuppofe  jc*  nul  ou  égal  ^l 
zéro  ^  partant  je  le  néglige  entièrement^  &  je  ne  confidére 
que  le ciefficient  4  =  5. 4. 8. 7.  ^.  &:rhomogéncdccom^ 
paraifon  h"==,  38.41.  81.  ^ 

Comme  le  coefficient  a  n'efl:  que  d'une  dimenfîon ,  je  le 
divifê  par  tranches  d'un  feul  chifre ,  j'en  trouve  cinq  ;  tC 
comme  h"  efl:  de  deux  dimenfions^je  le  divifè  par  tranches 
de  deux  chifres  de  droite  à  gauche  ,  je  n'en  trouve  que 
trois.  Donc  a  efl:  le  terme  dominant ,  &  par  conféquent 
c'efl:  le  divifeur ,  &  V  eft  le  dividende  s  &  je  fais  la  divi- 
fion  comme  il  fuit. 

Dividende,  h"  =  38.  41.  81. 
Divifeur.    a  ==    y.    4.   8.  7.  ^. 
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Jeudis  eu  |8  quLcftla  première  (franche  du  dividende 
combien  de  fois  cinq  premier  chifre  ou  première  tranche 
du  divifèur  ,  il  y  cft  fcpt  fois  ;  car  j  x  7  =  3  y.  de  38 
refte  3.  .  I 

Enfuice  je  multiplie  le  divifeur  entier,  j  48 7  (par  le 
quotient  trouvé  7,1e  produit  efl:  38.  41.  3x.auauel  j'ajoute 
le  quatre  de  7=149  qui  eft  Thomogéne  propofc,la  fom« 
meeft  38.  41.  81.  =^''. 

Donc  7  eft  la  racine  cxade. 

• 
Remarque.  Dans  réquationx^i4«  5'4*  S.  7.6X  =:  3  8. 41.8^. 


Divifeur       C  Dividende    ^  Retient 
a  dominant  j     b^'.. 


{ 


7- 


5 


y.  4.8.7.  ^.  C   58.  41.  %6,  V.  S4«  87'^ 


7.      .     .     38.  41.  81.      s=s        38.  41.  31. 

rcftc      y.  ,   ^f 

^  j8.  41.  8i* 


<  X  — 7==  0\^*  Hf-  5487^  X.  •—  38418^ 


% 


X    9    •    9    •    •  X  ■*■*-•  7  «^ 


o 


o    -H  54883  X 
54883.-         •+•  y4883x—  384181. 

o  refte  5: 


Comme  la  divifîon  n*eft  pas  exaûe ,  &  qu'il  y  a  un  refte 
moindre  que  le  divifeur  qui  cft  le  terme  dominant  4  s  dans 

ce 
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c€  cas  l'équation  propoféea  fes  racines  irracionelles ,  l'une 
plus  grande  que  7 ,  mais  plus  petite  que  8.  l'autre  plus 
grande  que  ^4883  mais  plus  petite  que  54884. 

zA.  Exemple.  Dans  la  féconde  formule  x* ax  ==  b". 

foie  1  équation  propofée  x^ 5^4.  S.  7.   6.  x  ==38. 

41.    8i. 

Le  multiplicateur  a  eft  le  terme  dominant  ^  puifqu'il 
a  cinq  tranches  de  chifres  ^  &  que  Thomogéne^^^  n'en  a 
que  trois. 

Dans  ce  cas  je  fuppofe  x==  a  -4-  ~^  ce  qui  donne 
Ar=:  y.  4.  8.  7.  6.  -+-  ^^' ^''  '' — —  or  cette  fraûion 


f.    4.  8.  7.  é. 

donne  au  quotient  7,  ce  qui  donne  x  ==  5 . 4. 8. 7.  ^  -+-  7 
==:  54883.  pour  la  grande  racine  pofitive  ,  &  divifant 
réquation  propofée  par  cette  racine  ,  le  quotient  donne 
la  petite  racine  négative 7. 

i'^.  Racine.      C    Equation  propofée. 

Divifeur         < 
X 54883  ^    AT* y  487^  a: 38.  41.   81 


'T^m» 


^jtotient, 

pç X*  — 54883^  premier  produit  à  ôter. 

o  -H7X-— 38.  41.  81. 

7 -f-7^  —-58.  41.  81, 

o  00 


»>•■ 


Dans  la  troifiéme  formule x*  -4-5-.  4.  8.  7. 6  x 

=  38.41.  81  J'ai  AT  ==^7~r^j7r-r  qui  donne  encore 


Remarqite.  Lotfque  b"  cft  plus  petit  que  a  ,  je  TuppoCc 
Anal;fc,  ^  * 
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i/'  t:=s=si  o  y  ic  j'ai  X  c=»s  a  pour  la  valeur  approchée  de  la 
racine. 

Secûnd  cas  ^ù  thomêgéne  de  c$mpâr ai/on  1/'  eft  U  terme 

dominant. 

.  Dans  ce  cas ,  je  peux  abfolumcnt  négliger  le  multi- 
plicateur numérique  a  du  fécond  terme^  ne  faire  qu'une 
fimple  cxtradion  de  la  racine  quarrée  de  Thomogéne  de 
comparaifon  V* ,  &  dans  tous  les  devrez  fupcrieurs  tirer 
la  racine  exprimée  par  l'expofant  du  degré  de  Téquation. 

Troijiéme  cas  ou  il  n'y  a  aucun  terme  dominant. 

C*eft  lorfque  le  coefficient  a  &  Thomogéne  V  ont  un 
égal  nombre  de  tranches  s  il  fuffit  alors  de  tirer  la  ra- 
cine de  l'un  ou  de  l'autre ,  fuivant  Texpofant  de  leurs 
dimenfions. 

Les  tables  des  quarrez  &  des  cubes  naturels  préfentent 
un  moïen  facile  pour  trouver  ces  racines  du  premier 
coup  d'oeil  lorfqu'elles  ù^vx,  rationelles  ,  &  lorfqu'elles 
ibnt  irrationelles  ,  on  les  trouve  d'abord  approchées  à 
moins  de  Tunité  près,  foit  par  excès  ,  foit  par  défaut, 
&  on  approchera  indéfiniment  par  la  Méthode  d'ap- 
proximation, 

Remanjuc^  Cette  nouvelle  Méthode  par  le  terme  domi-^ 
nant ,  où  l'on  néglige  a:*,  ou  jc'  qu'on  regarde  comme  nul , 
abrège  les  opérations  qu'on  ne  pourroit  pas  finir  dans 
un  jour  entier  de  calcul  par  les  formules  ordinaires ,  car 
il  eft  évident  que  quelque  petite  que  foit  la  première 
racine^  elle  peut  (e  trouver  multipliée  par  un  très-grand 
nombre ,  &  le  produit  augrïienté  ou  diminué  du  quarré 
de  cette  petite  raeine  fera  égal  à  un  homogène  indé- 
finiment grand  y  ce  qui  demande  des  opérations  très« 
longues  dans  la  Méthode  ordinaire. 


/ 


>  c  eft  encore  la    °*  •  °  »  J  «^n  tiVe  /^  — -  *^°  ^o  Par 

corn  ^  ^f "^'«^  >  je  rér  ^^'"^  ^^^^^<^.  ''"^  ^"*>^quc 

<^onime  ies  éaûJ.-     ^°"*  foutes  ir-l  ' 

»«  nombre  dont  Je 
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cube  diminué  de  fix  fois  fa  racine ,  foie  ==  4^4 ,  or  ce 
nombre  eft  8  ,  donc  le  cube  eft  y  i  z  ,  or  j  1 2. 8xtf 

(48)  ==464. 

Dans  tous  les  cas  où  l'un  des  deux  termes  domine 

peu ,  comme  h"'  dans  x' z.  00  a:  =  980.  000 ,  puif- 

qu'il  y  a  deux  tranches  dans  a!'  &  dans  h"'  ,  mais  les 
tranches  de  a'^  font  foibles  Je  me  contente  de  tirer  fim- 
plemcnt  la  racine  approchée  de  h'^'.  prochainement  plus 
grande,  c*eft  loo. 

Rifolution  des  équations  du  troijiême  degré  dans  U 
première  formule  x^  -h-  a['  x  =«  h'^'. 

Soit  réquation  propofce  x^  -t-  ii  x*  =:  8  410.  ou 
le  multiplicateur  a'^  de  deux  dimcnfîons  =  11  ,  &  4^^' 
a=  8.  410.  je  coupe  a"  pour  tranches  de  deux  chifres  , 
il  n'en  a  qu'une ,  je  coupe  h'"  par  tranches  de  trois  chifres 
de  droite  à  gauche, il  en  a  deux  dont  la  féconde  n'aqqe 
le  feul  chifre  S ,  par  confcquent  h'"  eft  le  terme  domi* 
nant  ;  je  tire  la  racine  cubique  de  8  qui  fait  la  première 
tranche  c'eft  z,  j'ajoute  un  zéro  pour  la  féconde  tranche^ 
ou  fimplement  je  dis  la  racine  cubique  de  8^  000  ,  eft^  20, 
c'eft  la  première  racine  pofîrive,  je  multiplie  lo  par  d' 
=  21  ^  le  produit  eft  411 ,  que  je  multiplie  par  la  même 
racine  10  ^  le  produit  donne  8  410  qui  eft  égal  à  Thô- 
mogéne  b'^'. 

Autrement.  Je  quarre  la  racine  trouvée  10  ,  c'eft  400, 
que  je  multiplie  par  ii  ,  le  produit  eft  8  400  ,  auquel 
j'ajoute  la  même  racine  lo^la  fomme  842.00  eft  égal  à 
l'homogène  propofé. 

Pour  la  preuve  je  divife  l'équation  propofée  par  la 
racine,  pofitive  trouvée ,  la  divifion  fe  fait  exaûement- 


Livre  vuemiek./ 


50X 


/  X 10  ==io<x^  +;  ox*  -{-  izx*~- 8.410=0 

X* x' lOX* 


10  X  •  •  .  .  -f-  i  o  jc* 400  ;  '  • 

o   -4-  411 X— «84x0 
411  -...•.....  •+- 411  X  — —  8.  410 

t==:  o    •    ¥ o  o 


Second  exempte.  Soit  x*  -ï-  1 8  x  ==»  44  où  4^^==:  1 8, 
&  y*  -=.  44. ,  donc  la  première  racine  eft  41 ,  pour  la 
trouver  je  dis  a!'  ==  1 8  eft  ici  le  terme  dominant  ,  & 
par  confôquent  le  divifeur  ,  puifqu'il  a  fa  tranche  corn* 
pletce  de  deux  chifres  ^  &  ^  ==  44  n'a  que  deux  chifre^ 
au  lieu  qu'il  devroit  en  avoir  trois  ^  ainû  V*^  efl:  le  divi-- 
dende. 

Pour  fuivre  la  règle  générale  le  divifeur  eft  18,  or 
44  divifé  par  18  donne  %  au  quotient  ^  c*eft  la  première 
racine,  je  multiplie  18  par  cette  racine  %^  le  produit  eft 
5^  auquel  j'ajoute  le  cube  8  de  la  même  racine  ir^  la 
fomme  eft  44  égale  à  Thomogéne  propofcr 


b  h  il} 
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X 


A3=3tO  <    x'  ^2^  ^*  -**  l8x-— -44a=aO 


«■*■■* 


X*  •:....  x'  —  1  x' 


o  ^-  IX*  H-  i8x 

XX «4-  X  X*  —  4  X 

o  '     -4-  XX  X  —  44 
XX  . -+-  XX  X 44 

Refoli^tion  des  Equations  du  troifieme  degré dahs^U féconde 
formule  x* a''xs==b''',^i^x* aax==:b'. 

Ccft  proprement  dans  les  grands  nombres  qu*on  a  be- 
(bin  de  Méthodes ,  alnfi  je  donnerai  ici  de  grands  nom- 
bres pour  exemples. 

La  Formule  univerfelle  pour  trouver  la  première  ^ 

plus  petite  racine  eft  x  ==:  a  ' 


&c.  dans  laquelle  le  premier  terme  com. 


f  M  —  44 


plexe  donne  la  racine  par  excès  >  c'eft  pourquoi  il  faut  le 
diminuer  de  continuer  la  fouftraâion  iufqu'àce  que  les 
deux  termes  du  numérateur  foient  égaux  ou  donnent 
zéro  ,  car  fi  r //—  ^  ==:o ,  ou  ef ^s=50 ,  alors  l'o- 
pération efl:  finie  ,  &:  la  racine  eft  trouvée  exaûement 
==3  c  y  ou  ==:  e  &c. 

Or  réquation  propofée  donne  le  premier  terme  com« 

plexe  4  H ,  car  4  eft  la  racine  quarrée  du  multipli- 
cateur y' .  t  eft  rhomogéne  Sj  x  44  eft  le  double  du  mul- 
tiplicateur de  réquation  a" x  y  om  aa  x  ^  pour  avoir  lc% 
autres  frayions  qu'il  faut  fouftraire  \  je  fuppofe  a 


LlTRB      fRIMlBR»  |0| 

c  pour  abréger ,  te  ce — sa  =sa  d^  je  fuppofe  audi 

Je  prends  toujours  les  quotients  marquez  par  les  frac- 
tions de  cette  formule  en  nombres  entiers  ,  fçavoir  le 

premier  — ,  par  défaut ,  &:  les  autres  comme  — — — 
par  excès. 


}ii MM 

Je  pour  rois  même  au  lieu  de  la  fradion  —  prendre 
7;^"llI'""^rH^rr  >  ^^  V^^  abrège  en  quelques  rencontres  8c 


conferve  l'analogie ,  mais  comme  3  a  -f-  i  eil  un  infi* 
niment  petit  à  Tégard  de  la  grandeur  confiante  2  44  ,  on 
peut  le  négliger,  comme  je  le  néglige  efFeûivemcnt, 

Je  fuppofe  toujours  Téquatîon  préparée  à  l'ordinaire, 
c'eft-à-dire  fans  fraftions  Se  fans  incommenfurabfbs,  Se 
même  fi  Ton  veut  pour  une  plus  grande  facilité  fans  muU 
tiplicateor  à  la  haute  puiflance  que  l'unité  ,  cette  der- 
nière préparation  n'efl  que  d'élégance  Se  non  pas  de  né« 

ceflité ,  car  fi  j'ai  c  x  aa  x  ==:  b ,  fuppofant  que  c  rc» 

prcfeote  un  nombre  entier  quelconque  ,  alors  au  lieu  de  d 
pour  premier  membre  de  la  racine  ,  je  prendrois  v^TT , 

c 

ou  —  ,  ce  qui  ne  change  rien  dans  TeiTence  de  la  Mé- 
thode. 

Il  faut  auili  examiner  fi  Téquation  eft  primitive  ,  ou 
fi  elle  eft  dérivée^  on  connoîtra  qu'elle  cft  dérivée  fi  on 
peut  divifer  Thomogéne  par  le  cube  d'un  nombre  quel- 
conque ,  Se  le  multiplicateur  aa  par  le  quarré  du  même 
nombre  ,  Se  Féquation  qui  réfulte  de  cette  divifion  eft 
réquation  primitive  fiir  laquelle  il  faut  opérer ,  car  c'eft 
prccifcmcnt  la  même  faute  d'exaditudc  en  matière  d'é- 
quations ,  d'en  rétoudre  une  qui  foit  dérivée  ou  compo- 
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fée  fans  Tavoir  réduite  à  fon  équation  fimpic  ou  primi- 
tive ,  comme  d'opérer  furies  fraftions  fans  les  avoir  ré- 
duites à  leurs  moindres  termes. 

Exemple.  Soit  Téquarion  propofcc  x^  — *•  75.  69  x 
s==  145.  100.  dans  la  féconde  formule  du  troifiéme  de- 
gré ,  dans  laquelle  aa  ==  75.69.  qui  contient  deux  tran- 
ches de  deux  chifres  chacune ,  parce  qu'il  adeux  dimen- 
(ions,  &:rhomogéne^^''ï==243. 1 00 ,  qui  contient  deux 
tranches  chacune  de  trois  chifres ,  parce  que  cet  homo- 
gène a  trois  dimenfions. 

Puifqu'il  y  a  deux  tranches  de  part  &:  d'autre ,  je  tire 
la  racine  quarrée  de  75.  Première  tranche  du  coefficient 
ady  c'eft  8  ,  enfuite  )e  tire  la  racine  cubique  de  243  pre« 
miérc  tranche  de  h"'  c'eft  6  ,  car  le  cube  de  6  eft  xi6 
moindre  que  243 ,  &  le  cube  de  7eft  343. 

Or  la  racine  quarrée  8  du  multiplicateur  da  ,  efl  plus 
grande  que  6 ,  racine  cubique  de  Thomogçne  243.  Ainfi 
Je  multiplicateur  aa  cft  le  terme  dominant ,  &  par  con- 
féquent  c'eft  le  divifcur,  &  h*'*  eft  le  dividende. 

jo.  Pour  avoir  le  premier  membre  de  la  racine  qui  cfl 
toujours  plus  grand  que  la  racine  cherchée,  je  me  fers  de 

la  i*^^.  partie  de  la  formule  4  H -,  c'efl-à-dire,je  prends 

la  racine  quarrée  de  7  y  6^  =  44,cette  racine  eft  87==:  4. 

Et  fuivant  —  j*ai  la  fradion  illIfS  qui  indique  une 
divifion.  B,^n€. 

Divifenr.^DlvidendeS^otient.  V^  ^V''"" 


lii/s: 


15138  ^  ^ '  =  143Ï00.  /  i^H-  S.     64 

11:6^ 


9172c. 


II    <>9 


tf  •  •  •  t  t  •  •  5^o8i8. 

8^2, 


Ainfi 
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Ainfi  le  premier  membre  de  la  formule  4  -H  i 


donne  pour  premier  membre  de  la  racine  87  -H  16 
î==»  10  j  -+-  qui  excède  la  véritable  valeur  de  la  racine 
cherchée,  &  c*eften  quoi  confiée  refpric  de  la  Méthode 
qui  feferc  de  la  fouflraâion  enfuice  pour  trouver  la  racine^ 
par  la  voïe  la  plus  courte.  Or  il  eft  indifférent  en  général 
qu'on  employé  dans  une  Méthode ,  ou  l'addition  ou  la 
fouftraâion. 

1^.  Pour  avoir  le  fécond  membre  de  la  racine  ,  je  me 

fers  du  fécond  membre  de  la  formule —         dans 

laquelle  c  ==»  a  -I ==  103. 

Donc  ce  ==  X03  X  105  ==  lo^op.  Donc  3  rr=  3 1817. 

&  —  44  m— 7y6y. 

DoQC  3  rr— «44?=:  ^41 5  8. 
Valeur  du  Dénominateur. 

m 

Pour  trouver  la  valeur  du  numérateur  rc—*  44 
ou    10609  —  7J<5>  ==='  3^40  s=ss  J. 
multiplié  X  c  t=    103. 


mmmm 


9110. 

3040  . .. 


produit  c  d  ^ —  313  i  a  o. 

h  r^sss.  243  I  00. 


■•-^^^ 


Donc    c  d  —  b  s^a  700  10.  valeur  du  numéraceur 

cd-^b     m^>^  70010 
3  ce 

Analjfe.  i  ^ 


ce  qiu  donne  — -   ...^  — TT?         '^i 


\ 
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C'cft  le  fécond  membre  de  la  racine  i  je  fais  raddicion 
des  deux  membres    103 

5 

Somme  100  c'eft  la  racine  cherchée  ;  pour 
juger  fi  elle  eft  exafte ,  je  la  quarre  ,  100  x  100  donne 
100.  00.  dont  j'ôce  7^69,  il  refte  245 1 ,  que  je  multiplie 
par  la  même  racine  trouvée  100 ,  le  produit  eft  145 1  oo. 
qui  eft  égal  à  Thomogéne  propofé.  Ainfî  100  eft  la  racine 
cherchée,  par  laquelle  je  divife  Téquation  fanspafter  ai> 
rcfte  de  la  formule  univerfelle. 


100 


<  x'  ^ox* 7jtf9  AT i45ioor=:ow 


AT*       .       •       .       .       x'   —   lOOJC*. 


100  AT*.  7y^9x» 

100 X     •    .    »    H—  100  X*. loooox. 

2431  X. 
2431 Hr     2431x^243100. 


Le  quotient  x*  -4-  i^o.  ox  -*-  24.  3 1  ==0  eft  une 
équation  du  fécond  degré  où  4=  100  eft  le  terme  do- 
minant parce  qu'il  eft  d'une  feule  dimenfîon,  &  que  fes 
chifres  font  trois  tranches  ,  mais  h'^  =  24.  31  ,  eft  de 
deux  dimeniions  ,  car  fes  quatre  chifres  ne  font  que 
deux  tranches  chacune  de  deux  chifres. 

Ainfi  a  =  100  eft  le  terme  dominant  &  ledivifeur  \ 
mais  b  :=  243 1  eft  le  dividende. 
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J07 


Divifeur. 

a  ttrme  déminant 


100. 


1 


Dividende.      C  J^Hotient. 


i'' 


14.  51./  14 


100 


X  o  o 


4'3  ï 


.     4  00 
rcftc  3  I. 


Comme  le  quotient  donne  un  refte ,  les  deux  racines 

^e  cette  équation  du  fécond  degré  font  irrationelles  Tune 

plus  grande  que  24,  mais  moindre  que  25.,  l'autre  plus 

grande  que  76  &  plus  petite  que  77.  toutes  deux  ncgati- 

ifcs ,  puifque  tous  les  fîgnes  de  Téquation  font  -f- 


24 


{ 


100x^2431  =0. 


} 


X       •        •      •      • 

X*  •*-  24  X. 

0  -4-7tfx.  •+•  2431 

♦H7tf     .     .     . 

'4-7tfx.  ^-«1824 

-^=  0    •    t    •     • 

•     •     0  •  •  •  607 

76 

X24 

304 

iy2. 
1824 


Remarque,  i.  Pour  confervcr  une  Analogie  entière  fie 

parfaite  dans  la  formule  univerfelle  de  la  racine 

i^.  Je  fuppofe  le  premier  membre =^ ,  enfuite  j'ai  aa 

Aaz=o. 

h 


ait 


5  H(t 


z^«  Je  prends  pour  le  (econd  membre 

^    dans  lequel  enfuite  fuppofant  a 

aa  1 — s  d  pour  avoir  le  troifiéme  membre 


1 44 
•=c^  ^  ce 


-^  aa 
h 

1  /74P 


Vivant. 


utj 


5oS  Analyse   gekerale, 

3^.  J'ai  pour  le  troifiémc  membre- danslc- 


$rr-— ii« 


A  —  h 


quel  ruppofanc  cnfulte  c ^ ■=  t  ^^te aA 

==/.  Pour  avoir  le  quatrième  membre  fuivant. 

4^.  J  ai  pour  le  quatrième  membre .iLZ::;i-&  con- 
tinuant ainû  de  fuite  on  trouvera  des  membres  difFérens  à 

rinfini. 

Remarque,  x.  Lorfque  dans  l'un  ou  Taûtrc  de  ces  mem- 
bres le  numérateur  donne  zéro  ,  c'eft-à-dire  ,  lorfque 
cd  \ —  h  y  on  ef  t=  b  ,  &c.  La  queftion  efl:  réfoluë , 
dans  ce  cas  la  racine  cherchée  efl  r  ,  ou  ^ ,  &c.  Alors 
il  faut  s'arrêter  au  membre  qui  Ta  donnée  fans  pouflcr 
plus  loin  l'opération  après  qu'on  a  trouve  une  racine^  ou 
cxafte  ou  approchée  à  moins  de  l'unité  près. 

Refolution  des  Equations  du  troijîéme  degré. 

Dans  la  troifiéme  formule  x' aa  x  st= ^"',  ou 

at'  -+-  aa  X  =  y  ;  je  prends  toutes  les  quotiens  par 

excès  dans  la  formule  univerfelle  pour  la  première  racine 
qui  fuit. 

Je  néglige  x'  que  je  fuppofe  égal  à  zéro ,  &  je  fais  une 
équation  des  deux  termes  aa  x  =  l*".  ce  qui  donne 
lo.  par  tranfpofition  &  divifion  en  dégageant  l'inconnue 

X  6=3  — .  C'eft  le  premier  membre  de  la  racine. 

Exemple.  Soitx' y«.M-  i6x=« i.  244.  l6cr, 

dans  laquelle  aa  ==  5.  14.  \6.  qui  a  trois  tranches  de 
deux  chifres  chacune ,  parce  qu'il  eft  de  deux  dimenfions, 

&  b"'  = 1 .  244.  1 60 ,  cet  homogène  çft  de  trois 

dimeniîons  &  a  trois  tranches  de  chifres  /  maisia  dernière 
tranche  eflincomplette,  puifqu'elle  n'a  que  le  feul  chifre  i 
au  lieu  de  trois  chifres  qu'elle  devroit  avoir ,  &  la  troifié- 
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me  tranche  du  mulciplicaceur  aac^  y.qui  furpafTe  i«  Ainfi 
aa  eft  le  terme  dominant  ou  le  divifeur .  b'"  eft  le  divi- 
dende. 

Di'vifeur  aa        ^  Dividende.  y^\  ^  Quotient. 
s==y.  24.  itf.    /     1.144.  ï^^*   /  i»?  •+- ou  24 


HM 


X     ....      I.  0483  £ 

15^84^ 

4—  ....    209  6^4 
refte 13814 

Ainfi  je  prends  pour  le  premier  membre  de  la  racitle 
24.  qui  efl:  un  quotient  par  excès  »  que  je  fuppofe  s=:  c , 
que  je  quarre  pour  fubftituer  fa  valeur ,  dans  le  fécond 

membre  de  la  racine  dont  la  formule  eft  c  -f*  iIZUL 

j'ai  ce  ==  476 ,  que  j'ôtc  de  aa  ==3  y.  14.  itf ,  ce  qui 
donne  51840  =  ^,  que  je  multiplie  par  la  même  racine 
trouvée  c  ==  14  ,  le  produit  cd  ==  i.  144.  i  éo  eft 
égal  à  rhomogéne  propofc  h'"  ^  &  ils  Te  détruifent  par 
des  fignes  contraires. 

Donc  la  première  racine  eft  14,  quieftexaAe;  mais 
£  h'"  ne  fe  trouvoit  pas  égala  cd^  dans  ce  cas,  il  fau- 
droit  continuer  l'opération  fuivant  la  formule  univerfelle 

de  la  première  racine  —  -+-  *; -4-  l.  &c. 

MM  M^-'^^Ce  M^^^^iê 

dans  laquelle  on  fuppofe  dans  le  premier  membre  — 
c==  e  iLa  w— -  ec  — —  dy  pour  avoir  le  fécond  membre 

r _  enfuite  fuppofânt  Ce  fécond  membre  =  e  6c 

•  •     •  •  • 

ttttf 


* 

s 


jio  Analyse    generali/ 

4*  — -  ce  ==/,  pour  former  le  croifîéme  membre 


Ce  qui  donne  i^  x 


a^  ^ 


h    — -*4  r» 


zo.  ;^  ^  -4 .  OU  r  H ,  car  i"ai  fuppole 

l/r r:  a  C  ^  8C  C  ==  "^  ,  Or  CXCC==iC^. 

3°.  X  ==:  e  -4-  ^'^' efy  &  ainfi  de  fuite  à  Tinfini  ^ 

ou  fimplement  i  .  a:  ==  —  ,  z^  x  =  -^ ,  5^,  a:  =  -y 

nég/â  générale.  Je  prends  toujours  en  nombres  entiers 

^w    ^/// ^^ 

les  valeurs  de  tous  les  quotients  — ,  — ,  ou 

cl 

"ZZ^T^  >  ^^*  P^*"^^  q^®  je  fuppofe  que  a  &c  h  font  des 

nombres  entiers  ,  &  que  je  cherche  la  racine  ou  la  va- 
leur de  X  en  nombres  entiers. 

Mais  dès  que  le  produit  c  d^on  efy  &c.  fe  trouve  égal 
à  rhomogéne  propofé ,  Topcration  eft  finie,  &  j*ai  la  va- 
leur de  X  en  nombres  entiers ,  qui  eft  une  racine  ratio- 
nelle. 

Au  contraire  fi  après  avoir  trouve  que  le  produit  r^, 
eft  moindre  dans  une  opération  que  Thomogéne  propo- 
fé h*^ ,  ce  produit  fe  trouve  plus  grand  que  cet  homogène 
dans  l'opération  fuivante  y  la  racine  efl:  alors  irrationelle^ 
&  fa  valeur  efi;  trouvée  en  nombres  entiers  à  moins  d'une 
unité  près  dans  ces  deux  équations  y  dont  Tune  donne  la 
racine  par  défaut  à  l'unité  près ,  &  la  fuivante  donne  U 
racine  par  excès. 
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Mais  il  faut  que  77  é}  foit  ou  plus  grand  ou  égal  à  \ 

hh  y  car  s'il  étoic  plus  petit  dans  ce  cas ,  Téouation  feroic 

impoffible ,  car  dans  le  cas  d'égalité  ou  75?  4*  =î=  ^  ^^ ,  on 

jjurax=l/j^   =ï/17;c'eft.à.dire,quUfuffit 

de  tirer  la  racine  cube  du  tiers  du  multiplicateur  ii\  ou 
la  racine  quarrée  de  la  moitié  de  l'homogène  y*\  mais 
dans  le  cas  d'inégalité  ,  la  racine  fera  d'autant  plus  aifée 
à  trouver  que  4'  furpalTera  davantage  bb. 

Remarque  générale.  Lorfque  le  coefficient  a"  Se  l'homo- 
gène b'^^ ,  font  tels  que  le  même  nombre  qui  mefure  é/^ 
par  fon  quatre ,  mefure  b^'  par  fon  cube ,  on  pourra  tou- 
jours réduire  l'équation  à  moindres  termes  ,  alors  c'eil 
une  équation  dérivée  qu'il  faut  réduire  à  fon  équation 
primitive  ^  8c  c'eft  une  faute  aufli  importante  de  négli- 
ger cette  opération  dans  une  équation  ,  que  de  vouloir 
opérer  fur  les  fradions  fans  les  réduire  auparavant  k 
leurs  moindres  termes  ;  l'équation  précédente  fervira 

d'un  troisième  exemple  x^-—  y24i6xs= 12;44 160^ 

c'elt  un  exemple  tiré  exprès  d'Hariot ,  page  14^  ^  147^ 
&  148  de  fon  exégétique  numérique  pour  comparer  cette 
Méthode  (  qui  eft  très-courte  comme  il  paroit  ci-dcfTusJp 
avec  la  fienne  &  celle  de  Viette  qui  demandent  trois 
pages  in  folio  de  calcul. 

Cependant  Harioc  a  très  mal  choifi  cet  exemple ,  car 

réquationAr' jt^i6x  = IM4  ï^o>  quia  pour 

racines  -f-  24,  -+-  ii6y 140,  eft  une  équation  dé- 
rivée ,  puifque  le  multiplicateur  4"  ==  5141g  eft  me*, 
furé  par  576  ,  qui  eft  le  quarré  de  24, qu'il  contient  pi 

fois,  &  l'homogène 11441^0  eft  mefure  par  13814^ 

qui  eft  le  cube  du  même  nombre  14,  qu'il  contient  90  fois^ 

Ainfi  l'équation  fimple  &  primitive  dont  celle  d'Hariot 

eft  dérivée  eft  j'' 91  j'= 50  ,  dans  laquelle  aa 

9 1  ,  &  b'^' 90  ,  dont  les  trois  racines  font  -+-'i^ 

j  8c  -—  10  ,  car  le  multiplicateur  a  a  t=  ^1  eft 


x\^         Rc  y" 


-'»    f AwUcni^Vc  1" 


Ao»tt^ 


90 


Vc  àis 
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<  X— i4=o/  x'^ox*—  y24i^jc  -+- 1144  i6ossso. 


X         m      •      9     •      X      — — ■  2,4^ 


14X'  — yi4i^x 


fi84oxHk  ijt44i^o. 

51840 fx84ox-f-  ii44i6o. 

=  0  00 


<  X- — iitf==o<  X* -H  14X 51840 


X* Xltf  X     • 

0  Ht- 140  x-^ — 51840. 
140    .    .    »    .        ^^x/^ox 51840. 


o. 


m» 


Méthode  four  trouver  I4  féconde  racine. 

La  première  étant  trouvée ,  dans  la  féconde  &  la  troU 
(îéme  formule  du  troiûéme  degré,  je  me  fers  de  la  formule 


K-f—  ifc ir==^. 


Aiiifi  dans  l'Exemple  précédent  tiré  d'Hariot  où  il  y  a 
deux  racines  pofitives  &  la  troifîéme  qui  eft  négative  , 
égale  à  la  fomme  des  deux  pofitives. 

J'ai  trouvé  cî-deffus  la  première  racine  poficive  -H  14 
*==  c ,  pour  trouver  la  féconde  =  d ,  fuivant  la  formule 
ci-deflus  ,  j*ai  ^  c  c=  1 1  j  enfuite  je  quarre  ç  c'eft  ce 
i  144,  que  je  multiplie  par  3  c*cft  431,  que  j'ôte  du 
Jnaljfc.  k  k 
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coefficient  ou  multiplicateur  44  ==  5141^  ,  le  refte  cft 

j  1989  =s=  a \  ce  5  enfuite  j'en  tire  la  racine  quarrcc 

c*cft  ii8=V^"7Zrpr,de  laquelle  j'ôtc  ii==7  Cy  le 

refte  eft  xi6==  V  4 — :|  ce  —  \c.  Donc  1 1  tf  cft  la  fé- 
conde racine  pofitive  cherchée  =  d. 

Autre  Exemple  dans  Utroifiéme  Formule  du  3°^^  degré. 

On  demande  le  côté  de  Tofto-dccagone ,  ou  ce  qui 
cft  la  même  chofe  la  (ccante  de  80  degrcz  ou  des  |  de 
la  circonférence  du  cercle.  Si  je  fuppofe  le  raïon  =  i  ^ 
le  finus  de  10  degrez  ou  de  la  trente- fixiéme  partie  du 
cercle  eft  la  moitié  du  côté  dcTodo-décagonc  lequel  côté 

cft  la  petite  racine  de  1  équation  x' ^x  == 1  , 

mais  la  (ecante  de  80  degrez  eft  le  double  d'une  valeur  de 

y  dans  l'équation^' 3^*  c=: i  ;  il  en  eft  de  même 

de  toutes  les  fécantes  dont  les  arcs  ne  peuvent  être  donnez 
que  par  la  trifeûion  de  l'angle. 

Dans  réquation  x^ 3 a:  == i  ,  j*ai  a!'  ==  5  , 

hLy"^==>  I.  Par  confêquent  fubftituant  dans  la  formule 

ces  nombres  en  la  place  des  lettres  au  lieu  de  a ,  ^^  ■■ 

Enfuite  pour  avoir  le  terme  fuivant  je  quatre  c ,  c'cft  ce 

<iT^^     ^ — ^ — 3     T% — rr"" — ( — n- ) 


Donc  ccd=.  ifjlf  que  j'ôte  de  b'"  =  i  ;  il  rcftc  ^Vr  » 

que  je  divifc  par  ^tc ^ac=  ^^^  =^,  c'cft-à-dirc 

fHlf  ,  le  quotient  eft  7^{^,  que  j'ôte  de  ^^ ,  il  rcftc 

rrïlH  =  i.  875>38r~'**'  '  ^c  dont  le  double 

MM  m 

J.  758770^,  eft  effeaivement  lafécantedc  80  degrez 
confordsçmenC  aux  Tables. 


Livre    premier,  51; 

Démonfiration  de  U  réfolution  des  Equations. 

Dans  la  troifiérac  formule  x^ af'x  =  i"\ 

1^.  Jecube^,  &  jequarre^,  cequidonne  4    ^  hh. 

z^.  Je  divife  4'  par  tù ,  c'eft  ^ .  Si  le  quotient  cft  6  :j , 

la  racine  fera  '— , 

Or  le  quotient  ne  peut  jamais  être  moindre  que  6  ^i 
car  fî  je  fuppofe  dans  l'équation  propofée  /'  ==  5  ^r  ^  &  i'^^ 

=  zc^ ,  la  fubftitution  donnera  x* jccx  =— -  tc^^ 

Or  le  cube  de  yc  c&  zy  c^  ^  &c  le  quarrc  de  zc^  eft  4  c^ 

&£  divifant  l'un  par  l'autre  12S^  ,  le  quotient  e=a  6  ?• 

Maintenant  lorfque  x'  ==  3  ccx zc^ ,  il  eft  évident 

= c ,  car  en  fubfliciiant  1:  à  la  place 


que  X  ==:  il 


r'. 


de  X ,  on  aura  c^  ==3^' ic^ 

3^.  Pareillement  on  démontrera  que  fi  le  quotient  de 

f!l  ==s  7  7 .  la  racine  ou  plutôt  Tune  des  racines  fera  it , 

par  exemple  dans  Téquacion  x*  ==  /^ccx 3  r',  on 

aura  4=^ ce ,  &ct  ==  3^ ' ,  par conféquent  4'  =;=  64^^ 


&  ^^  c=  p  c^.  Donc  îi 


9C< 


i.& 


117 


r. 


Il  eft  évident  que  x  =  r ,  car  en  fubftituant  r  à  la  place 
de  X  dans  Téouation  x'  ==  /^ccx 5  i:' ,  on  aura  t* 

40.  Si  le  quotient  eft  y  ^  ou  ^  i  une  des  racines  fera  li 
Si  le  quotient  eft  tf  ~  0U7  j  une  des  racines  fera — 


Si  le  quotient  eft  7  H  >  1^  racine  fera  ^ 
Si  le  quotient  eft  8  jy  »  la  racine  fera  j^ 


kk  ij 
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Si  le  quotient  eft  9  ff ,  une  des  racines  fera  1—. 
Si  le  quotient  eft  10  ii,  une  des  racines  fera,  -- 
Si  le  quotient  eft  11  7^ ,  une  des  racines  fera  1- ,  &c. 
&  univerfellement  fi  le  quotient  1_= r  -+-  ^'      .»  ou 

— Uni —  la  racine  fera  IH-*  ^  ^ 

ce  —  é  f  -4-  8 ,  — 


X^ 


Mais  fi  le  quotient  ne  fc  trouve  pas  l'un  des  termes  àt 
la  fuite  de  cette  progrcfiion  ;  il  doit  ncceflairemenc  Ce 
trouver  entre  deux  termes  confccutifs  de  cette  progrcd 
(ion  &  la  racine  de  même  fera  contenue  entre  deux  termes 
prochains  de$  formules  des  racines  de  cette  progreflion^. 
Par  exemple ,  lorfque  ce  quotient  eft  entre  i6.  &:  17.  la 
racine  eft  entre  il  &  ii  ^  comme  dans  x'  =  3^:  - —  i ,  en 

fuppofant a=i^icbz=zi,U fubftituant j'ai îiJ?  =  yi ,  & 
14^  — j^ 

Or  if li  =  -jij^  ^ — .^.  Voilà  une  racine  tr&. 

approchée^parce  que  lorfque  x  —  ili,  le  quotient  — 

=  itf  j^  j  &  lorfque  X  ==  —  alors  le  quotient  îl 


x' 


5=5 17  -^  fiiivant  la  formule  pour  le  quotient  c  H 

^  — j 

&  fuivant  la  formule  pour  la  racine  i^ZlJ^ 

Or  ces  deux  formules  commencent  par  y  Z ,  tf  ^,  7I* 

&  continuent  à  l'infini  dans  la  même  progreffion,  ^ 

Ccfl>à-dire,  le  premier  membre  de  la  racine  cherché»  ^ 
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cft   ■        — ,  &  parce  que  ^  =  ^r  P^*^  hypothéfc  ,  U,  que 

d'ailleurs  la  fraction         ^^  eft  un  infinimenc  petit   par 

^ — j 
rapport  aux  grandeurs  confiantes  a^  b^c^OiXon  fubftituë' 

2^  à  la  place  de  c  dans  la  fradion^      ^^  ,. ,  on  aura 

,  OU  -  — f—  — OU  enfin  -+-  -î u  ^ 

Mais  préfentement  fi  Ton  fuppofe  t  =  f ,  (  alors  c*eft 
une  nouvelle  valeur  de  c  diflFcrente  de  la  formu  ^^  — ^^  v 

r  — ,   X4/ 

&  fi  on  fijbftituc  cette  valeur  dans  la  fraâion  ;^ 


X4» 


on  aura  pour  le  premier  niembre  de  la  racine  cherchée 


cette  valeur  c  -4-  — f —  qui  eft  précifcment  la  valeur 

trouvée  ci-deflus ,  donc  nous  avons  fait  la  régie ,  c  e  qu'il 
falloir  démontrer. 

Ênfuite  pour  trouver  les  autres  membres  de  la  racine 

<  •*- ^  ,  &c,  je  fijpppofe  c  -f-  — •'—  ==  eoMâx  —  jc* 

===  ^ ,  or  puifque  e  <  x ,  il  sVnfuic  de-là  néceflairemenc 
que  rhomogéne  de  comparaifon  donné^  pris  pour  le  pre- 
mier pour  A  X 4*  ,  fera  plus  petit  que  b^ 

Soit  donc  a ce  ■=/,  il  fuit  de  làxjue/'eft  plus 

petit  que  b^icb ef^  eft  la  difFcrcnce  des  deux  homo- 
gènes de  comparaifon  pour  les  deux  équations  fembla- 
bles  qui  fuivent. 

4x x'  =t=s^.  &  fuppofaht  ^s=ss  4^— ^^ 

4r— —  ^'==^y*,  &  fuppofant  ^/==t4— ^^xr,  &c. 

£nfin  pour  avoir  un  troificme  homogène  ^  puifque  x  eft 

k  k  iij 
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un  nombre  entier ,  &  que  e  eft  plus  petit ,  la  moindre 
valeur  que  je  puifTe  fuppofer  pour  x  eft  r  -+-  i  ,  je  fub- 
ftituc  cette  valeur  dans  1  équation  a  x x^  =^^  ou 

x^  =  — ,  la  fubftitution  donne  a  e  -t-  i  a e  e 


^ee 5^ 


d. 


Alors  fi  ^/==  b  qui  eft  Thomogéne  propofe ,  la  racine 
eft  trouvée,  c'eftx==  e  -+-  i  :  mais  fi Thomogcnc ^ eft 
encore  moindre  que  Thomogcne  propoft  ^  ^  il  eft  cvi- 
demment  plus  grand  que  ef^  car  rhomogéne  de  compa* 
raifon  augmente  à  mefure  que  la  racine  qui  le  forme 
augmente  aufll  5  or  l'homogcne  d  eft  formé  du  produit 
de  e  feul ,  c'eft  pourquoi  je  fais  une  régie  de  trois ,  ainfi 

je  dis  la  différence  des  homogènes  a  e e^  =  ef^  Se 

ae e^ 3  ee 5^ i  -+-  ia=  d^  cette dif* 

férence  eft  a 3  ee 3  e 1. 

Mais  entre  les  deux  homogènes  a  x x^  ==  ^  ,  & 

4e 1^  =  efy  la  différence  eft  ^  —  ef. 

Préfentcment  la  racine  qui  a  donné  Thomogéne  ef^ 
eft  f  ,  la  racine  qui  a  donné  Thomogéne  ^  eft  ^  •+-  i  , 
la  différence  de  ces  deux  racines  eft  i ,  ce  qui  donné  cette 
règle  de  trois. 

Si  a 3  ee 3  e i  différence  dans  Thomogéne 

vient  de  i  différence  dans  les  racines» 

De  combien  viendra  h efî 

Le  quotient r ^-^ donnera  le  troifiéroe  mem- 

bre  de  la  racine  cherchée ,  mais  parce  que  5  e  — -  i  eft 
un  infiniment  petit  par  rapport  aux  grandeurs  conftan- 
tes  ^ ,  ^ ,  ef^  je  me  contente  de  prendre  univerfellement 

^ — ,  ce  qu*il  falloir  trouver  &  démontrer. 

Enfin  il  refte  à  démontrer  que  ce  troifiémc  membre 
de  la  racine  y  &  les  autres  fuivans  qu'on  peut  trouver  de 
la  même  manière  à  l'infini ,  forment  une  fomme  plus  pe* 
tite  que  la  racine  lorfqu'ellc  eft  irrationelle  ^  &  qui  en 
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approche  de  plus  en  plus  àraiini^  &  c'eft  tout  ce -qu'on 
peut  défîren  <    .     . 

Soient  crois  équations  géométriquement  fembUbles  , 

io.jc'==54x ^>&foit^==x-4-f« 

x^.y^  ^==.aj — r,&  foit;!:,s=j'  -t-/==x-+-r  -1-/^ 

Je  dis  que  fi  Ton  fait  comme  r h  \d ç  :  :^—  x*/ 

à  une  quatrième  grandeur JZIl —   >  ^   compofée 

y  -4-  ~h ^^'^  P^*^^  petite  que  &  ,  ou  que  fon 


égale  X  •+•  e  -f-  /,  car  en  fubftitUanc  cette  valeur  dans 
4  X X*  ==  b ,  &  dans  ay ^'  ==:  r ,  on  aura         « 

4X-I-  A€ x'  —  Jtf  XX 3  ^^X t'^c=f. 

doncr b=de jrxx— —  3  frx——  ^',&c. 

&  enfin  on  aura 

ii#— -  }  #x«  —  )  te  X  — #*. 

différence  qui  eft  plus  petite  que/,  puifqu'il  ne  refle  que 
tous  termes  négatifs. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  cette  difFé*» 
rence  deviendra  plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée, 
&  que  par  conféquenc  on  peut  approcher  à  l'infini  de  la 
valeur  de  la  racine  lorfqu'elle  eft  irrationetle ,  &  on  la 
trouvera  exaâement  dans  le  cas  où  elle  eft  rationelle  ^ 
ce  qu'il  falloir  démontrer. 

•  « 

Rimarque  f^ndamentaU^ 

La  règle  de  trois  que  nous  venons  d'employer  pour 
comparer  la  différence  des  homogènes  &  celles  des  ra«* 
cines  qui  les  ont  produits  dans  les  équations  géomé«- 
Criquemenc  femblables ,  eft  un  principe  général  ^  très  fé^i* 
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cond  pbQf  réfoudre  les  équations  de  tous  les  degrez  \ 
rinfini  dans  tous  les  cas  poflibles  ^  réductibles  ou  irré^ 
duâibles.  '-  i'^-  ' 

V 

SECTION     s  I  X  I  E'  M  E. 

J^iféthode  pour  réfoudre  les  Equations  de  tous  les 
degrez,  à  t infini  ,  par  les  progrejjîons 

Arithmétiques. 

JE  fuppofe  ici  tout  ce  que  Mr.  de  Lagny  a  démontré 
couchant  les  progreflions  Arithmétiques  dans  les  Mé- 
nioires  de  l'Académie  imprimez  dans  les  années  1705  , 
1706  &  1711,011  il  démontre  que  les  (crics  des  homogènes 
des  équations  de  tous  les  degrez  à  Tinfini ,  font  des  pro- 
gredions  Arithmétiques  du  même  degré  qui  ont  une 
dernière  diâférence  conftante  qui  a  le  même  exposant 
que  le  degré  de  Téquation  propoféc  :  je  fuppofe  cette 
vérité  comme  un  axiqnje,  &  je. me  renferme  feulement 
dans  le  détail  des  opérations  néçe0aires  pour  réfoudre 
les  équations  qu'il  avoit  promis. 
^  Cette  Méthode  eft  générale  pour  tous  les  degrez^  elle 
donne  toujours  les  racines  exaâes  lorfqu'elles  font  ra« 
tionelles  ,  du  approchées  à  moins  de  l'unité  près  lor/1 
qu'elles  font  irrationelles.  Il n'eft  point  néceflairede  faire 
évanouir  aucun  terme,  s'il  en  manque  quelques-uns , il 
faut  les  remplir  des  puifTances  de  l'inconnue  qui  man* 
quent,  &  leur  donner  le  zéro  pour  coefficient. 

Je  fuppofe  l'équation  propofée  feulement  fans  fraâions 
&  fans  incommenfurables ,  &  que  l'inconnue  du  premier 
terme  n'a  point  d'autre  coefficient  que  l'unité  ,  mais  cette 
<ierniére  condition  n'eft  que  d'élégance  &  non  pas  de 
néceffité, 

Dans 
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Dans  le  (ccond  degré  ^  foie  l'équation  propofôe  x^ 

%ox  ==3189. 
x^.  Je  fubfticuë  dans  cette  équation  trois  valeurs  de 


X 


Xy  commençant  toujours  par  Tunité  x  s 
x==3  5  en  la  place  de  x  ,  &  leurs  quarrez  en  la placede 
<x^  comme  l'équation  efl:  du  fécond  degré,  je  tais  trois 
fubftitutions  ,  car  il  en  faut  toujours  une  de  plus  que 
rexpofant  du  degré  de  Téquation  ne  contient'd'unitez. 

Ces  fubftirutions  me  donnent  trois  équations  arith-» 
métiquement  femblables. 


20  X 


189. 


X 
X 


I  •••  I 

2é  •  •  •   A 


iO 


40   = 


IX 


4t* 


60  4?=^'tf>. 


Ce  qui  me  donne  trois  homogènes  primitifs  »  dont 
je  cherche  les  différences  par  ibuftraâion  comme  il  fuit* 


21. 


x^.        3?,  homogène. 
44.      •+-  69. 


zi. 


44. 


mm^mm 


i'^.  difFérence. 


^3 


13. 


z. 


1^.  différence  conftance.' 

Je  prends  la  première  des  premières  6c  des  fécondes 
Amlyfe,  U 
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diiFérences  avec  le  premier  des  homogènes  que  je  range 
dans  un  ordre  contraire. 

ï".  différence        la  i"=.  des  ^    le  i". 

confiante.  i"'.  différences.    *   des  homogènes. 

-t-  2.  H-  ij.  -t-  II. 

Ce  font  crois  nombres  générateurs  qui  ferviront  à  for- 
mer par  addition  le  Trapéfc  logarithmique  qui  fuit  ^ 
chaque  nombre  générateur  trouvé  cft  à  laiêccde  fa  co- 
fonric  de  memc'nom  ,  &  la  dernière  colonne  quîeii  celle 
des  racines  cft  la  fuite  des  nombres  naturels,  i.  z.  5.  Sec, 


Li-yjK  8 


j:E  K.. 


i^i 


Trapé/è  logarithmique. 


i<ic.  colonne. 

5«.  colonne 
des  ixomogéncs. 

4^  col. 
■desRoc. 

•H    21 

*  •                               * 

•4-  1} 

I 

* 
•    • 

I'^col. 

-HZ3 

• 

•+-         1 

-f-x 

H-  44 
•4-  ly 

z 

H-     1 

•+*  z 

•+-  69 
H-  27 

5 

-4-  X7 
•4-     * 

-t-^2, 

•4-  19 

4 

r 

•4-  t9 

•+*z 

5 

• 

H-  Jl 

• 

-HZ 

6 

H-  33 

•4-2 

7 
bon 

-h  3y 

•4^2x4 

8 

Comme  rhomogéne  propofé  189  fe  trouve  dans  la 
troinéme  colonne  qui  eft  cçlle  des  homogènes  dans  la 
7^.  cellule  ,  le  nombre  7  qui  eft  vis-à-vis  eft  la  racine 
déHrée,  on  trouvera  la  féconde  racine  en  divifant  le- 

quation  par  x 7  ==  o  ,  qui  eft  la  racine  trouvée  po* 

fîcive^  puifque  1  homogène  a  ici  le  Cgne 


llij 
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Divijion. 

Dividende.  J  ^otient. 

xo  X  —  18$  =  o         ^  Af    ^- 17  ses  o« 


VivifeuT.  5  Dw/^ 

if  — 7  =  0  /x*  -H 


0-4-  2,7 X i8p 

17      -4-  Z7X' — 18^ 


Donc  la  féconde  racine  eft  vj  qui  cft  négative. 

Si  on  avoir  continue  le  trapéfe  logatichmique  jufqu'à 
la  vingc-feptiéme  cellule,  on  auroit  trouvé  une  féconde 

fois  rhomogéne  189  avec  le  figne dans  lacroifiénie 

colonne  qui  eft  celle  des  homogènes  ,  &:  vis-à^vis  %j 
dans  la  quatrième  colonne  des  racines. 


Autre  Exemple.  Soit x*  -1-  iox==  ^6. 

Subftitutions.xs==i  donne -*—i  -H  zo==-H  J^. 

x==i  donne 4-4-  40== -f-  jtf 

X  ===  3  donne 9  •+-  ^o  ==  H-  y . 


Ce  qui  donne  le»  trois  homogènes  primitifs  -h  19, 
-  36  ,  -f-  yi,  dont  je  cl^erche  les  difFèrcnces  par  la 
fouftraûion ,  en  ôtant  le  prttnier  du  fécond  ,  enuiitele 
fécond  du  troifiémc  pour  avoir  les  premières  différences, 
ôtant  enfuite  la  première  des  premières  difFérénces  de 
la  féconde ,  pour  avoir  la  féconde  différence  confiante 
comme  il  fuit. 


L  I  T  K  E     P  KEMIEIL. 

Homogènes  primitifs.  Hh-19  H-36-Hfi 


iH 


19 -f-  $6. 


Premières  difierences  <-i-  17  -f-  ly. 

ï7' 


Secondes  différences  confiances.  •*— -    z. 

Ce  qui  donne  pour  nombres  générateurs  duTrapéfe  lo- 
garithmique les  crois  nombres  fuivans» 

z^^.  différence         la  i*^^.  des  le  1^'.  des  homo- 

conflante.      premières  différences,    gènes  primitifs. 

t  -i-   17  -ir   19 

C'efl  par  Taddicion  réitérée  de  ces  trois  nombres  que 
je  forme  le  trapéfe  logarithmique  fuivant  Je  le  nomme 
trapéfe  ï  caufe  de  fa  figure  ,  &  logarithmique  ,  parce 
que  je  fais  par  Ton  moïen  par  fimple  addition  ou  foudrac- 
cion  les  opérations  qui  demanderoienc  naturellement  la 
multiplication  ou  la  divifion  ^  c'eflce  qu'il  a  de  commun 
avec  les  Logarithmes  avec  lefquels  on  opère  ainfî. 

Or  )e  trouve  deux  fois  Thomogéne  propofé  96  ^  dans 
la  troifiéme  colonne  du  trapéfe  qui  efî  celle  des  homo- 
gènes ,  la  première  fois  il  a  le  fîgne  -4-  ,ce  qui  marque 
que  fa  racine  8  à  côté  eft  pofitive,  la  féconde  fois  je 

trouve  - —  96y&cï  côté  14 ,  ce  fîgne marque  que  la 

racine  14  qui  efl  à  coté  efl  fa  féconde  racine  ^  &  qu'elle 
cft  négative» 


H  iij 


l%4 
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Trapé/e  Logarithmique. 


1 


i".  colonhe. 


t^'.  colonne. 


y 


^"^ 


1    


-t- 

17 

— 

£ 

— 

ly 

— 

r 

-4- 

13 

— 

z 

-t- 

II 

— 

z 

Hh 

5 

— 

z 

H^ 

7 

— 

1 

H- 

5 

— 

;. 

-4- 

5 

— 

z 

H- 

I 

— 

2. 

'  — 

I 

— 

Z 

3 

z 


3C.  colonne.  1 4e.  colon,  i 


homogènes. 


^9 
17 


If 


51 

13 


^4 
II 


7f 
9 


84 

7 


91 


■f^":»*""^'» 


98 


99 
I 


100 
I 


99 
3 


'■^'   ■■ 


H-  96 


Racines. 


3 


8 

bon 


10. 


II 


12. 
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Continuation. 


fi'®.  colonne. 

X^c.C 

roionnc. 

• 

—    s 

—  z 

7 

—  z 

9 

■•■*  z 

z 

II 

—  z 

z 

—  ly 

—  z 

—  '7 

—  z 

—  -15^ 

—  II 

—  z 

—  ^5 

—  z 

—  zy 
^     z 

—  Z7 


5^  colonne.  [4^  colon, 
homogènes.  |   Racines. 


9^ 

y 


7 


84 


7y 
II 


<î4 


3<î 

17 


19 
—    19 


G 
Zt 
ZI 

-IL 
44 

65> 

J7_ 
P6 


14 


ly 


16 


17 


iS 


19 


zo 


ZI 


zz 


i^l^ll^ 


*3 


Z4boa     ; 


32.S  Analyse    gekerale. 

Remarque  première.  Par  ce  luêmc  trapcfe  je  peux  rc- 
foudre  toutes  les  équations  arithmctiquement  femblablcs, 
car  fi  au  lieu  de  l'homogcne  propofc  96  ,  f  avois  quel- 
qu'autre  homogène  avec  les  autres,  termes  femblables  , 
x*-4-   lOAT  dans  Téquacion.  Par  exemple,  - —  x* 

Cet  homogène  fc  trouve  deux  fois  dans  le  trapéfe  it 
toujours  avec  le  figne  -+-  ,  ce  qui  marque  que  fes  deu:C 
racines  font  pofitives,  la  première  fois  il  y  a  4  à  côté^ 
c'efl:  la  première  racine,  la  féconde  fois  il  y  a  i^  à  côté» 
c'eftla  féconde  racine. 

Remarque  féconde.  La  férié  des  homogènes  contenue 
dcns  la  troifiémc  colonne  croît  d'abord  jufquà  100, qui 
eft  le  quarrè  de  10 ,  moitié  du  coefficient  10,  dans  le  fé- 
cond terme  10  x ,  après  c^  terme  qui  eft  le  dixième  la  fé- 
rié continue  ,  mais  les  homogènes  qui  font  encore  pofi^ 
tifs  comme  auparavant ,  décroiffent  d'un  terme  à  Tautrc, 
&  tombent  enfin  à  zéro  après  lequel ,  les  homogènes 
fuivans  font  tous  négatifs^  &:  croiffentà  l'infini  fans  do« 
venir  jamais  pofitifs  comme  auparavant ,  cela  vient  da 

nombre  générateur  négatif idela  première  colonne^ 

qui  après  le  dixième  terme  rend  enfuite  la  féconde  co- 
lonne entièrement  négative,  ce  qui  diminue  les  homo« 
gènes  peu  à  peu  dans  la  troifîéme  colonne,  &:  les  con- 
duit au  zéro ,  après  lequel  cette  troifiéme  colonne  ne 
contient  plus  que  des  homogènes  négatifs. 

La  même  chofe  arriveroit  dans  unfens  contraire,  fî 
l'on  avoir  les  mêmes  nombres  générateurs  avec  des  fignes 

contraires ,  -+-  2  , 17  , 19  pour  former  letra- 

pèfe,  car  dans  ce  cas  la  (erie  des  homogènes  conticndroic 
d'abord  des  homogènes  négatifs  qui  croîtroient  jufqu'à 
100,  après  lequel  ils  décroîtroient  jufqu'au  zéro  ,  après 
lequel  ils  feroient  enfuite  pofitifs  &  croîtroient  à  Tinfini. 

Remarque  troifiéme.  Si  l'homogène  d'une  équation 
propofée  ne  fe  trouvoit  pas  dans  la  (crie  des  homo« 

gcncs 
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g^éncs  de  la  troifîcmc  colonne, il  y  a  deux  cas. 

Le  premier  cas  eft  ,  lorfque  Thomogéne  propofe  fe 
trouve  dans  la  fuite  des  nombres  entre  deux  homogènes 
coniccutifs  compris  dans  la  troifiéme  colonne.  Par  excm- 
pl<?.  Si  Ton  propofe  1  équation  •— x*  -f-  lo.v  =  $6  , 
dofxt  rhomogéne  86  eft  compris  dans  la  fuite  dcsnom- 
bc^^s  entre  les  deux  homogènes  84  &  91 ,  qui  fe  fuivenc 
lédiatement  dans  la  troifiéme  colonne. 
Uns  ce  cas  Téquation  eft  irrationelle ,  je  prends  les 
rci.c:£nes  de  84 ,  elles  font  approchées  par  défaut  mais 
trop  petites,  ou  je  prends  les  racines  de  91  ,  elles  font 
trop  grandes , mais  approchées  par  excès  à  moins  dune 
:é  près  ,  car  les  racines  de  84  &  de  91 ,  ne  différent 
c-cUes  que  de  Tunité. 

Second  cas ,  fi  j'ai  l'équation  propofce x*  -f-  xo  x 

T  îif  j  comme  l'homogène  pofîiif  iij  furpafte  100 

<L^^i  eft  le  plus  grand  des  homogènes  pofitifs,  dans  ce  cas 

tes    racines  font  imaginaires  &  l'équation  eft  impoffîble; 

0T%  peut  la  rendre  poflible  en  diminuant  de  13  cethomor 

Ç^ric,  ce  fera  100  ,  or  le  diminuant  de  plus  ce  fera  un 

^v*trc  homogène  compris  dans  la  troifiéme  colonne,  ou 

^^>nrxpris  dans  Tinter vale  de  deux  homogènes  de  cette 

^*'c>ifîcme  colonne.  De  même  Thomogéne  pofitif  18  eft 

^^c>p  petit ,  puifqu'il  eft  moindre  que  19  le  plus  petit  des 

homogènes  poficifs  ,  par  con(equent  l'équation  -r —  x* 

•*< —  zo  X  ==x=  1 8  eft  impoffible  ,  il  faut  augmenter  cet 

*^<^rnogcne  pour  la  rendre  poflible. 

Hemaraue  quatrième.  Lorfque  dans  la  fubftitution  les 
▼'a.leurs  de  x  prifes  par  hypothèfe  ne  donnent  dansl'é- 
ï^ation  que  des  homogènes  négatifs  ,  alors  toutes  les 
i^ines  de  l'équation  propofée  font  imaginaifcs  ,  &  de 


:quation  propofée  font  imagmaifcs 
'^ôtiie  fi  dans  la  troifiéme  colonne  du  trapéfc  on  trouve 
*  ï^omogcne  propofe  toujours  négatif  &  jamais  pofitif, 
^  ^ft  une  marque  que  fcs  racines  font  imaginaires ,  par- 
cc  cjue  par  hypothèfe  &  par  conftrudion  l'homogène 
Analyfc.  m  m 
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cft  pofîcif ,  ce  qui  eft  cffcncicl  à  cette  Méthode. 

Autre  exemple  du  quatrième  degré. 


Soit  propofce  Péquation x^  -H  ^6  x^ 77^*^* 

j6gx==:iyoiy.  Les  cinq hypothéfes  préparées  pour 


les  valeurs  de  x  &  de  Ces  puiflances  avec  leurs  coefficiens 
ou  multiplicateurs  font. 


a:=I= 

=    ^666 X 

IXXtz 

=     776 

JP=Z= 

=11532.. 

4      = 

=   3i<^4 

^—3= 

=  1699^8. . 

9      = 

=    6984 

X 4=a 

e:  1x664,  •• 

16   = 

=  1141^ 

^— y- 

=  i8}3o.. 

2y    = 

=  19400 

X 


46 


8= 

=  }6Î 

17= 

=1141 

64= 

=1944 

Iiy=y750 


**= 

s         I 

z  = 

=  Itf 

3  = 

=  81 

4  = 

1^6 

S 


6zs 


Préfentement  je  fais  deux  fommes  de  chaque  fubdi- 
tution ,  l'une  des  termes  pofîtifs ,  Tautre  des  négatifs  ,  & 
le  réfultat  donne  un  homogène  primitif,  de  cette  forte 
je  trouve  cinq  homogènes  primitifs. 


I  rc.  hypothéfc  x 

—  I  donne 

—           JC*     =  — 

I 

&H 

h      4^-^*  =  +4^ 

—  77tfx*    =  — 

77^ 

H 

p.  ^666 X       4-   ^666 

fomme  — 

•    777 

fomBie-4-  6yii 

^  or  -4- 

^712 
■    777 

- 

donne  4-  49  j  5  premier  homogène^ 
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r.a  1**.  hypothcfe x=i  donnne 

X*  =             — 16          6c  ^ 

776  x"^     =  —  3104               H 

fomme  - 

*  «*  ' 

1 

{bmme  — •    j  1 10 

or  -<h  ïïyoo 

^-    3110 

^- 1170© 

donne  -+.  8  5  80  fécond  homogène. 
j*.  hypochéfe  x  =  3  donne 

7ffx*     =  — (>5)84  H-5(^^(>Ar 


+    124* 
1^998 


fomme  — 

-78^5 

or^-« 

18240 

— 

7075 

fomme  ^-1 18240 


donne  -t-  1 1 1 7  5  troifiérae  homogène, 
-4*.  hypochéfe  ^ = 4  donne 

77^^*  B= —      (^984  '^$666x 


^944 


(bmme  — 

-  12416 

or  H 

h25(îo8 

- 12(371 

fomme-*-  15^08 


donne  1 29  3(7  quacriémehcmogéne. 
La  5  •.  hypothcfe  Af  =  5  donne 

—  ^^      ==         —        (>2  5  &•+-      4^Af' 

T'jGx'^    =  —  19400  ^-5^^^x' 


fomme 
or 


20025 
34080 
20055 


(bmme 


donne      14055  cinquième  homogène. 


mmij 
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Enfuite  j'écris  de  fuite  ces  cinq  homogènes  &  j'en  tire 
les  différences  par  fouftradion  pour  avoir  les  premières 
de  chaque  différence. 


-*-  4935       -+- 

8580-4 
49?  î  -♦ 

-  III75-+ 

-  8y8o-t 

■r  iri7f -+- 

r 

iws.  difFcr.    -+- 

3645  -+ 

• 

-    564^.- 

-    1761. 

2,<it$,  ditfcrences 

» 

-      lOJO— 

-  834  - 

—  loyo  — 

—    ,641, 

y».  dilFércnces. 

• 

216  — 

4^.  &  dernière  différence  confiance,  14. 

•    -  -  *  » 

Ce  qui  me  donne  cinq  nombres  -générateurs  dans  cet 
ordre  contraire. 

La  I^         la  is  des  la  i«.  des  la  I^  des     le  i^.  des 
des4^.diff.  j^diff.    x^  diff.     i^.àîiS.         homogènes 

I  24     -+-     %i6  lojo    -+-    364^   -4-    49jr 

dont  )e  forme  le  trapéfe  logarithmique  fuivant,  dans  le- 
quel rhomogéne  propofé  i  joi  y  ,  revient  quatre  fois  vis** 
à- vis  de  fes  quatre  racines  pofitives  ,7.  11.  13.  15.  qui 
font  les  racines  cherchéest 
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1 

i«.  col. 

Trafife  Lo^ 
1^*.  colon. 

garithmitjue. 
3®.  colonne. 

4e.  colon. 

yc.  colonne, 
homogènes. 

5*.  colon. 
Racines. 

-+-  4935 
-t-  364^ 

I 

-^  3645 

—  loyo 

—  1050 

-i-  8y8o 
-t-  1595 

1 

>4-  lié 

14 

—  8h 

—  X4 

~  854 

-4-   I761 

3 

H-  ipi 
—  14 

+  1761 

—  641 

—  i4 

—  641 

H-  1^8 

-4-  11936 
-4-  1119 

4 

H-  i6g 

—  14 

—  474 

—  Z4 

—  474 
-h  144 

•4-  I4<>55 
-4-   645 

5 

-+-  144 
—  14 

-+-  64^ 

—  14 

—  330 
-+•  110 

-4-  14700 
H-   J15 

é 

•4-  IlO 

—  14 

-*-  31Î 

—  110 

—  i4 

—  110 
4-  96 

-4-  lyoïy 

7  bon 

—  14 

-4-   lOJ 
—   114 

— .  Z4 

—  114 

-•-   7» 

+  I5I10 

—     9 

8 

—  14 

—  9 

—  41 

—  14 

—   41 
-+.   48 

>4.  15111 
—    yi 

9 

-h  48 
—  14 

-4-     « 

—  Z4 

+    6 
-+-   i4 

-4-  iyo6o 
—    45 

10 

-»-  14 
—  *4 

—   4Î 
H-   30 

—  14 

-4-   30 
0 

+  I5°i5 
—    15 

II  bon 

0 
—  14 

—  »4 

H-   30 
—   14 

-f.  lyooo 
H-    15 
H-  »50»5 
-f    il 

II 

—  14 

—  i4 

—  14 

-   48 

13  bon 

-  48 

—  i4 

+   11 

—   41 

—  14 

—  41 

—  72- 

-t-  15°36 
—    11 

Ï4 

—  7* 

—  14 

—   11 

—   i4  . 

—  114 

—  1X4 

H-  15015 

ly  bon 

mm  ûj 
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LIVRE   SECOND 

SECTION    PREMIERE. 

I 

Méthode  générale  d'approximation  des  racines  irrationelles 

far  des  formules  rationelles^ 

AVanc  de  réfbudre  les  puifTances  imparfaites  &  les 
équations  qui  ont  des  racines  irrationelles ,  il  fauc 
trouver  des  formules  rationelles  qui  puifTcnc  donner  l'ap- 
proximation de  ces  racines  :  c'efl:  ce  que  nous  enfeigne* 
rons  dans  cette  Sedion  ;  &  la  fuivante  contiendra  l'ap- 
plication  de  ces  formules  aux  équations  (impies  &  com«- 
pofées  de  tous  les  degrez. 


^^ 


AVERTISSEMENT, 

C'Ejl  ici  la  place  naturelle  où  je  dois  mettre  la  nouvelle 
Méthode  d'Approximation  de  Mr.  de  Lagny  par  des 
formules  générales  (jr  rationelles  ^  pour  trouver  les  racines 
des  puijfances  imparfaites  (jr  des  équations  de  tons  fes  de^ 
grez,  a  f  infini  ,  afin  de  ranger  avec  ordre  toutes  les  nott^ 
velles  Méthodes  s  celle-ci  fervira  à  faciliter  aux  jeunes 
gens  l'étude  de  l^Analyfe.  Il  a  déjà  donné  au  public  deux 
éditions  de  cette  Approximation ,  celle-ci  fera  la  troifiéme^ 
elle  ejl  plus  étendue  s  dr  pour  la  rendre  plus  facile  aux 
Commencencans ,  j'entre  dans  le  détail  de  tous  les  calculs  $ 
ce  font  autant  d^ exemples  utiles  qui  montrent  l'ufagc  des 
Régies  du  calcul  qui  font  expliquées  dans  les  Sellions  pré^ 
cèdent  es ,  &  dont  l'application  n'ejl  point  facile  dans  la  ré-- 
folution  des  Problêmes ,  ce  qui  rebute  d'ordinaire  les  jeunes 
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gens ,  (^  les  engage  àfe  borner  auxfciences  des  Mathéma- 
tiques pratiques  ,  farce  que  fi-tot  qu'ils  ne  peuvent  fur- 
monter  les  di(Jicultez,  qu'ils  rencontrent  dans  l'Analyfe  , 
ils  font  forcez»  de  renoncer  à  une  étude  dans  laquelle  ils 
défefférent  de  faire  du  frogrh  ,•  de  là  vient  qu'il  y  ajifeto 
de  ferfonnes  qui  s'adonnent  à  l^Analjfe  qui  efi  le  fonde- 
ment de  toutes  les  Matématiques ,  parmi  ceux  qui  s'applp» 
^uent  auxfciences  PhiJico^Mathématiques  qui  ont  befoin 
defonfecours. 

» 

Cette  Méthode  générale  d'approximation  eft  utile  Se 
importante  pour  la  perfedionde  TAnalyfe,  elle  s'étend 
à  toutes  (es  différentes  parties ,  elle  comprend  générale- 
ment  la  réfolution  des  puifTances  imparfaites ,  des  égali* 
tez  pures  ^  des  égalitez  afieâées  de  termes  moïens ,  &  des 
équations  de  tous  les  degrez  à  Tinfini ,  fans  en  exclure  le 
cas  irréduâible  ,  qui  quoiqu'intraitable  par  toute  autre 
Méthode ,  fe  réfoud  par  celle-ci  avec  la  même  facilité  ^ 
que  le  cas  ordinaire  &  réduûible  -,  nous  en  ferons  dans 
Ja  fuite  Tapplication  au  fameux  Problème  de  la  quadra- 
ture du  cercle. 

Elle  fert  encore  à  réfoudre  par  le  cercle  &  la  ligne  droite 
JesTroblêmes  géométriques  du  troifiéme  &  du  quatrième 
^egré  y  par  une  approximation  infinie  mais  commode 
jpour  la  pratique ,  comme  on  le  verra  par  l'exemple  du 
Problème  de  la  duplication  du  cube. 

Elle  fournit  des  Méthodes  fimplcs  &  faciles  pour  ex- 
'Craire  les  racines  de  toutes  les  puifTances  imparfaites  nu- 
siériques  ,  fans  aucun  tâtonnement  te  par  une  fimplo 
4buftraâion. 

Je  joins  à  cela  la  pierre  de  touche  des  Méthodes,  qui 
^ft  une  Régie  générale  gour  comparer  avec  facilité  toutes 
\c%  Méthodes  poflîbles ,  &  pouvoir  juger  de  leur  mérite 


^        des  principes  folidcs;  de  même  qu'on  peut  avec  la 
pierre  de  touche  connoître  l'excellence  &  le  prix  dcsdiffé- 


xns  métaux. 


53^  Analyse    cenerale, 

M'^.  de  Lagny  a  donné  un  efTai  de  cecce  Méthode  dans 
le  Journal  des  Sçavansde  Paris,  le  14.  Mai  1691.  il  l'a 
expliquée  plus  au  long  dans  la  première  édition  du  mois 
de  Décembre  1691.  il  en  a  donné  une  autre  édition  au 
mois  de  Juin  169t.  Le  11.  du  mois  de  Décembre  1691. 
il  diftribua  des  Exemplaires  de  la  première  édition  à 
Meflieurs  de  TÂcadémie  Royale  des  Sciences  en  pleine 
Âflemblée.  Dans  le  même  tems  il  en  envoya  aux  Sçavans 
de  Paris ,  des  Provinces  Si.  des  païs  étrangets,  enAngle^ 
terre ,  en  Allemagne  &  en  Hollande. 

Voilà  rhiftoire  abrégée  de  cette  Méthode  que  je  fuis 
obligé  de  rapporter  pour  réfuter  un  Auteur ,  à  qui  il  a  voie 
fait  préfent  de  la  première  édition  ,  6c  qui  depuis  n'a 
point  fait  difficulté  de  s'attribuer  l'invention  de  cette 
Méthode  dans  un  Livre  imprimé  au  mois  de  Mars  169U 
Ce  Livre  n'eft  qu'un  mauvais  Commentaire  fur  cette 
Méthode  qu'il  n'a  point  conçue  i  il  donne  l'une  des  for- 
mule pour  le  cube  a  -+-  —^ — -  qui  eft  eflentielle  à  la 

Méthode ,  elle  occupe  feule  les  crois  quarts  de  fon  Livre  ; 
mais  il  la  forme  de  quatre  manières  très-obfcures ,  très- 
cmbarra fiées  ^  fans  aucun  principe  d'Analyfe  fur  lequel 
il  puifTe  les  appuyer  ,  &  contraires  à  l'cfprit  de  la  Mé- 
chode.    Tout  le  refle  de  fon  Livre  ne  contient  que 

la  formule  générale  du  fécond  degré  ,  a  Hh  ^  qui  a 

été  trouvée  il  y  a  près  de  deux  cens  ans  avec  Ces  dérivées  > 
&  qui  fe  tire  fi  naturellement  &  fi  facilement  de  cette 
Méthode  ,  que  M^  de  Lagny  avoir  négligé   d'en   don- 
ner des  exemples.    D'ailleurs  peu  content  lui-même  d^ 
fon  Commentaire  ,  il  promet  de  parler  encore  dans  la. 

fuite  de  fa  formule  favorite  a  H jîL-..   On  fçait  que 

les  Commentateurs  font  féconds  en  réflexions  ;  mais  en- 
fin y  peut-être  lui  auroit-il  pris  envie  de  citer  l'Auteur  fur 

ic 
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le  texte  duquel  il  a  travaillé  long-tems  avec  fi  peu 
defuccès  9  il  peut  s'en  épargner  la  peine ,  &  au  public  le 
£oux  de  lire  un  livre  inutile  ^  c'eft  le  defTcin  de  cette  troi* 
liéme  édition. 

Elle  étoit  préparée  pour  Timpreffion  en  169^.  Mais 
2A^.  de  Lagny  Ta  différée  jufques  ici  par  Téloignement 
qu'il  a  pour  tout  ce  qui  peut  biefTcr  quelqu'un  ;  c*eft  auffi 
Je  fujec  pour  lequel  je  fupprime  le  nom  de  cet  Auteur. 

Axiême  i.  Un  nombre  quelconque  efl:  réellement  ,8e 

^QS  fiâion  la  racine  déroute  puifTance  quelconque  finie* 

JEx.  I  tf  peut  d'un  côté  être  confiderécomme  laracineexaâc 

^  parfaite  de  toutes  les  puiflances  de  i  ^ ,  &  comme  la 

jacine  imparfaite  de  tous  les  nombres  poffibles  qui  fur- 

paflent  les  puiflances  de  16  à  l'infini  ,  dont  les  racines 

complexes  peuvent  être  exprimées  par  un  polinôme ,  c'eft- 

â-dire  que  16  peut  entrer  dans  la  grandeur  complexe  qui 

^rme  par  addition  de  pluHeurs  nombres  entiers  une  feule 

xacine  ^  quoiqu'elle  foit  exprimée  par  un  terme  complexe 

16  -H  3 ,  -+-I.&C. 

D'un  autre  côté  16  peut  entrer  dans  la  racine  de  tout 
.nombre  exprimé  par  un  terme  complexe  compofe  de  plu« 

£curs  nombres  entiers  par  fouftraûion  16 3, 4,  &c, 

^C  même  dans  toute  racine  exprimée  par  un  terme  com« 

^lexe  formé  tout  enfemble  par  addition  &  par  fouflra^-ioa 

«le  plufieurs  nombres  foit  entiers ,  foit  rompus ,  rationels 

«>u  irrationels ,  où  les  fignes  plus  &  moins  font  combinez 

^iverfement 

Donc  ,  tout  nombre  grand  ou  petit ,  foit  entier  , 

bit  rompu ,  foit  rationel  &  irrationel ,  peut  faire  partie 

ie  la  racine  d'un  nombre  très-petit  exprimée  par  un  terme 

ompofé  de  plufieurs  nombres  liez  enfembles  avec  les  fî- 

-f*  & 'Combinez  diverfement. 

Axiome  2.  Un  nombre  quelconque  eft  réellement ,  & 
ns  fiûion  une  puiffance  quelconque. £Ar.  1 6*  eft  un  quar* 

Analyfe.  n  » 
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rc  dont  la  racine  eft  4  3  c'eft  auffi  une  quatrième  puiflance 
dont  la  racine  eft  i. 

Si  je  prends  un  nombre  plus  grand,  comme  409^,  il 
contiendra  un  plus  grand  nombre  de  puifTances  finies  , 
car  c'eft  la  féconde  puifTance  de  64 ,  la  4^  puifTance  de  8 , 
la  3^  puiflance  de  16  ,  la  6^  puiflance  de  4,  &  la  11^. 
puifTance  de  2.  Voilà  Tes  puifTances  finies ,  dont  les  ra- 
cines font  comprifes  dans  la  fuite  naturelle,  entre  ces 
nombres  &  Tunité. 

Mais  ces  deux  nombres  16  &c  4096  font  encore  toute 
autre  puifTance  à  l'infini ,  dont  les  racines  font  comprilès 
dans  la  fuite  naturelle  des  nombres,entre  Tunité  &  chacun 
de  ces  nombres  mais  divifée  à  Tinfini ,  auquel  cas  ces 
racines  font  incommenfurables. 

.  Axiome  3.  Tout  nombre  formé  par  la  multiplication  de 
plufieurs  autres ,  peut  fe  divifer  exaâement  par  tous  les 
nombres  qui  font  les  racines  de  fon  produit.  De  même 
toute  puifTance  a  pour  racines  exaâes  les  nombres  géné- 
rateurs qui  ont  fervis  à  former  la  puifTance  donnée. 

Pareillement  touçe  équation  qui  efl  le  produit  conti- 
nuel foit  d'une  racine ,  foit  de  plufieurs  racines  multipliées 
les  unes  par  les  autres ,  peut  (c  divifer  exademenc  par  les 
racines  qui  Tont  formée  par  leur  multiplication. 

Or  par  l'axiome  %.  tout  nombre  eft  réellement  la  racine 
de  toute  puiflance ,  c'efl-à-dire  qu'il  peut  être ,  lorfqu'il 
eft  incomplexe  la  racine  exaâ;e>  ou  faire  partie  de  la.ra« 
cine  exade  lorfqu'elle  efl  complexe  ,  foit  que  cette  ra- 
cine complexe  contienne  deux  ou  trois  nombres  ou  da* 

vantage  joints  enfemble  avec  les  fignes  HH  & coo»- 

binez  différemment. 

Dans  toute  équation  il  y  a  autant  de  racines  que  Tê- 
quation  a  de  degrez^  (  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe ,  )  au- 
tant que  l'expofant  de  la  haute  puifTance  de  l'inconnue  x 
contient  d'unitez. 

Chacune  de  ces  racines  eft  une  valeur  de  l'inconnue  x. 
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Exemple.  Dans  les  cqaations  du  premier  degré ,  nous 
avons  vu  que  la  valeur  de  Tinconnuë  x  qui  rélulce  de  la 
dernière  équation  eft  ou  (impie  comme  x  ss=s,  a  s  mais 
dans  la  réfolucion  des  Problêmes ,  avant  d'en  venir  à  ig 
dernière  équation  fîmple  qui  réfulte  du  Problême ,  il  faut 
réibadre  plufieurs  équations. 

Si  on  multiplie  un  nombre  1  par  lui* même ,  on  l'élevé 
au  quarré  ou  à  la  deuxième  puiflance  4.  Si  on  multiplie 
ce  produit  par  la  même  racine  4  x  1 ,  on  aura  la  troiûéme 
puiflance  8,  Et  (î  on  continue  à  multiplier  chaque  prodoic 
par  la  racine  ^  on  auratoutes  fes  puiflances  parfaites. 

Or  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  1,2,  3)49  f£0» 
il  y  a  une  infinité  de  nombres  qui  ne  font  aucune  puiffancc 
parfaite  ^  c*eft-à-dire ,  qui  ne  font  ni  des  quarrez  ni  des 
cubes ,  tLc.  6c  ce  font  i^.  tous  les  nombres  premiers  qui 
ne  font  formez  par  aucun  produit.  !<>.  Tous  les  nombres 
qui  ne  peuvent  être  que  le  produit  de  nombres  difFéreni 
entr'eux ,  de  forte  qu'il  en  refte  peu  qui  foient  le  produit 
de  quelque  nombre  par  lui-même ,  ou  une  puiflance  quel-* 
conque ,  qui  ait  au-deflbus  d'elle  dans  la  fuite  naturelle 
des  nombres  la  racine  correfpondante  à  cette  puiflance. 
Car  entre  i  &  100  ,  il  n'y  a  que  10  quarrez ,  fçavoir  , 
1.4. 9.  i^.  15.  3  6.  49.  64.  81. 100.  dont  les  racines  font 
1. 1. 3.4.    y.     6.    7.     8.    9.    lo. 

Par  conféquent  il  y  a  dans  cet  interval  90  nombres  en^ 
tiers  qui  (ont  des  quarrez  imparfaits  &  dont  la  racine  ne  fe 
trouve  point  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  ;  mais 
comme  chaque  quarré  imparfait  comme  16  ^  efl;néceflai«> 
rement  compris  entre  deux  quarrez  parfaits  qui  fe  fui^ 
vent  immédiatement  i  ^  &:  3  é ,  dont  l'un  1  f  eft  plus  petit-, 
&  Tautre  3e  efl:  plus  grand  que  le  propofe  i^;  fa  rap 
cine  eft  plus  grande  que  5  racine  de  z  y  ,  mais  moindre 
<)ue  6  racine  de  3  é ,  c'eft  une  racine  qui  contient  quelque 
jKirtie  moindre  que  l'unité.  Ceft  une  racine  inconnue  ir- 
xationelle  ou  incommenfurable ,  que  je  ne  peux  exprimer 


\ 
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par  aucun  nombre,  mais  que  je  peux  feulement  détermU 

ner  par  le  figne  radical  ainfi  VTg. 

Je  dis  que  je  ne  peux  exprimer  cette  racine  quarrée  de 
%6  par  aucun  nombre;  car  je  peux  exprimer  en  général  la 
racine  quarrée  de  tout  quarré  parfait  par  ce  binôme 
4  H-  I ,  &  le  quarré  même  par  le  quarré  de  cette  racine 
W*  -+-  xa  -h-i.  fubftituant  dans  cette  formule  un  nom- 
bre à  la  place  de  4 ,  qui  foit  la  racine  d^un  quarré  quelcon^ 
que*,  comme  z  racine  de  4,  j'aurai  le  quarré  pariée  9 
qui  le  fuit  immédiatement  ^ 

car  4*  -4-  24  -^-  I  ==4  -H  4-4-  1  :  fi  je  fubftituë  3 
racine  de  9 ,  j'aurai  par  la  formule  le  quarré  parfait  fui- 
Tant  itfjCar^  -4-  1x3  H-  i  £==  16  ==4*  -+-  24-+-  i. 
Donc  fi  j'ajoute  i  à  la  racine  d'un  quarré  4 ,  j'aurai  le  bi- 
nôme 4  -f-  I.  Donc  ce  quarré  fcrvira  de  formule  générale 
pour  avoir  le  quarré  parfait  fuivant,  qui  diffère  de  celui 
qui  précède  immédiatement  de  24  -H  i.  Mais  leurs  raci- 
nes différent  feulement  de  l'unité. 

Je  ne  puis  appliquer  la  même  formule  à  16  ,  car  (ara*- 
cine  furpaffe  5  &  eft  moindre  que  6 ,  &  la  différence  eft 
moindre  que  l'unité,  c'efl:  une  partie  inconnue  infiniment 
petite  &  inexprimable ,  qui  eft  réellement  comprife  dans 
la  fuite  des  nombres  divifée  à  l'infini ,  (  qui  eft  inexpri- 
mable parce  que  l'infini  fe  trouve  mêlé  avec  le  fini ,  )  & 
non  pas  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres  qui  eft  la  feul 
qui  puifTe  être  exprimée  en  nombres  ordinaires. 

Tout  ce  qu'une  intelligence  finie  &  bornée  tel  qu'cft=. 
Fefprit  humain ,  peut  faire  de  mieux  eft  de  trouver  un 

racine  par  défaut  4  -4-  at,  de  comparer  26  à  25  : 4 

H-;ir,  &à  362=^^ x  c=ï^7i  dont  le  quarré 

4*  -+•  4x  -f-  X*  >  25-. 

Et  de  trouver  une  autre  racine  par  excès  c 
==  y^~6  dont  le  quarré  r* ex  -4-  x*  <  3^. 


Il  faut  donc  deux  formules ,  Tune  par  défaut  4* 
pour  comparer  le  quarré  imparfait  avec  celui  qui  eft 


Litre      sn^coviv.  I4X 

imoindre  »  &  Taiicre  par  excès  pour  le  comparer  avec  le 

2 uarré  parfait  immédiatement  plus  grand  rr d.  Ce  qui 
onne  ces  deux  expreffîons  générales  pour  le  quarré  im« 
parfait  propofé  z,^  ===  4*  -+•  ù 

6c  z,*  ==  ce J. 

Le  même  raifonnement  a  lieu  dans  toutes  les  autres 
puiflances  à  Tinfîni  en  fe  fervant  des  formules  propres  à 
chaque  puiflance  ;  ainfi  dans  le  cube  ou  la  troifiéme  pui£- 
fance,dont  la  formule  cft  4'  -f-  3^*-4-  3^-+-  i,fi  on  {ub- 
ftituë  un  cube  quelconque  à  la  place  de  4  ^  &  les  produits 
de  (a  racine  à  la  place  des  autres  produits ,  on  aura  le 
cube  parfait  qui  le  fuit  immédiatement.  Exemple.  La  ra- 
cine du  cube  parfait  xrj  eft  3.  Donc  4'  -+-  54*  x  i 
34  XI  -h-  I.  ==  17  -+-  3x9  X  I  -+-  3x3  XI  -+-  I. 
17  -+-  i7  -H  9  -+-  i==  ^4  qui  cft  le  cube  parfait  qui 


fuit ,  immédiatement  17.    Cependant   entre   les  cubes 
27  &  ^4,  dont  les  racines  font  3  &  4  qui  différent  feule- 
~  ment  de  1 ,  il  y  a  37  nombres  entiers  ou  cubes  impar- 
faits dont  la  racine  >  3  ^  &  <  4. 

Dans  rintervale compris  entre  i  &  100  ,  il  n'y  a  que 

3uatre  cubes  parfaits,   i.  8.  17.  64. 
ont  les  racines  font    i.  i.  3.4.  Donc  il  y  a  j^  cubes 
imparfaits  dans  le  même  intervale  dont  les  racines  fonft 
irrationelles.  Dans  le  même  intervale  il  n'y  a  que  trois 
puiffances  quatrièmes  \.  16.  81.  dont  les  raeinci  foot 

"!•  A.  3. 

Il  n'y  a  que  deux  puiflances  cinquièmes  i.  31.  dontW 
xacines  font  i  &  2.  Ces  puiflances  parfaites  font  encore 
plus  rares,  dans  la  fuite,  depuis  100  jufqu'à  ioo^  il  n'y  a 
^ue  le  cube  de  j.  1 1  y.  • 

Ce  qui  montre  combien^  il  çft  important  dans  FAnaly  fe 
^^'avoir  une  Méthode  pour  réfoudre  les  puiflances  impar- 
faites y  qui  font  les  plus  fréquentes  qui  fc  rencontrent  dans 
la  réfolution  des  équations  &  des  f^oblcmes ,  &  dont  les 


racines  font  irracionelles ,  c'cft  à-dirc  qu'elles  ne  peurem 
s'exprimer  exaûctnenc  par  aucun  nombre  entier ,  ni  rom- 
pu ,  ni  mixte  en  façon  quelconque  -,  mais  dont  on  peut 
approcher  continuellement  par  deux  nombres  conféco- 
tifs  ,  l'un  plus  grand, Tautre  plus  petit,  qui  ne  diflFcrent 
entr'eux  que  de  la  moindre  différence  poffible. 

L'ûfigiMC  &  le  ftùgrts  de  cette  nottveUe  Méthode  dUffr§^ 
ximâtion  féur  les  Formules  râthnelles. 

Voici  l'origine  de  cette  Méthode. 
Il  y  a  plus  de  deux  cens  ans  qu'on  a  découvert  la  formule 
générale  d'approximation  pour  les  racines  des  puifTances 

imparfaites  du  fécond  degré  4  -+-  JL  &  pour  les  équa- 
tions \  a^  \r^  aa^b. 

Surpris  de  voir  que  les  Géomètres  en  foient  demeurez 
là ,  je  m'appliquai  à  découvrir  une  formule  femblable  pour 
le  troifiéme  degré ,  &  je  recherchai  fî  cette  formule  dn 
fécond  degré  ne  pourroit  pas  être  employée  encore  dans 
le  troifiéme  degré  pour  donner  une  racine  (i  approchée 
d'un  cube  imparfait,  que  le  cube  de  cette  racine  différât 
de  moins  d'une  unité  du  cube  imparfait  propofô. 

Je  pris  pour  exemple  l'égalité  z»'  ==34'  -+-  b. 

Donc2is=5K4^j.  Donc  2s  eft entre 4, &  4  H-  i. 

La  racine  cubique  de  4^  efl:4;  il  refte  à  trouver  dans  I 
tous  les  produits  qui  joints  avec  4^  foient  égaux  \  4'  -4-  ^« 

L'efprit  de  la  Méthode  va  à  trouver  dans  b  tous  ces 
produits  y  qui  n'ont  pour  racine  aucun  nombre  entier  ni 
mfxte  quelconque  qui  foit  connu.  £r  à  cet  effet  je  prends 
dans  b  une  partie  quelconque  indéterminée  que  je  nom-- 
me  X ,  &  je  fuppofe  z,  ==  a  -f-  x ,  j'élève  les  deux  meui* 

bres  de  cette  égalité  comme  il  fuit  la  3^.  puiffance. 
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Format  h»  de  U  trùjiéme  fmjfâme. 


X. 

XX  ï=»  a  -4-  X. 


m 


4*    -t-     4X    -4-    XX. 


4JC 


^1, ^»  _i_  .       »   Quarré. 

^    «==3    4*   -H     Z4X     •+-    X       ^* 


X  *    t=:  4     -h-    X. 


«»'  ==3   4*   Hh-    24*X    -H    4X*   -t-    x' 


4*X    -4*    14X* 


Xr'  ==s  4'  -H   34*x  -+-    34X*  -H   x' 


Cube. 


Voilà  une  égalité  transformée  au  lieu  de  z.^  ==:  4'  -f-  t. 
1/Lzis  û  je  la  laifle  encecétat ,  elle  me  recule  plutôt  qu'elle 
ne  m'avance ,  car  elle  contient  tous  les  termes  moïens  de 
ia  oroificmc  puifTànce  parfaite  du  binôme  4+  x  ^  qui  kl 
xcndcnc  plus  composée  que  Tégalité  propofée  x^  s=,  éf 

Mais  faifant  réflexion  que  x  qui  eft  tme  partie  incon-' 
auc  &  indéterminée  de  la  valeur  dé  ^ ,  ëft  par  hy potéfc 
«ne  fraûion  moindre  que  Funité ,  &:  par  conféqucnt  x' 
«ft  une  ftafbion  encore  plus  petite  en  raiibn  triplée  ;  ainfi 
iî  on  fuppofe  X  =  î,  x*  ===  4,x '  =  f  donc  x^=^-^  &c. 

Donc  fî  je  fuppofe  x'  c==  i ,  en  fubftituant  cette  va- 
leur de  x^  dans  l'égalité  transformée ,  j'aurai 
^*  -i-  34*x  -+-  34X*  -t-  X*  =  4^  -f-  34"  -{-  5>  •+-  rr 

mnt  cette  hypothéfc ,  ôtant  de  part  &  d'autre  4* ,  j'au- 
ai  ^éi^x  -t-  34X*  -f-  x'  ==  34*  -+-  >^  -H  ^• 

Ces  deu^  merhbres  font  fenliblement  égaux  &  contiens 


-—■-■  jf . 


\ 
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nenc  deux  valeurs  des  produits  de  h  fenfîblement  égaux  « 
qui  formeticaneegalicc  du  (ôcond  degré.  Voilà  donc  moa 
égalité  du  troifiéme  degré  abaiflee  au  fécond  degré  ;  ce-> 
pendant  je  ne  laiffe  pas  de  conferver  fenfiblcmcnt  l'égalito 
des  deux  membres  à  moins  d'une  unité  près ,  puifquex  e(t 
moindre  que  Tunité.  Donc  j'ai  pour  égalité  exade 

£t  pour  égalité  fenfîblement  exade  à  moins  d'une  unité 
près  34*  -+-    34-4-   i==f.      _ 

Je. réfous  la  prçmiére  égalité  exade  3  4*>f-H  5  ax^ 
-4-  x'  =  h ,  en  effaçant  d'abord  x'  qui  êft  moindre  que 
l'unité  ^&  que  je  néglige  pour  abaiffer  l'égalité  au  fécond 
degrés  &  divifant  tout  le  refle  par  ya  ^  ce  qui  donne 


X*  -+-  ax 


3  4* 

Enfuitc  je  prends  i  a  moitié  du  coefficient  ax  y  (on 
quatre  eft  ^  4  4 ,  que  j'ajoute  dans  les  deux  membres  pour 
conferver  1  égalité  ,  ce  qui  donne  x*  •+-  a  x  -f-  \  44 


iaa  -H  — 


Je  tire  la  racine  quarrée  de  chaque  membre,  cfc  qui 

me  donne  x  ==  k  "^  aa  ^i^  — - — ^  a ,  c'eft  une  va- 
leur de  X  mais  un  peu  trop  grande ,  car  dans  la  frac-« 
Cion  -— ,  le  numérateur  t  eft  trop  grand ,  il  faut  fuivanc 

l'égalité  exafte  ---—  ,mais  puifquex'  eft  unefraâion 
inconnue  &  indéterminée ,  mais  moindre  que  Tunicé  , 

fi  je  fais  X  t==  K    7  aa-i — ~ 1 4  ,  j'aurai  une  va^ 

leur  de  x  un  peu  trop  petite ,  puifque  j'ôtc  i  de  ^ ,  au  lieu 
de  x'  qui  eft  moindre  que  i. 

Donc  la  juftc  valeur  de  x  qui  eft  inexprimable  exa&c* 

ment  en  notobres,eft  comprifc  entre  x  «=K^  T  ^"^  "^  73 


ï< 


Livre    second.  54^ 

î/^Quî  cft  une  valeur  trop  grande ,  SC  Ar  = 

r     —  aa  -4-     ,^     ,  —  ^//  qui  eft  une  valeur  trop 
petice.     Or  par  hypothéfe  z^=a  -+-  x. 

Donc  z»  =  4 î  ^  4-  r      7  ^  "^  — '  77 ,  qui  eft  une 


valeur  trop  grande,  mais  approchée  à  moins  d'une  uni- 
té près,  &  c'cft  ma  première  formule  irrationelle. 

Donc  aufli  z.  =  1 4  •+-  K  ^^^  -+-  -77-  ,  qui  eft 
une  valeur  trop  petite  ,  mais  approchée  à  moins  d'une 
unité  près,&  c*eft  ma  féconde  formule  irrationelle  que  j'ai 
publiées  dans  le  Journal  des  S^avans  de  Paris  le  14  Mai 
1691. 

Pour  la  démonftration  de  ces  deux  formules  a  priori^ 
par  les  caufes  il  fufïit  d'examiner  les  cubes  ou  les  égali- 
tcz  du  troifiéme  degré  d'où  elles  font  tirées» 

5  4*  X  •+-  3  iT  X*  -f-  x'  =4'  H-  h  éga- 


x' 


lité  exaûe ,  &:  z}  ===  4'''-+-  3  4*  -+-  3  4  -+-  i  ==  4'  -H^. 
ou  diredement  celles-ci  d'où  elles  font  tirées  immédiate^ 
ment.    . 

4*  -f-  3  4*  -+-  3  4==  4*  -4-  h ,  égalité  qui  donne  la 

racine  x,  trop  grande  à  moins  de  l'unité  près. 

4'  -H  5  4*  -f-  3  4  -♦-  I  ==4'  -H  ^,  égalité  qui  donne 

la  racine  z,  trop  petite  à  moins  de  l'unité  près. 

On  peut  aufïi  eo  former  la  démonftration  à  fojieriori 
par  les  effets ,  en  cubant  Tune  &  l'autre  de  ces  deux  for- 
mules irrationelles ,  &  comparant  leur  cube  avec  le  cube 
imparfait  propofé  4'  -f-  ^,  on  trouvera  toujours  en  fubfti- 
tiianc  des  nombres  à  la  placé  des  lettres  que  Terreur  fera 
dans  Tun  des  deux  cubes  moindre  que  l'unité,  &mcme 
dans  tous  les  deux,  excepté  un  feul  cas,  où  Terreur  eft 
précifément de  Tunité,  c'cft  lorfque  ^=  i,  . 
Analyfc.  0  0 


N 
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Corollaire  fonr  les  fuijfances  de  tous  les  degré Zj  à  f  infini. 

Ce  que  j'ai  dit  de  la  valeur  de  x^ ,  s'applique  égale-  * 
mène  à  toutes  les  puilTances  de  x  à  l'infini  ,  elles  font 
toutes  par  hypothcfe  des  fraâions  moindres  que  l'unité, 
d'où  j'efpérois  pouvoir  étendre"  ce  principe  général  à 
toutes  les  égalitez  des  degrez  fupérieurs  ,•  mais  je  m'ap- 
perçus  bien-tôt  qu'au-delà  du  troificme  degré  ,  la  Mé- 
thode devenoit  inypraticable ,  parce  qu'il  n'y  a  que  les 
égalitez  du  fécond  degré  qu^on  puifTe  exprimer  commo- 
dément par  des  formules  irrationelles  &  univerlcUes. 

Exemple  dm  quatrième  degré.    Soit  z*^z=a^  -|—  h  y 

Quand  cette  égalité  fera  transformée  en  celle-ci 

4irx^ -+- 6  4i^x* -H  4^'  xt=h i,ou==3^. 

}e  n'ea  (crois  pas  plus  avancé  ,  &  je  trouvai  qu'à  plua 
forte  raifon  ce  principe  feroit  inutile  dans  les  puifTances. 
plus  élevées» 

C'eft  pourquoi  je  m^applîquaià  découvrir  un  principe 
plus  fécond  ;  mais  je  ne  laiiTai  pas  de  tirer  de  mes  for- 
mules irrationetles  trois  avanrages  confidérables. 

1°.  En  cubant  l'une  &  l'autre  de  ces  formules,  foiten 
lettres  ,  (bit  en  fûbftictiam:  des  nombres  à  la  place  des 
lettres  ,  &  comparant  leur  cube  avec  le  cube  propofé 
4}  -f-  h  y  je  trouvai  que  Terreur  étoit  toujours  moindre 
que  l'unité  dans  tous  les  deux ,  excepté  un  feul  cas  oà 
l'erreur  eft  précifement  d'une  unité^  c'eft  lorfque  b  ==  i  j 
or  c'efl  un  avantage  confidérable  de  réduire  tout  d'un 
coup  par  une  première  opération,  à  moins  d'une  unité 
près  des  erreurs  qui  (ont  (buvent  de  plufîeurs  millions 
fur  de  fort  petits  nombres  par  les  Méthodes  ordinaires» 

2°,  J'ai  tiré  de  ces  formules  irrationelles  une  duplica- 
tion  du  cube  approchée  à  moins  de  deux  millionemes 
près  y  &  c'eft  toute  la  précifion  où  Ton  peut  atteindre 
par  le  cercle  2c  la  ligne  droite  ^&  qu'on  doit  efpérer  pour 
la  pratique» 
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3^.  J'ai  réduit  l'approximation  &  Textradion  des  ra- 
cines quarrécs  &  cubiques  à  la  (impie  fouftrâ^lion  »  &c 
par  confécucnt  fans  aucun  tâtonnement ,  ce  qui  abrège 
&  facilite  mfiniment  le  calcul. 

Enfin  j'ai  remarque  par  Tufagc  de  ces  formules  irra- 
tlonelles ,  que  lorfque  a  ctoit  un  nombre  pair  ^  6C  i  un 
nombre  mefuré  par  j  ^ ,  la  formule  générale  Se  iuatio* 

nellc  jd  -t-  y     -^aa  H-  —  devenoit  la  plus  fimple  qui 
fut  poffible,car  foir  a  ==4,  &  b?=z  36,  on  aura  fui- 

vant  la  formule  %  -+-  K     -7 


'y     4  -H  3  >  de  forte  que  la  formule  \  a 

y    "^aa  -f-  —  fe  transforme  en  celle-ci , 
ï^f74ll=  X  -H  V"7^::7 ,  ou  1  -f.  v^,  tfcft  pour- 
(|uoi  je  pris  en  nombres  l'exemple  fuivanc  où  ces  condi- 
tions fe  rencontrent. 

Exemple  en  nombres 

Soit  z}  s=  1 00 ,  il  contient  les  conditions  précédente* 
car  100  ==  64  -H  3  6.  donc  on  aura  fuivant  la  formule 

"T 


X  =î  4  -4-  K      7^^ 


K 


Ki 


^-+.  3,ou2  -H  VT" ,  puifque î/^5^ 


=  45 d'ailleurs  le  nombre  100  cft  commode  ,  tant  par 
fa  petitcffe ,  que  parce  que  c'eft  un  nombre  rond  ,  &  ou 
Terreur  ou  l'excès  3  6  fur  le  cube  moindre  64,eft  très 
icnfible,  puifque  36  eft  plus  du  tiers  du  total  de  100. 

Donc  j'ai  par  ma  formule  x  -4-  y/~  pour  la  racine 
cubique  de  z}  ==  100==  a?  H-  b  ,  pour  en  avoir  une 
preuve  &  une  dcmonftration  fenfible  ,  j'élève  2.  -4-  v^ 
xacine  trouvée  à  la  troiiiéme  puiffance  comme  il  fuit. 

9  0ij 


1      V 


548^  AnAITSB     €BifBllALE^ 

% 

1  v/7 


4-+-  4V^-i-  7  Quarrc 


8  -H  8V7 -f-  14 

4X7(==i8) 


z8        -t-  liv^ 
14       -\-    jV  7 


jo  HH  15  v^^     Cube. 


Enfuitc  je  réduis  fous  le  figne  radical  le  binôme  19 
V7" comme  il  fuit,  multipliant  19x15  pour  Tclevcr  au 
quarré  à  caufe  du  figne  V^  qui  cft  celui  du  quarré 

B=a  K"7,  &  multipliant  enfuitc  le  produit  jéi  par  7 
qui  eft  fous  le  figne  radical  ,  ce  qui  donne  VT5I7  Quc 
j'écris  fous  le  figne  râdical,&:  qui  égale  19  v^~7,dc  forte  que 
j'ai  deux  exprefiîons  différentes ,  mais  égales  pour  le  cube 
de  %  -H  \/~^ ,  la  première  cft  50  -4-  ip  V~ ,  la  feconi 

cft  jo  -I-  vrjTT". 


Opération  f$ur  réduire  19  v^  7  fous  le Jtgne  radie dl. 


81 
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Livre    sbcond.  54^ 

^7 


417 

,/— ^donclecubccftyo-H^I7I9====yo-Hi5^ 

Réflexions  fur  le  cube  de  1 


1  o.  Dans  la  racine  x  -f-  v^  7  ,  la  partie  rationcUc  ir 
repond  au  x  4  de  la  formule ,  c'cft  la  moitié  de  la  racine 
approchée  en  entier ,  car  4  ==;  4 ,  puifque  ^4  ==  a^ ,  (a 
racinecubique  eft  4 ,  car  4x4  ==  1 6 ,  &  1 6  x  4  =64. 

Comme  il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  la  partie  ir- 
rationellc  v^~  de  la  même  racine ,  je  crûs  que  j'abrcge- 
rois  en  fuppofant  j^  =  1  -+-  x^aulieu  de  4  -4-  x,  & 
univerfellement  {  a  -t-  x  ,  aulieu  de  a  -+-  x  ,  comme 
dans  la  formule  générale  du  fécond  degré. 

z^.  Dans  le  cube  exprimé  par  jo  -4-  v^TTry ,  la  par- 
tie rationelle  50  eft  la  moitié  du  cube  imparfait  propofé 
100 }  or  jo  =  41  -4-  8 ,  mais  8  eft  le  cube  de  z  ,éc  ^t 
eft  formé  par  11  multiplié  par  le  même  2,  moitié  de  la 
racine  approchée  ,  &  il  eft  formé  par  7quarré  de  |/"y 
multiplie  par  3 ,  expofant  de  la  puifTance  imparfaite 
jpropofce^'  ==  100 

La  partie  irrationelle  de  ce  cube  \/  2.^17  »  ou  19  v^~ 
qui  eft  encore  une  expreffîon  égale,  furpafTe  l'autre  moi- 
tié jo  du  cube  50  -+-  v^  2517  •  ou  de  jo  -f-  19  v"*^  qui 
lui  eft  égale,de  cette  grandeur  v"  2,^  ly jo. 

Or  la  grandeur  VT^ij 50  ^^  précifément  le  cube 

du  binôme  négatif  >/~ i  qui  eft  le  cube  delà  diffé- 
rence àts    deux  parties  du  binôme  pofitif  z  -+-  |/~, 


d'où  )e  tire  facilement  mon  Théorème  fondamcncai 
comnae  on  le  verra  ^  parce  que  les  cubes  de  ces  deux  par- 

0  0  iij 


lyo  Analyse    gen^halc, 

ties  font  fenfiblcmcnc  égaux  ,  leur  ditFcrencc  étant  tou- 
jours moindre  que  runité,  car  tirant  la  racine  quarréc 
dev^iriy  ,on  trouve  pour  cette  racine  yo  -+-  -^^ ,  or 

cette  rradion  eft  bien  moindre  que  Tunitc ,  c*eft  environ 
un  quart ,  car  ^—  eft  jufte  ^  de  Tunitc. 

30.  Dans  le  cube  exprimé  par  jo  •+-  191/^. 
La  partie  rationellc  19  du  binôme  19  v^"7  ^^  formée 
par  II  triple <le  4  quatre  de  x.  moitié  delà  racine  cu- 
bique approchée  4 ,  augmenté  de  7  quatre  de  \^y  qui 

eft  fous  le  (îgne radical ,  Car  3  x  4=  m,  12*  H-7==J9. 
C'eft-àdixe  qu'en  (iippofant  la  racine  cubique  z  ==  z 


x==  1  -f-  v^~  >  j'ai  dans  les  cubes  formez  par  cha« 
cqn  de  ces  deux  binômes  ÔC  comparez  enfembie  upe  éga» 
lice  exacte. 

8  -t-  i^x  -4-  6  XX  -+-  x'==  yo  -+-  19  v^  7. 
Et  nous  avons  vu  que  yo  -H  19  V~  eft  fcnfîblement  égal 
au  cube  propofé  100  ^  &  que  la  différence  eft  moindre 
que  Tunité. 

Or  parce  quejc  eft  par  hypothéfe  un  irrationel  dufê« 
cond  degré  ou  une  fradion  moindre  que  l'unité  ,  il  (uiç 
dc-là  néccffaircmcnt  que  le  t^.  ôc  le  4^.  terme  1 1  x  -H  jc* 
font  irrationels  y  mais  le  premier  &  le  troiCéme  terme 
^u  premier  membre  de  la  même  égalité  8  -f-  6  xx  font 
rationels ,  donc  ù  j'égale  la  (bmme  du  deuxième  &c  qua* 
triéme  terme  du  premier  membre  de  l'égalité  précédente 
avec  la  moitié  du  (ècond  membre, j'aurai  8  -4-  6  xx = y  o, 
de  même  égalant  la  fomme  du  premier  &  troifiéme  terme 
du  premier  membre  de  l'égalité  ci-deffus  avec  l'autre 
moitié  du  fécond  membre,  j'aurai  i  zx  -+-  x^  ==  19  v^y\ 
&  CCS  deux  dernières  égalitez  me  redonnent  encore  la 
même  valeur  de  x  ==  v^~ ,  mais  la  première  me  donne 
Cette  valeur  d'une  manière  plus  (imple^comme  on  le  verra 
par  les  opérations  qui  fuivent. 


Litre    second.  jjt 

opération  four  la  première  égalité, 
8  -4-   6  X  X  ==3  jo 


donc        6  XX  ==5  yo  —  8  i — :*4i 
divKant  tout  par  tf 
donc  X  *  ==  7 
donc  ;c  ==:  v""^ 

Opération  pour  la  féconde  égalité. 

l^  X  HF-  a:*=  i^  v^T" 
donc  ôcanc  1 1  de  parc  &  d'autre , 
faix*  =7^1: 
donc  X  ==  v/7r 

Maintenant  puifquc  nous  avons  vu,  i®. qne8-+-  ix 
X  -H  ^x*  -H  x*==  ioo,contcnoit  une  égalité fcnfiblc 
entre  fcs  deux  membres ,  x°.  que  dans  le  premier  mem- 
bre les  fommes  alternatives  écoient  égales ,  c'cft-à-dire 
que  la  fommedes  termes  pairs,  le  fécond  &: le  quatrième 
eft  égal  à  la  fomme  des  termes  impairs  qui  font  le  pre« 
xnier  &  le  troifîéme  terme. 

Donc  je  puis  égaler  chacune  de  ces  fommes  \  jo  moi- 
tic  de  loo  cube  imparfait  propofé,  parce  moïen  d'une 
cgalitéexaâe  mais  impraticable^  8  -f-  i2X-H<Çx*-|-  x' 
=^=  looje  tire  les  deux  égalîtez  fuivantes  qui  (aht  fen(i- 
l>lement  exaftesà  moins  d'une  unité  près, 

8  -4-  6x X  c=  jo.  première  égalité. 
iz  X  —H  x'  ==  JO.  féconde  égalité^ 


\ 


Voila  l'origine  de  ma  Méthode  à^s  deux  fommes  a!* 
«ernativcSp  j'ordonne  ces  deux  égalitex  n&ettaxxL  l'incoa- 


3fi  Analyse    générale, 

nue  X  feule  dans  le  premier  membre ,  ce  qui  donne 

6 XX  ^=  ^o 8  =  41. 


Je  n'ai  qu'une  feule  inconnue  x^Sc  j'ai  deuxcgalitez 
donc  les  hautes  puirtances  de  Tinconnuc  x* ,  &  x'  ne  dif- 
férent que  d'un  degré  ^  donc  le  Problème  eft  plus  quedé* 
terminé. 

Donc  je  puis  en  tirer  une  troifiéme  égalité  qui  fera 
du  premier  degré,  qui  eft  tout  ce  que  je  cherche. 

Or  je  puis  tirer  cette  troifiéme  égalité  du  premier  de- 
gré fuivant  la  Méthode  des  Problèmes  plus  que  déter- 
minez en  deux  manières. 

La  première  en  égalant  tout  à  zéro ,  ce  qui  donne  6  xx 

4i==o,&x*-4-  ii>^ 5o==o;car6xx yo 

8  =  o,  donne  6  x* 41  ==  o^ainfi  divifant  enfuite 

la  plus  haute  égalité  par  la  plus  petite,  &  négligeant  le 
quotient  qui  eft  ici  inutile, j'ai  pour  refte  i^x  —  y  o  «=0, 
comme  dans  l'opération  fuivante. 

Pour  divifer  la  plus  haute  égalité  x'  -f-  11  x yo 

t=r=  o  par  la  plus  petite  6  x* 42  ==0,  je  divife  d'a- 
bord cette  moindre  par  é^ainfi  j'ai  pour  quotient  x* 7 

c==ro  ,  c'eft  le  Divifeur  préparé  ,  &  pour  Dividende 
x' -H  i^^ yos==o. 

Divifeur  \  Dividende  \  Retient 

X*'  —7=0  /   x»-f*  1%  ;r— -fo  =0  /  X  Rcftc^-i^x—  fo 


x'- —  7 X  i".  produira  ôter  du  Dividende^ 
i9X-~-  y o==:o.  premier  Refte. 


J'ai  donc  pour  refte  19  x yo  =  o  que  je  divi(c 

par  19 ,  c'eft  x  =  {f-  qui  fe  réduit  à  x  ==  z  -4-  f|-. 
Or  par  hypothéfe  la  racine  z»  s=s=s  z  ^^  x  donc  z,  ==:  4 


LIVRE      SECOND.  JfJ 

m 

^  11 ,  je  forme  le  cube  de  cette  racine  pour  connoître 
fa  diiFcrence  du  cube  propofc ,  ce  qui  me  donne  la  preuve 
ic  la  démonftration. 
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-t- 

X? 

_ 

SJ  ."     •■' 

4 

-+- 

19 

144 
361 

X   z,  — = 

Z.'-r^ 

16 

-+- 

48        t 
I  9  "i* 

19 

1 

*'.= 

16 

-+- 

—        1 
19    "t" 

Hf  Qu«ré. 

•4 

-t- 

1  !> 
19 

4x144 

X       Z0    'i — =^ 

m 

4X9^        . 

a* 

64 

-+" 

J61 

~ 

ou 

15    ^ 

-ouJ^ 

IIXI^ 

UX^'^ 
""^    I^  X  1^    *■ 

11X144 

'-; 

'^    i^  X  3^1 

ou 

191    _, 

19           * 

.  ou  V^*-+- 

0"«859 

tr  ^jbc  X.» 

64 

,         1718     ^ 
"T~      561       "^ 

171« 
68)9 

Préfentement  il  faut  trouver  la  valeur  de  ce  cube  en 

k^tier  pour  le  comparer  au  cube  propofé  100  ,  ce  qui 

fait  en  divifant  chaque  fradion  par  (on  dénominateur, 

réduifant  tous  les  reftes  à  un  même  dénominateur 

«imun  pour  les  ajouter  enfemble ,  comme  il  fuit. 

Le  premier  terme  cft  tout  réduit ,  c'eft  l'entier  ^4 , 
:f  ccond  terme  eft  la  fraûion  —- ,  divifant  le  numéra- 
576  par  le  dénominateur  19  ,  le  quotient  eft  30 


'vifeur  ^  Dividende  \  Quotient. 


3  .  .  .  .  J7 

06 
Andyfe.  ff 


554  Analyse   générale. 

Le  troifîcmc  terme  ^  donne  au  quotient  4  •+•  7^7 

Divide^jde 
1778 


• 


•  • 


1444 
284 


J'ai  déjà  deux  reftes  ^  &  777- ,  je  les  réduis  au  même 
dénominateur  en  multipliant  en  croix  ce  qui  donne 

^X  3^1 -H  19  X  184  liée  »-H  5)9^  IS^^ 


19  X  J^l  6859  6%^9 


Je  les  ajoute  à  la)  dernière  fraftion  qui  a  un  même  dé- 
nominateur y  (  car  il  faut  les  réduire  au  même  dénomi- 
nateur du  dernier  terme  )  j'ai  donc  ^^^^      ^^^- =-  ^V^- 

or  divifant  le  numérateur  par  le  dénominateur  ^  le  quo- 
tient eft  i -+-^J. 

J'ajoute  dans  une  fomme  tous  ces  quotients  en  entiers 
avec  le  même  refte. 

^4 


30 

4 
I 


»43t 
68  19 


La  fomme  cft 59  •"+"  ttt 9 

qui  diffère  de  100  cube  propofé  de  moins  d'un  tiers  ,  car 
divifant  les  deux  termes  de  la  fraûion  reftante  par  5 , 
f ai  TTrit  Qui  eft  environ  un  tiers. 

On  peut  aum  former  le  cube  de  4  -H  \\  reduifant 
l'entier  en  fradion  ,  en  multipliant  l'entier  4  par  19  , 
dénominateur  de  la  fradion  ,  or  4x19  ==  76  -+-  ii 

■ 88 ,  ce  qui  donne  z,  ==  ^ ,  &  formant  fcparément 

le  cube  de  ces  deux  termes  ^  on  aura  le  cube  du  nu- 


LlTHB      SECOND.  jyy 

tncratcur  88  «==  eii^jz.ic  le  cube  du  dénominateur 

i^  =a  68  jp.  &  divifant  cnfuitc  le  numéra- 
teur par  le  dénominateur  ,  on  trouvera  le  même  quo* 
tient  ci-deflus  99  H-  jj|^. 

Divifeur  ou      C  Dividende  ou  C  Quotient, 
dénominateur    3  numérateur 


6%^9  C    68  1 47  X      \,    99 


14S  I 
6)(59 


^  .    .    .     6  I  7  3  I .  Premier  produit. 

6  4  I  6  z  Premier  refte. 
9    •    •    •      61731  Second  produit. 

z  4  3  I  Second  Refte  &  dernier. 

La  féconde  Manière  commune  aux  Problêmes  plus  que 
déterminez  pour  tirer  des  deux  égalitez  précédentes  une 
troifiéme  égalité  qui  foit  du. premier  degré,  confifte  à 
multiplier  tout  également ,  afin  de  rendre  égaux  entre 
eux  le  premier  membre  des  deux  égalitez,  &  de  pouvoir 
par-là  abaiffer  d'un  degré  ces  deux  égalitez  ,  en  com«- 
parant  feulement  leur  fécond  membre  enfemble. 

Les  deux  égalitez  font 

x*==:  jo  —  \%  X 

Et  6x*  ==41. 

Je  multiplie  la  première  par  6,  cœfficient  de  x  dans  la 
féconde ,  ce  qui  donne  6  x'  =  300 72  x. 

Je  multiplie  la  féconde  par  x  qui  eft  Texcês  de  a: '  de 
la  première  fur  x^  delà  féconde  ^ce  qui  donne  6  x' 

42  JC. 

J'ai  donc  6x^  =»  300  '—  71  x 
.    &  6  .V   =s  41  X 


N 


3j^  Analyse    générale, 

Donc  en  négligeant  le  premier  membre  ,  &  compa- 
rant le  fécond  membre  de  ces  deux  égalicez  ,  j'ai  une 
troifiéme  égalité 

300 jxx=  4^  z  X  qui  eft  du  premier  degré. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  la  refoudre  comme  il  fuit» 
J'ai  d'abord  par  tranfpoHtion  500==  ii4>:,ouii4;r 
300,  qui  donne  Ar==  7^  en  divifant  tout  par  1 14, 


qui  donner  «==  i  -t-  ttt>  ^  divifant  les  deux  termes 
de  cette  fradion  par  leur  commun  divifeur  6  , 
j'ai  X  ==  1  -4-  ~  comme  ci-deffus» 

Or  par  rhypothcCc  la  racine  z,  ==a  i  -H  x ,  donc 
z,  =  4  -H  il ,  dont  le  cube  =  99  H-  I775  qui  dif- 
fère de  moins  d'environ  un  tiers  du  cube  propofé  100, 
comme  on  le  voit  par  la  démonllration  fenfible  de  l'o* 
pération  précédente. 

Théûréme  fremier  fondamental. 

Soit  un  binôme  quelconque  a  '^  h  y  dans  lequel  je 
fuppofe  que  le  binôme  pofitif^  -+-  ^==  c  y  repréfcnte 
en  général  la  racine  exaâe  dç  toute  puiflance  parfaite  , 
&  le  binôme  négatifs — ^  b  =  ^/,  repréfcnte  en  géné- 
ral la  racine  de  toute  puiflance  imparfaite. 

Sufpojitiên.  On  fçait  d'ailleurs  que  tous  les  nombres 
font  réellement  &:  tout  enfemblc  toute  racine  quel- 
conque, &  toute  puiflance  quelconque  à  l'infini, ainfi il 
ne  leur  manque  rien  de  leur  part ,  ils  ont  réellement 
dans  la  divifion  infinie  tout  ce  qu'il  leur  faut,  mais  par 
rapport  à  nous  nous  diftinguons  ces  puiflances  ,  &  nous 
nommons  puiflance  parfaite  celle  dont  les  racines  nous 
font  connues ,  &  peuvent  être  exprimées  en  nombres  or- 
dinaires tels  font  les  quatrez4,9  >  i^  9  &^c.  dont  les  ra- 
cines font  1,  3, 4,  &  ainfi.des  autres  puiflances  dont  les 
racines  s'expriment  en  nombres  :  mais  nous  appelions 
puiflance  imparfaite  celle  dont  la  racine  quoique  réelle 


LlVUE     SECOND.  3^7 

fie  peut  s'cxrpritBer  en  nombres ,  quoiqu'elle  foie  réelle- 
ment cotnprife  dans  Tintervale  d'une  divifion  pouflee  à 
rinfini  y  ce  qui  nous  eft  -impoITible  t  ainfi  la  racine  quar- 
f  ce  de  2. ,  de  3  /de  5 ,  de  7 ,  de  8 ,  &c,  que  nous  ne  pou* 
vons  exprimer  exaâement  en  nombres,  nous  fait  nom- 
mer ces  nombres  des  quarrez  imparfaits  ,  il  en  efl:  de 
même  des  autres  puifTances  à  Tinfîni.  De-là  vient  la 
difBcultc  qui  fe  trouve  dans  l'Analyfe  pour  tirer  les  ra« 
cines  fécondes  ou  troifîémes  d'un  nombre  qui  eft  un 
quarré  ou  un  cube  imparfait. 

Ces  nombres  font  les  plus  fréquens,car  entre  i  &  ioo,il 
n'y  a  que  10  quarrez  parfaits  en  y  comprenant  l'unité,, 
il  y  a  90  quarrez  imparfaits ,  il  n'y  a  que  quatre  cubes 
parfaits ,  donc  il  y  a  96  cubes  imparfaits  ,  à  mefure  qu'on 
va  à  des  puiflances  plus  élevées ,  on  trouve  que  le  nom- 
bre des  puiflances  parfaites  décroît  ,  8c  celui  des  puif- 
fances  imparfaites  augmente^ce  qui  montre  la  néccflité&: 
l'importance  d'une  Méthode  d'approximation,  pour  trou- 
ver ces  aacines  approchées  autant  qu'il  eft  poflîble  ,  de 
Texaûitude  à  laquelle  il  eft  impoflîble  de  parvenir ,  par 
Ja  nature  de  l'infini  qui  fc  mêle  avec  le  fini  dans  ces  puif- 
famces ,  ce  qui  empêche  qu'on  ne  puiflc  exprimer  leurs  ra- 
cines exa£temenc 

Préfentcment  fi  on  élevé  le  binôme  pofitif  4  -+-  ^ 

==  r ,  &  le  binôme  négatif  4 i  ==  d  ftpajément  ^ 

une  puiflance  quelconque  femblable ,  dont  Tcxpo&nt  en 
général  foît^. 

Je  dis  1°.  que  chacun  de  ces  deux  binômes  a  tous 
les  mêmes  produits  égaux  &  femblablcs  chacun  comparé 
à  (bncorrefpondant,  avec  cette  feule  différence  que  tous 
les  produits  du  premier  fonr  pbfitifs,  &  ceux  du  fécond 
binôme  font  alternativement  poficifs  &  négatif*^,  d'où  il 
foit  que  la  fomme  totale  du  binôme  pofitif  fera  plus 
grande  que  celle  du  binôme  négatif,  car  tous  fes  termes» 
pairs  font  négatifs  ^  &  les  termes  impairs  font  pofitifs  ^ 


3j8  Analyse    générale, 

ce  qui  eft  évident  par  leur  formacion  qui  fuit  ,  puit 
qu^on  recranche  dans  ce  dernier  &:  non  pas  dans  le 
premier. 


X     2, 


X    Z 


i 


X  a   —I—  tf 

a^  ^  ai,  -i- 

-+-  ah 

a^  —H  2.  a  if 

X  a    -4-  .   .    ^ 


^^ 


^^.     Quarré 


.    4*  ^   —H    z  a  b  b    -f-   ^J 


3   4^  ^   -H  3  4  ^*  -H  ^\ 


^/^  nombres. 


8  «H    i^ 
8 


itf  •+•   itf  e==  jtf.  Quarri 


8   -4-   3z  -t-   32r 


48  •+-  ^tf  Ht.  ^4  ==  Ai^  Cube. 


4» 


4» 


,     / 


X    1 
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X 

4  — 
4»  — 

-    h 

-  ai  -i 

^ah 

4*  — 

-'  %  a  b 

X 

4   — 

-  .  .    h 

bb 


b  b    Quarrré 


%  a^  b   HP-  a  b  b 

.  .  a^  b   -*-  xa  b  b  — ^  b^ 


^  a^b  ^{^  i   a  A* ^3    Cube 

En  nombres. 


4  - 

—  8  H 

—  8 

r-    Itf 

s   20  ■ 

4- 

—  16  -t 

-    lé  = 

—  U  Qj 

XI- 

—  4 

8  - 

-32.  H 

h   3* 

—  i^  H 

h  64- 

-<f4 

8  - 

—  48   - 

t-  5>6  - 

-64 

Cube  ••*. 

Il»* 

Je  dis  i^.  que  fi  je  range  dans  une  colonne  à  parc 
cous  les  termes  pairs  qui  ont  tous  le  figne &c  (ont  né- 
gatifs de  la  puinance  de  a b ,  fçavoir  le  fécond  ,  le 

quatrième,  le  fixiéme ,  &c.  &  que  je  nomme  leur  fomme, 
première  fomme  alternative. 

Si  d'un  outre  côté  je  range  dans  une  colonne  tous 
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les  termes  impairs, le  i^^  le  3^.  le  y«.  le  7^&c.  quifonc 
tous  pofitifs ,  &c  que  je  nomme  leur  fomme  ,  féconde 
fomme  alternative. 

Alors  fi  de  ces  deux  fommes  alternatives ,  j'ôte  la  plus 
grande  de  la  plus  petite,  l'excès  ou  la  différence  fera  égale 

à  la  valeur  de  a  . b ,  &  pour  abréger  }c  nomme  cette 

valeur  d^ ,  c'eft  à-dire  la  valeur  de  la  puiflance  de  d^ 


La  démonftration  eft  évidente  par  la  formation  pré. 
cédente  du  cube  de  d  ==  a 1 ,  car  ce  cube  a  autant 


de  produits  que  le  cube  du  binôme  pofitif  a  -H  ^ ,  & 
ils  font  tous  égaux  chacun  à  fon  correfpondant,  la  feule 

différence  eft  que  dans  le  cube  de  4 S  ,  les  termes 

pairs  ont  le  figne &  font  négatifs,  &  les  fculs  termes 

impairs  font  pofitifs    au  lieu  que  dans  le  cube  du  bi* 

nome  pofitifs  -+-  ^ ,  tous  les  termes  font  pofitifs. 

Ainfi  fi  je  fubftituc  des  nombres  en  la  place  des  lettres, 
dans  le  cube  a^ 54*^-+-  3  4^*  —  ^», 

Soit  a  ==5  i  Set  ==  X.  J'aurai 

I  —  6  •+-  IX——  8s=î;  13  —  14. 

Or  de  - — •  14  ôtant  -4-  13  rcftc j^. 

Si  a  =  z  &cif  =  3 , j*aurài 


xxxxi 3x4x3  -+-3X2x^ 5x3x3 

g 3^         -+-  54  —^7 

Ce  qui  donne  6z tf  3  ,  qui  donne  pour  reffe  -—7^ 

tous  ces  reftes  font  négatifs ,  parce  que  ^  furpaife  4. 

Mais  fi  a  =  3  St^^  =  1.    comme  a  furpaffe  ù , 
on  aura  des  reftes  pofitifs  qui  donneront  une  valeur  po* 
fitive  du  cube  d^  ==  a  — -  P ,  car  on  aura 


3X3X5- 3X5x1    -b-   3X3x4 XXZXL 

*7  — 5  4  -1^5^ 


Les 


Livre     se  cono.       "  ^6i 

Les  termes  impairs  Les  termes  pairs 

^o^c  &  négatifs  font 

3^  8 

donc  la  I'^^  fomme  alterna-    donc  la  z<ic.  fommc  alterna- 
tive eft -h  6}  tiveett —  6i 


delà  I^^ fommc      -4-  ^3 
j'ôtc  la  z^.  fbmme 6% 


Le  rcfte  eft 


•     •        63 


Ou  bien  je  divife  la  plus  grande  fomme  6}  par  la  plus 
petite,  le  quotient  eft  i  -+-  J..  Je  néglige  J'entier  i  qui 
eft  ici  inutile  ,  &  j'ai  ^  pour  la  valeur  pofîtivc  de  d* 

Donc  Texcés  ou  la  différence  des  deux  fommesalter- 
natives  eft  égale  à  la  valeur  de  la  puiffance  de  J,  ou  du 

binôme  négatifs h  fon  égal.  Ce  qu'il  falloit  démon- 
trer. 

Autrement.  Soit  a  — -  b x  — •  4 ,  donc  a  \ i , 

&  h  ==s  4 ,  donc  a è  c 


J'ai  dans  le  quatre^*  -+-  ^* r  4  -4-  itf %o  6L 

X  ab  == itf ,  or  divifant  -4-  2.0  par \6  , 

le  quotient  eft  i  -+-  -j^  ou  \. 

]'ai  dans  le  cube 4'  --f-  3  ir  ^^  =  S  -H  9^  =;  104^ 
& 34^^ ^^=c= 48— —64=112. 

Or  divifant iiz  par  -+-  104  ,  le  quotient  eft  \ 

yl^ ,  enfui  te  divifant  1 1 1  par  8 ,  le  quotient  eft  14. 

&  divifant  104  par  8,  le  quotient  eft  13  ,  donc  les  deux 
fommes  alternatives  1 1 1  &  104  différent  de  \  qui  eft  le 
cube  de  K 

Corollaire  fremier. 
Puifque  ^eft  la  valeur  de  la  différence  des  deux  par- 

Analyfc  qtj 


^6z  Analyse    gekeralb, 

ties  du  binôme  négatifs  h ,  je  dis  que  fî  d  ==  i  , 

toutes  fes  puiflances  à  Tinfini  d\  d"-  y  d^  y  d^  y  &c.  =  i. 

donc  fi  la  différence  des  deux  parties  du  binômes 1 

=  1  y  la  différence  des  deux  fommes  alternatives  fera 
toujours  ==  I  dans  toutes  les  puiffances. 

Mais  ùdca  moindre  que  Tunitc  y  ce  fera  pour  lors  une 
fraâion  qui  décroîtra  continuellement  dans  toutes  les 
puiffances  de  ^ ,  &  qui  deviendra  d'autant  plus  petite 
que  lunité,  à  mefure  que  fa  puiffance  fera  plus  élevée, 

donc  fi^===t.^*  =  i,^' =  1,^^  =  76,  &c.donc 
dans  ce  cas  la  différence  des  fommes  alternatives  fera 
toujours  moindre  que  Tunité. 

Cêtollaîre  fécond. 

Pans  tout  binôme,  foit  pofîtif  comme  a  -+-  b y  foie 

négatif  comme  a ^ ,  fi  le  premier  terme  a  furpaffe  le 

fécond  b  y  la  première  fomme  alternative  compoféedes 
termes  impairs  furpaffe  la  féconde  fomme  alternative 
compofée  des  feuls  termes  pairs ,  ce  qui  eft  évident  parce 
que  je  viens  de  démontrer  que  Texcés  de  cette  première 
fomme  fur  la  féconde  efl  égal  à  la  valeur  pofitive  de  la 
puiffance  de  ^'^oudu  binôme  négatifs b  (on  égal. 

Donc  fî  ^  >  ^  on  peut  conclure  dans  le  quarrê ,  que 
4*  -h-  b^  >  %ab. 

Et  de  même  dans  le  cube  que  a}  -+-  3  4  ^*  >  54*^ 
b^ ,  mais  c'efl  le  contraire  lorfque4  <  b. 


PROBLEME     L 

Trouver  le  s  for  mule  s  par  défaut  pour  réfoudre  les  égalitez, 
&  les  puijfances  imparfaites  du  fécond  degré. 

Pour  réfoudre  ou  trouver  les  racines  des  égalitez  & 
des  puiffances  imparfaites  du  fécond  degré  fans  aucune 
extradion  ni  divifîon  ^  &  par  conféquent  fans  aucim  ta- 
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tonnemenc  par  une  Méthode  indéfiniment  plus  courte 
&  plus  approchée  que  la  Méthode  ordinaire  ^  je  me  (ers 
de  la  formule  fuivante. 

Pour  trouver  ces  formules  d'approximation ,  foit  une 
égalité  ou  une  puifTance  imparfaite  du  fécond  degré  ^ 

Donc  z,  =s  y^ s^  ^  b. 

Régie  générale. 

10.  Je  (uppofe  la  valeur  approchée  de  cette  racine 
quarrée  connue  &  égale  à  4 ,  il  faut  connoitre  le  refte 
contenu  dans  b  ,  qui  doit  fournir  deux  produits  &:  un 
quarré. 

Je  fuppofe  z,  =x  •+•  7  a  ,\6c  j'élevc  oette  valeur  à  la 
féconde  puiflance. 

a=  X  -f-T  a 
X  z  ==  X  -f-^  a 


-+-  14  X 


a:»*==-v*-4-4  X  ^  i  44, 


Je  fepare  les  produits  de  ce  qilarré  en  deux  fbmmes 
alternatives,  la  première  fomme  contient  les  termes  im- 
pairs le  premier  &  le  troi(iéme ,  la  féconde  fomme  al* 
cernative  contient  les  deux  termes  pairs ,  le  fécond  &  le 
quatrième. 

Première  Colonne 
des  termes  impairs. 

!«'•  terme  -+*  x* 

3«.  terme  ^^^  4a 


jw.  fooune  Hh^if*  -*•  5  M 


Seconde  Colonne 

des  termes  pairs. 

x^.  terme  •+•  f  ^c  x 

• 

4e.  terme -^^^ax 

x<fc.  fomme  -h  ^x. 

ff 'y 
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j*'.  Je  fubftituë  ee  quarrè  de  la  valeur  de  z,  ,  forme 
par  ropcration  précédente  dans  régalité  propofée 
X»*  c=  4-  -t-  ^ ,  ce  qui  donne  ;2i^  s==r  x^  H-  ^x  -t-  ^  44 


40.  J*cgale  la  (cconde  (btnme  alternative,  H— ^ x , avec 
la  moitié  du  fécond  membre  de  l'égalité  propofée, c*eft 

^  X  t=  — — ,  &  divifant  tout  par  a  pour  dégager  rin- 

,  or  par  rhypothéfe;2:.c5=x  -+-  ^4^ 


donc  z.  =4  ^  "*"  " y  ^^^  J^  réduis  à  fa  plus  (impie 

exprcflîon ,  puîfque^^ =f  a  -H  —  ,  j'ai  donc 


fc==:iii-H  T^-+-— -j  crui  fe  réduit  à  a  =  4 

voilà /4  x^^^  formule  rationelU  d* approximation  trouvée. 

j°;  Si  je  veux  une  féconde  formule  encore  plus  appra* 
chce,  je  fuppofc  la  première  formule  rationelle  que  ]fi 

viens  de  trouver  4  -f ==1'. 

2  4  "^ 

Je  prépare  y  ScCz  valeur  pour  la  fubftitucr  dans  la 
première  formule  trouvée ,  comme  il  fuit* 

Puifque4  -f ==>- 

donc  ^xy  ^on  %y  ==:  i  a  -I 

pour  avoir  la  valeur  de  y^ ,  je  quarte  ici  y  &  (a  valeur, 

h 

/S=4 


h 

Y.  y  ^==iA 


xa 


2i4r 


doncj^^ 


^  - 

t-'-^H 

B' 

X» 

4**^ 

Livre    second'.  j^j 

Or  le  fécond  terme  du  fécond  membre  —  :=  h, 

donc/  =  4^  -4-  i  -f.  -_  Quarré  de^  &  de  fa  va- 

leur ,  je  compare  ce  quarré  avec  le  propofc. 

**  ==*  '**  -H  ^  ,  &  je  trouve^  que  le  quarré  de  la  va- 


leur de  j  excède  le  propofé  de  -f-  -i*  ,  je  nomme  cet 
excéj  la  formule  d'excès. 

6\  Prcfencement  je  fubftituc  /  à  la  place  de  4 ,  &  je 

fubftituë  la  formule  d'excès  -+-  il  dans  la  première  for- 


4* 

mule  d'approximation  trouvée  d  -\ — -- ,  ce  qui  donne 
hb  **         ^ 

7 


Dans  cette  nouvelle  expreffion ,  à  la  place  dey    Sc 
de  x/,  je  fubftitnc  leurs  valeurs  trouvées  ci-dcffus'  ce 

qui  donne  a  •^  —  -4-. — 


Comme  cette  expreffion  cft  fort  compofec ,  Je  la  ré- 
duis à  (es  moindres  termes ,  comme  il  fuit. 

I®,  Je  cherche  d'abord  le  dénominateur  commun ,  en 
commençant  par  la  féconde  fraâion  qui  eft  la  plus  com- 
pofce,)e  multiplie  fon  premier  dénominateur  par  fon 
fécond  j^aaxza  =  84^,  ce  qui  me  donne  cette  frac- 
tion compofée  réduite  à  la  fradion  fimple  -f-  — 

Or  8  d^  eft  le  dénominateur  commua  trouvé, 
%^.  Je  divife  ce  dénominateur  par  2  4 ,  dénominateur 
delà  première  fraâion ,  le  quotient  eft  h-  44  4 ,  par  le- 
quel je  multiplie  les  deux  termes  de  la  première  fraûio». 


^S6  Akalysb    oekbrale, 

J'ai  donc  déjà  les  deux  premières  fradions  réduites  à 

A  MM  h  h^ 

— —  -+-  j-7  ,  ainfi  j*ai  la  première  expreffion  qui  étoit 
compoféc  réduite  à  4  -i-  —j-  -f-  3^5^  ^^ 


la 

Pour  réduire  la  dernière  fradion ,  puifque  —^  ^j,^ 

%M 

je  multiplie  le  numérateur  par  le  dénominateur  -4-  xa 
Ce  qui  donne  4  ab  que  j'ajoute  au  dénominateur  8  a}  ^cc 

qui  me  donne  enfin  a  -+-  ^.^^  ^^Mb  >  ^'^^  ^^  féconde 
formule  rationelle  d'approximation  qui  eft  encore  plus 
approchée  que  la  première. 

Par  la  même  Méthode  on  peut  trouver  de  fuite  au- 
tant  de  formules  qu'on  voudra  qui  feront  toujours  plus 
approchées  les  unes  que  les  autres  &  cela  à  l'infini. 

Ainfi  pour  trouver  une  troifiéme  formule  rationelle 
encore  indéfiniment  plus  appprochée  que  les  deux  for- 
mules précédentes. 

1°.  Je  fuppofe  la  féconde  formule  rationelle  trouvée, 

*  =3  y, 

8  4'   -4-44^        "^^ 

Je  prépare  les  valeurs  de  y  fur  cette  hypothéfc  pour 
les  fubfticiier  dans  la  z^^.  formule  comme  nous  le  verronStr 

Amli  %y=z  X  4  H-* 


8  4'  -H  4  4^ 

Je  quarre  j'  &  fa  valeur  pour  comparer  fon  quarré  avcq 
le  quarré  propofc  sJ-  =  a?-^  b. 

A  a  ab  ^  b^ 

84'  4-  4  4^ 


\ 


Y.  y  ==»  A 
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44  4^H-<  b^ 


8  4^  -+-44^ 


.1 ^1 


•^  8  4J-*-44^-f.     64  4  ••+•^4  4+^1 6  4^*' 

84    -^A  4^ 


44 


y  =4 


OU/^e==s4^ 


%a}b^^  xab"-  16  a"^  b'+^i  a"- b^^b"^ 


L     .         i64^b^^ia^b^^b^     . 


xs 


6^4    -+*6/^4^ b-+-  l64^b 


Je  forme  le  quarré  de  la  féconde  formule  d'approxima-^ 
tion  ou  croifiéme  racine  approchée  pour  le  comparer  avec 
le  quarré  propofe  a^  --H  b. 


NHmtr4teur. 

« 

Dénomin4teur. 

• 

4  4**-f 

* 

845 

•4-  4'i4^ 

X  4  4*  ^  -+ 

-^' 

x8  4' 

-4-44^ 

* 

Ua'^lf'- 

+.  44^  ^î 

644* 

'^^x  a^ b-^ 

k 

4-     ^+ 

•+•  3 1  4*  ^  -f 

.1^4»**, 

^ 

^4^ 

r*Hh<44^^- 

t-i6<'^* 

ltf4+*^-H8  4^*'-4-*^ 


A  44  b  -H  ^ 
845    -h    44^ 

4  44  ^    ^+-    b^ 


84)   -^   J^4b. 
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d"^ 


4  4^  i  -I-  rf^* 


%û^ .  -^  4^ 


qui  réduit  à  moindres  termes  donne 


a"-  -*-  h 


dont  j'ôte  4^  -4-  i  quarte  propofé.  Le  reftc  eft  Texccs  du 
quatre  de  la  formule  féconde. 

Donc  Texcès  où  la  formule  d'excès  eft 


^^  644*'-H644^^-Hl6  4'^^\ 

z°.  Prcfentement  je  fubûituc  j'  à  la  place  de  4^  &  la 
formule  d'excès  qui  précède ,  à  la  place  de  h.  Dans  la 

%K  formule  4  -4-  ~— r  >    ce  qui  donne 

•g  45  «^  4^*^ 


*    H-l64*^^*-t-84^^'^^4 


64  4* -h  64  4+ -t-  164^^^ 


^    -h  Itf4*^^-h84^i*-+.^^ 
**  64  4^-+-6444-+-l64^K 

Remarque  i. Cette  expreffion  eft  très-compofée  $  avant 
de  la  réduire  à  une  cxpreffion  plus  fimplc ,  il  faut  fnbfti- 
tuer  à  la  place  àcjf  ^àc^  &  de  /5  leurs  valeurs  ,  ce  qui 

augmente 
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augmence  les  termes  &:  rend  TexprefCon  encore  plus  corn- 
pofée  i  c'eft  pourquoi  il  vaut  mieux  continuer  l'approxi- 
mation par  les  nombres ,  puifqu'il  s'agit  de  trouver  en 
nombres  une  racine  approchée.  Et  pour  lors  la  première 
formule  d'approximation  fuffit,  car  après  avoir  employé 
cette  première  formule  dans  une  première  opération  ,  il 
fuiiitde  fubfticuer  ces  nombres  aux  lettres  de  la  formule 
pour  continuer  indéfiniment  l'approximation  tant  de  fois 
qu'on  voudra  la  réitérer  ,  car  chaque  opération  donne- 
ra toujours  une  racine  de  plus  en  plus  approchée  que  la 
précédente.  P'ailleurs  comme  il  faudroit  pouffer  l'ap- 
proximation à  l'infini,  pour  trouver  la  racine  exaâe ,  ce 
qui  eft  impoffible,  il  eft  inutile  dans  la  pratique  d'aller 
au-delà  d'une  féconde  approximation  ,  puifque  dès  la 
première  ,  on  eft  parvenu  à  des  parties  moindres  que 
toute  grandeur  fenûble. 

PROBLEME    IL 

Trouver  les  Formules  ^approximation  par  excès ,  pour 
réfoudre  les  égalisez,  dr  les  puijfances  imparfaites  du 
fécond  degré. 

Toute  égalité  &  puîffance  imparfaite  du  fécond  degré 
peut  s'exprimer  en  général  par  z^  ==  a^  H^  ^-  Ce  qui 
renferme  deux  cas. 

Le  premier  cas  eft  ,  lorfque  je  compare  z!-  avec  un 
quarré  moindre ,  ce  que  j'exprime  ainii ,  z^  ==  a^  -f-  h 
2  y  -+-  I  ==:  x6.  Dans  ce  cas  je  cherche  une  racine 


approchée  par  défaut.   C'eft  le  fujet  de  ce  Problème. 
Le  fécond  cas  eft  lorfque  que  je  compare  z?-  ==  i6 

zs=  ^6 îo  avec  le  quarré  3  6  qui  eft  immédiatement  plus 

grand.    Et  pour  ôter  tout  équivoque  au  lieu  de  l'ex- 
primer par  4^  —  ^ ,  je  me  fers  d'autres  lettres ,  &  j'écris 

z^=^cc ds=si^6^--^  io=sa  16  j  dans  ce  cas  je  cher- 

Analyfe.  rr 


'Wfoa.  dif»«.^.  ^ItS  »PP'°'''"  ^  UiE 
fot»«»=  r"    pterolé"  *"  formule  IT^^Î* 


qoeUe  «  "'V 

nue  cevvcs  « 


Principe.  Il  faut  remarquer  que  co  n'eft  ni  par  la  plus 
grande  ni  par  la  plus^^  petite  erreur,  que  l'on  doit  juger 
de  la  valeur  d'une  Méj:hode  ou  d'une  Formule  d'approxi- 
mation ,  de  même  que  dans  les  jeux  de  hazard  on  juge  de 
l'avantage  ou  du.défavancage  des  joueurs  par  la  fomme 
des  avantages  &  des  défavailtages  de  chaque  coup ,  di- 
vifé  par  le  nombre  de  tous  les  coups,  &:  non  point  par 
le  coup  feul  ouïe  plus  favorable  ou  le  plus  contraire: 
ainfî  pour  juger  (ainement  de  la  valeur  d'une  formule 
d'approximation ,  il  faut  dtvifer  la  fbmme  àts  erreurs 
par  le  nombre  des  cas  poflibles. 

Je  me  borne  à  déterminer  l'excès  ou  le  défaut  dans  Ics 
formules  fimples  &  primitives , comme  4  -+•  *^ ,^ 4— ^  — 

ou  r  —  —  i  mais  comme  jç  dirai  quelque  chofe  pair  oc- 

cafion  des  formules  dérivées,  il  faut  expliquer  ^d'abord  ei> 
quoi  elles  confident ,  fi  j'augmente  ou  je  diminue  de  l'u- 


nité le  numérateur  ^  it  i  >  j'aurai  a  «+•  "*"'  ,  ou  4  •+• 


ou  4  -4^  1 ,  ou  4  *+*  1 qui  font  des  fqrxmilcs  déri- 

vécs  de  la  formule  primitive  4 -H ~. 

On  peut  de  même  tirer  des  formules  dérivées  de  toutes 
les  autres  formules  primives  dans  les  cas  où  ces  dérivées 
peuvent  être  plus  exaftes  que  les  primitives ,  dont  la  fira- 
plîcité  eft  préférable  aune  plus  grande  exaditude  que  les 
dérivées  peuvent  avoir  en  certains  cas* 

I  -.  Pour  déterminer  l'erreur  par  excès  ou  par  défaut 
dans  le  quarré  ou  la  féconde  puifiance. 
Premier  Exemple.    Soit  le  quarré  imparfait  îi:;llf ,  6C 

fa  formule  d'approximation  a  Hh  —  qui  eft  la  première 

racine  approchée. 

rr  ij 


17^  Analyse   gbnerali^ 

J'clcvc  au  quaré  4  -4-  — 


4^ 


4^ 


i^  -H  il 


OU  4*  H-  ^  H-  il  Quarrc 


4^i» 


Enfaite  je  compare  ce  quarré  de  la  formule  avec  le 
quarré  propofc    .     .    ,    •    4*^  -i-  è 

o        o 

étant  le  plus  petit  du  plus  grand ,  le  refte  eft  •+•  iL. 

Donc  le  quarré  de  cette  première  formule  excède  le  quarré 

propofé  a^  -+-  b ,  univerfcUcment  de  •  •  .  .  il  que  je 

nomme  formule  d^exccs. 

Maintenant  pour  juger  de  la  valeur  de  cette  formule 

d'excès  L-. ,  j'examine  toutes  les  valeurs  pofTibles  de  ^  ; 

or ,  nous  avons  démontré  que  a^  -4-  i4  -f-  i  eft  la  va- 
leur du  quarré  plus  grand  que  a^  qui  le  fuit  immédiare*- 
ment^  &  que  tous  les  quarrez  imparfaits  contenus^efitce 
deux  quarrez  qui  fe  (uivent  immédiatement ,  étoienc 
compris  dans  Tinter  vale  exprimé  en  général  par  xa^  qui 
efl:  le  double  de  la  racine  du  moindre  des  deux  quarrez 
que  Ton  compare;  doàil  fuit  que  b  peut  en  général  va- 
loir fucccffivemcnt  i ,  i ,  3,4,  &:c.  jufques  a  1^,  enforte 
que  dans  le  quarré  la  fomme  des  erreurs  de  tous  les  cas 


poffibles  eft  -L  -4-  -±  -t-  -1. ,  &c.  jufqul  îîî  , 

4^4  4i»i»  4^/1  \ML 
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dont  la  racine  eft  ^. 


%s 


Dans  ces  fraûions ,  le  dénominateur  efl;  confiant  c'efi: 
4aa  y  le  numérateur  eft  le  quarré  de  la  fuite  naturelle  des 
nombres  ,  il  n'y  a  donc  qu'à  trouver  la  fomme  de  ces  nu- 
mérateurs quarrez  1.4.  9.  16.  &c.  jufques  à  444  qui  eft 
le  dernier. 

Or ,  par  ce  qui  a  été  démontré  par  Vl^allis  &  plufîeurs 


autres ,  cette  fomme  eft  égale  a       "^    ■^'^^.  Je  divifc 

3 
cette  fomme  par  le  nombre  des  cas  poifibles  444 ,  ce  qui 

fe  fait  en  multipliant  le  dénominateur  5  x  444 ,  &  f  ai  pour 

la  fomme  des  erreurs  dans  le  quarré  de  cette  première 


formule  ^^  -^éan^»  ^  divifant  tout  par  a  pour  avoir 


IX  ss 


Ui» 


une  expreflîon  plus  fîmple ,  j'ai 

Mais  puifque  le  nombre  des  cas  poffiblcs  eft  ^jf ,  Je  di- 
vife  encore  cette  fraûion  par  2^,  en  multipliant  à  cet 
effet  fon  dénominateur  par  J^ ,  ce  qui  donne 


i  ou  I  -+-  îilLli  pour  Terreur  moyenne 


14  ^^  3L4  MA 

ou  d'eftimation. 


Mais  comme  la  fraâion  fl±i  diminue  à   l'infini  à 

proportion  que  la  valeur  de  a  augmente  -,  il  fuit  encore 
de  la  que  reftimation  générale  ic  univer£clle  de  l'erreur, 
eft  feulement  de  f  dans  le  quarré  de  la  première  formule 
d'approximation» 

Ce  qui  fe  concevra  plus  facilement  pac  les  nombres^ 
Exempte.  Entre  les  quarrez  9  ic  16  y  qui  fe  fuivent  im- 
médiatement ,  &  dont  les  racines  font  3  &  4  ,  il  y  a  fis: 
quarrez  imparfaits  i  fçavoir^  10^  11^  12.,  15,  i4>  if^ 
dont  les  racines  approchées  font  5Î,î7>3éï36>îé>3^r 
dontles  quarrez  font  1075, 1x17,  i^it;  UtIj  ^4^6»  ^JT» 

rr  iij 
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Icfqucls  furpaflcnt  les  quarrez  propofez  imparfaits, 
lo,  II,  II,  13  ,  14,  ly  ,  d^  TT ï  17j  &:c.La  fommedes 
numérateurs  eft  91 ,  ce  qui  donne  f^  pour  la  fomme  des 
erreurs ,  le  produit  en  fraftion  77. 

Or  ,  comme  on  peut  également  avoir  befoin  de  tirer 
la  racine  quarrce  des  tous  ces  quarrez  imparfaits  ;  pour 
avoir  Terreur  moyenne,  je  divife  la  fomme  des  erreurs 

I7  par  le  nombre  des  cas  poffibles ,  c'eft  . 


91        91 


56X^  ** 


'  '      Voilà  Terreur  moyenne  en  nombres  dans 


116* 


ce  cas  particulier  pour  la  première  formule  primitive 
d'approximation  a  H-  jL, 

Par  la  même  Méthode  ,  on  trouvera  que  Terreur 

L 

moïenne  de  la  formule  primitive  ^ qui  eft    par 

excès,  ou  de  la  formule  dérivée  qui  lui  eft  égale  ,  a  -+- 
^^r7::riET?ir3T-: ,  &  par  confequent  cette  cr- 


&  a  -4-  ^  14  «'  -f-  48  a^  -+-X4i» 

reur  eft  moindre  que  j,ainfi  ces  deux  formules  ,  la  pri- 
mitive &  la  dérivée  font  un  peu  plus  exaftes  que  la  pre- 
mière qui  précède  a  H ,  mais  elles  font  un  peu  plus 

compofées  d'un  autre  côté  ,  Terreur  eft  donc  toujours 
moindre  que  Tunicé  dans  le  quarré. 

Dans  la  première  formule  primitive  a  -4 ^,  la  plus 


grande  erreur  eft ,  lorfque  é  =  za^  car  alors  le  quârré 
de  cette  erreur  eft  —  ==  i. 

Et  la  plus  petite  erreur  eft  lorfque  i  s=  i ,  car  alors 
le  quarré  de  cette  erreur  eft  —  x  h  ==  — ^ 

Au  contraire  dans  la  formule  dérivée  4  •+-        ,    ■ 
Terreur  la  plus  grande,  eft  lorfque  t  =  i ,  ce  qui  donne 
pour  Terreur  dans  le  quarré  ^^^j^%^^  ^. 


Litre      second.  jjy 

Ucrrcur  la  plus  pcdcc  cft  lorfquc  b  =  x  4  ^  ce  qui 

donne  pour  Terreur  dans  le  quarré  - —     g  ^ 


Si  Ton  fc  fcrc  de  la  formule  dérivée  4  -4 


2.  i»  "-f-^   ) 
l'erreur  fera  toujours  en  deffus  &  moindre  que  ^, 

La  plus  grande  erreur  eft  lorsque  b  =4,  ou  ^s==:4 

i^  alors  Terreur  dans  le  quarré  eft 


4  4»i»  -t-  4«  -T-  '• 

&  la  petite  erreur  eft  lorfque^  =  i ,  ou  ^  ==  24 
dans  ce  cas  Terreur  dans  le  quarré  eft     ^^^^- 


donc  Terreur  moïenne  dans  cette  formule  dérivée  eft 

8  ii'  -(-  Il  MA  •4-  4  * 


de    /  .T.  .   "V"  ,  elle  eft  donc  univerfcUcmcnc  de  \. 

4  8ii5  -4-48  nif-^li  4»' 

Ainfi  Terreur  moïcnue  dans  cette  dernière  formule 
dérivée  eft  précifément  de  la  moitié  plus  petite  quedans 

la  formule  primitive  4  H où  Terreur  moïenne  eft 

d'un  tiers  :  elle  a  encore  ceci  de  particulier ,  que  Terreur 
eft  égale  hc  toujours  par  défaut  dans  les  deux  cas  où  le 
quarré  imparfait  eft  également  éloigné  de  deux  quarrez 
parfaits  ,  Tun  plus  grand  &  Tautre  plus  petit ,  dans  Tin* 
cervale  defquels  il  eft  compris. 

Par  exemple.  La  racine  de  11  eft  3  ^,  &;  la  racine  de 
14  eft  3  i  i  or  1 1  furpafte  p  de  z,  &  14  eft  furpaffé  par 
\6  aufli  de  1. 

De  même  le  quatre  de  3  7  eft  1  o  ~ ,  qui  eft  furpaffé  par 
X I  de^l ,  &  le  quarré  de  3  ^  eft  1 5  j^  qui  eft  furpaffé  par 
I4aii(fi  de  il,  &:c. 

2°.  Four  déterminer  les  limites  dans  U  racine. 

Il  eft  plus  difficile  de  déterminer  Terreur  foît  par  dé- 
faut foit  par  excès  dans  la  racine  que  dans  le  quarré ,  à 
caufe  de  Tirrationalité  qui  fe  trouve  dans  la  racine. 


37^  AmaLTSS     GEVEllAIE, 

Voici  la  Méthode  qui  m*a  paru  la  plus  fimplc  &  la  plus 
naturelle.  Je  confidcre  en  particulier  chacune  des  ra- 
cines trouvées  par  chacune  des  opérations  ^  Se  je  fuppofe 
que  celle  qui  fuie  eft  exa£te  par  rapport  à  celle  qui  la  pré- 
cède ,  &  que  la  différence  de  ces  deux  racines  eft  Ter- 
reur dé  la  première  qui  précède  immédiatement. 

Ainfi  dans  a^  -+*  h ,  la  première  racine  approchée  eft  a, 

la  féconde  eft  4  Hf-  — . 
J.a  troifiéme  eft  a 


b  b^ 

La  quatrième  eft  ^  -t-  —  —  nr+TTr; 

t4  


La  cinquième  eft ,  &c. 
Je  dis  1°.  que  Terreur  de  la  première  racine  eft  un  peu 

h 

moindre  que  —  qui  eft  Texcès  de  la  féconde  racine  fur  la 

première. 

xo.  L'erreur  de  la  féconde  eft  d'un  peu  plus  de 

b^ 


30.  L'erreur  de  la  troifiéme  eft  un  peu  plus  de 

■  ^  n^.  — f  L..  o^^s  At.±,g^iLi  8^  ainfi  de  fuite  à  Tinfini. 

D'où  il  fuit    I  o.  que  Terreur  de  la  première  racine 

4  ,  eft  précifément  ~ ITTIPTTî  "^ 

■  „  7  .^^ — n-TTS — I/.X-J-»    jLi  en  commuant  cette  pro- 
greffîon  à  Tinfini. 

xo.  Que  Terreur  de  la  féconde  racine  a  -f ,  eft 


preciiementY-j 


^mb  \x% M^ ^  m a>  b-^%oti>  b^^tmb^. 

&CC.  en  continuant  de  même  la  pregreifion  à  Tinfini. 
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F0rm4thn  de  U  frogrtffign  des  formules  des  limites 
d^âffroximation  ^  qui  fervent  a  trouver  les  formules 
d'4pproxim4tion . 

Chaque  formule  d'erreur  par  défaut  ou  par  excès  efl: 
une  fraàion. 

Les  numérateurs  font  des  puifTances  de  b  non  pas  prifês 
de  fuite ,  mais  en  fautant  toujours  au  quatre  de  la  précé- 
dente^,  b^  yb^  ^b^ ,  &c.  à  l'infini ,  c'eft  la  multiplication 
de  Texcés  b  précédent^multiplié  continuellement  par  lui- 
mcme^ce  qui  fe  fait  en  doublant  toujours  l'expofantde  b. 

Les  dénominateurs  viennent  delà  multiplication  con- 
tinuelle du  double  du  numérateur  de  la  racine  précé- 
dente y  réduite  auparavant  en  fraâion ,  &  enfuite  mul- 
tipliée par  le  double  du  dénominateur. 

Ces  formules  d'erreur  fervent  à  trouver  les  formules 
d'approximation  fuivantes  ,  &  réciproquement  chaque 
formule  d'approximation  fert  à  trouver  la  formule  d'er* 
reur  fuivante. 

Ainû  pour  avoir  la  féconde  racine  a  -f-  ~  ,  je  le 


double  y  c'eft  —  ,  je  multiplie  ce  double  x  a  par  fon  dé- 
nominateur I  y  c'efl:  14X1  =s  t  a  ^  c*eft  le  dénominateur 

h 
delà  fraâion  qui  zb  pour  numérateur  —  ,  c'eft  la  pre- 
mière formule  d'erreur  ou  des  limites. 

J'ajoute  cette  fraâion    à  la  première  racine  4  ,  j'ai 

pour  féconde  racine  &  féconde  formule  a  -+-  — 

Pour  avoir  la  troifiéme  racine  ou  troifiéme  formule 
d*approximation  a  -t-  ^  ^5  ^)^^^  >  ou  fon  égale  a 

j^jr:^— jj- ,dont  j'ai  expliqué  la  formation  dans  le  Pro- 
Analjfe.  ff 


37S  Analyse    genekale, 

blême  premier;  je  peux  encore  la  former  de  la  manière 

qui  fuie,  quieft  plus  fimple  6c  plus  facile. 

Je  forme  à  cet  cflFcc  la  féconde  formule  d*crreur  , 
comme  il  fuie,  fon  numérateur  eft  ^^,  c*eft  le  numéra-* 
teur  t  de  la  première  fradion  multiplié  par  lui-même , 

Pour  avoir  le  dénominateur,  je  réduis  la  féconde  ra- 


cine ,  4  -t-  —  en  fraûion,  multipliant  l'entier  4  par  le 
dénominateur  x  4,  or  4  x  1 4  =  z  aa  que  je  joins  à  la  frac- 
non  — ,  c  eft 


%  M'  1« 


Je  prends  enfuite  le  double  de  ce  dernier  numérateur 
1  aa  -+-  ^,  c'eft  444  -t-  z  ^ ,  que  je  multiplie  par  le  pre- 
mier dénominateur  précédent  2  4 ,  or  4  4  4  -H  z  ^  x  z  4, 
donne  8  4'  -+-  44  ^,c'eft  le  dénominateur  de  la  deuxième 

formule  d*crreur  »  «   ,  ,  > 

Et  4 4 4  -+-  txa  donne 444^  -+-  b'^  pour  le  numéra- 
teur de  la  troifiéme  formule  d'approximation  qui  a  le 
même  dénominateur  de  latroifîéme  formule  des  limites; 
ainfi  la  troificmc  formule  d'approximation  eft  a 


Zjti  H-4^. 

Pour  avoir  la  quatrième  racine  approchée,  &  la  troi* 
fiéme  formule  des  limites  ou  d'erreur ,  le  numérateur  de 
celle-ci  ^^  eft  le  numérateur  de  la  troifîémc  formule 
précédente  h^  multiplié  par  h^ ,  or  b^x  h^  =  h^. 

Le  dénominateur  fe  trouve  ainfi,  je  réduis  la  troifiéme 

formule  d'approximation  a  H-  ^ ^3  ^,         en  une  feule 

fradioD ,  multipliant  l'entier  4  par  le  dénominateur  en- 
tier ,  or  4x8  4^ -+-44^  =  8  4^  -4-  44^  ^ ,  je  joins  ce 

^  M^  ^%  MMh^h^ 


produit  à  la  fraûion  entière  -f-  g  J|\.    ^^  ce  qui  donne 


LlVKB    SBCOKl).  $yf 

Je  double  ou  je  multiplie  par  i  ce  dernier  dépominaceur, 
j'ai  1^4+ -f- i64*^-J- 1^* 
enfuice  je  le  mulciplio  par  le  précédcftc  «lénosânacew 

X  8  4*  -+-  j^ab. 


Produit  li  8^^  -H  I  5X4*^ -H  8 045  ^' -H  8  il ^*. 
c'câ  le  dénominateur  de  la  croifîéme  formule  des  limites, 
ainfi  la  troifiéme  formule  des  limites  d'approximacion  eft 


lxS«7«^i^i«i  i,^  80it'  h^  -4-8  if  6' 

Enfuice  pour  avoir  la  quatrième  racine  ou  formule 
d'approximation^  je  lui  donne  le  dénominateur  trouvé  « 
1184^,  &:c. 

Pour  former  le  numérateur,je  multiplie  par  ^,le  déno- 
minateur précédent  doublé  164^  -+-  i6a^  B  -t-  %  b'^y.h. 

ce  qui  donne  i  é  4^^  i^  -f-  16  a   h   -+-  1  b^  H-  b^. 
y  ajoutant  h^  numérateur  de  la  tormulc  d'erreur 

I x8  4^  -4-  ipx  4'  iè  -+-  80 4^  ^^  -4-  84  A 
&  ajoutant  4 ,  j'ai  la  quatrième  racine  ou  formule  d*ap 

proximation  4 -H  u».^^-^,,,^!  ^  ,^.\o4»  t^r*-^^*^- 


yry 
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Formation  de  la  quatrième  Racine. 
X  84^    +44^ 


t- 


^4     •+•     i6a^  b^^6^o    a^b^^-i^    64 a^  b^ 
16  710 

8  •  4    H-»  800 .  «  . 


•    •  —1  '    •    • 


48  ...    3^0    


•        • 


40 


i0244'***+-548  4*i^«4-i4o8  4*i^^+ 3844^/^^    dénomin# 

-1-514^^^     Commun. 


mr      ^ 


84^    -H  4  4^. 

X       Jb^ 


%a'>  b^^^/^ab\     i c.  numérateur. 


118    4^-*-    I9^4'iè^-.   80       45i&^-t-.8     4i5J 

X     4  a^  b     -4-  ^^ 


8     .     •    5^ 

4     •    •    •  4 

ii%a^Jb^^i9ta'b^^    804^^^^  8    ah 


jii4^^-4-8^64^^-*-yii.4^ié^-Hiii45i^^      z<*.   num, 

84^*  .    •.  ^    845^+^4     4i^      I^    num- 


JIZ4*^H-8^6  4'i^*-f.yiX4'^-|-.IZ04'i^*-+>  1X4^*. 


PROBLEME    IV. 

Affliquer  les  Formules  d'approximation  du  fécond  degré 

a  des  Exemples  en  nombres. 

Premier  Exemple.  Soit  le  côté  du  quarré  ==5  i ,  le 
quarré  de  la  diagonale  ==  i.  Donc  pour  avoir  la  valeur 
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de  la  diagonale  il  faut  cirer  la  racine  quarrée  de  z  y  qu'on 
ne  peut  trouver  exaâremenc^mais  donc  on  peut  approcher 

à  rinfini   par  la  formule  a  -+-  — 

Dans  ce  cas  j'ai  a  ==s  i ,  première  racine  approchée 
de  1  =zA'-^B.  Donc  h^==^  i. 

Subftituanc  la  valeur  àcaftct  dans  la  formule  4 -4-  — 
j'ai  I  -H  î  pour  féconde  racine  approchée ,  ou^. 


lit 


Enfuice  je  fubftituc  les  valeurs  de  4  -h  —  »  i  -H  f  dans 


la  féconde  formule  a  -*-  \^JZ  J,  1  ^^  V^^  donne 

,     4x1x1  -f-'  .4-4-1  t  17 

8x1 -H  —  5^,  ^*^ 

c'eft  la  troifiémc  racine  approchée ,  on  en  trouvera  d'aUr 
très  à  rinfini  par  la  même  Méthode. 

Autrement.  Ayant  trouvé  la  féconde  racine  ar^  JL 

==:  I  i  s==i  {  =  c  ,  je  quarre  c  =:  {  fon  quarré  eft  | 
que  j'ôte  àca^^i  =  i  quarré  imparfait  propofé ,  ôtanc 
le  plus  petit  nombre  du  plus  grand ,  je  fuppofe  le  relie 
c==s +;  di  c'eft-à^dire ,  je  prends  pour  féconde  racine  ap- 
prochée c  —  —  qui  donne  x  ==5 1  qtii  ôrc  de  |  le  reftc 

X  c 

t=z  I  =S3  ^.  Or  ^  -—^  —  donne  | X ,  qui  «étant  ré- 
duit à  fa  plus  fimple  expreffion  ,  donne  H  ==  i  *+•  À  > 
&c.  à  l'infini ,  &:  ainfi  des  autres. 

Second  Exemple.  Soit  propofé  le  quarré  imparfait  loo, 
dont  on  demande  la  racine  approchée  ^  pour  crouver  par  ' 
exemple  la  corde  du  quart  de  cercle  dont  le  raïon  ell 
10 ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe  pour  trouver  la  gran.» 
deurde  la  diagonale,  dont  le  quarré  100  eft  double  du 
quarré  xoo^  dont  le  côté  10  eft  donné. 


}ît  Aï^ALYSB    eEHERA  LB) 

yZi^OnC  Z,*  aazssa^  .4-  ^  =3=5   lOO. 
or  4  =  14,  14  X   I4zœl9^s=cs^% 

&  200  1 96  =  4  ,  donc  i^  =  4. 

X^.  Subilltuanc  14  à  la  place  de  4  ,  &  4  à  la  place  de 

B  dans  la  première  formule  4-4-  —  ,  j'ai  pour  féconde 

racine  approchée  I4'+-^  qui  fc  réduit  à  14  -4-  y,  divi- 

fanc  les  termes  de  la  fradion  par  fon  commun  divifeur  4. 

1°.  En  me  fervant  de  la  féconde  formule  d'approxi- 

mation  4 -H  5jr37T^  ,  jai  une  troifieme  racine  encore 
plus  approchée  14  ^  4x,9^x4^-t^ 

'  8  X  Z744-4-4X  56 


11951 -f- 114  1117^  138^ 

en  divifant  les  deux  termes  de  la  fraûion  par  leur  com- 
mun divifeur. 

Il  n'eft  pas  néceflairc  de  pouffer  plus  loin  l'approxi- 
mation ,  il  fufHt  de  quarrer  cette  racine  pour  la  compa- 
rer avec  le  quarrc  donné  zoo ,  comme  il  fuit.  i^.  En 
nombres,  t^.  En  lettres  de  la  formule. 

I  o.  Pour  quarrer  l'approximation  trouvée  en  nombres^ 
je  réduis  d'abord  l'entier  14  en  fraâion  en  le  multipliant 
par  le  dénominateur  ,  6c  j'ajoute  le  produit  au  numéra- 
teur 197. 

19404  14 

H-  I  97  X  I  3  8tf 

19601  5544 

1  i%6 

J'ai  donc  à  élever  au  quarré  19404 

t     r    CL'        19^01  '  ■ 

la  traction  — 7- 

138^ 

19 601  138^ 

xi9tfoi  xi58^ 
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I I j6o 6  .  .  1x088 

I 7^409  .  •  »  .  4158. 

1  96 O  1  ....  m  138^.. • 


384I9920I  19x0996. 

Quatre  du  numérateur.  ^uarré  du  dénominateur. 

Divifeur.      \  Dividende. 
1910996/  3841992.01 


19.  t9,9$6 


zo  ...  3841992. 0.       Premier  produit. 

000000:1.  Refte. 
xo : o  •  •  •  • 

D'où  il  fuit  que  la  racine  trouvée  par  la  féconde  ap- 

proximacion  14  -**  7^  cft  fuffifante  ,  &  qu'il  n'eft  pas 

néceffaire  de  pouffer  plus  loin  Topcration  pour  en  appro^- 
cher,  puifque  fon  quatre  ne  furpaflfe  le  quarré  imparfait 

propofé  que  de  T^^f^^T^  qui  eft  une  grandeur  plus  pe- 
tite qu'aucune  grandeur  fcnfible. 

xo.  Je  forme  aufllle  quarré  de  la  fotmule  pour  le  com- 
parer avec  le  quarré  propofè  pour  avoir  Tapproximation 
exprimée  en  général  par  des  lettres. 

4/44  b^^bh 


4sab  -+  bb 

Quatre 4^ -4- 3^,^^^^      - 
OU  if^  -+•  p  ^+^ h  z — : 

'•4 

1 

-fft^xp  -1-^4 
.  é4  ii*  ^ -t-l64»^* 

%a}-^/^ab                    or 

X 

44- ^-f-^ 

5f4  Akalysb   gskbrale, 

Ce  qui  dQnnc  pour  le  quarré  de  la  troificmc  formule. 


X         .     x^»-+-it*-f.^» 


ou  4   "ir  P  -ir  ;^  f  ^^x  ^.,^  i»»-f  itfi»- 

PROBLEME    V. 

Trouver  les  formules  d'approximation  pour  les  racines  des 

troifiémes puijfances  imparfaites. 

C'eft  dans  le  cube  imparfaic  ^  ou  la  troifiéme  puiffance 
imparfaite  ^  que  ma  nouvelle  Méthode  commence  à  fe 
développer  dans  toute  fon  étenduë,elie  s'applique  enfuice 
de  la  même  forte  à  toutes  les  puifTances  fupérieu  restau- 
lieu  que  dans  le  quarré  qui  efl:  la  féconde  puiffance,  l'é- 
galité de  la  féconde  fomme  alternative  donne  direâe- 
ment  une  valeur  de  x  rationelle,  de  forte  qu'il  eft  inu- 
tile dans  ce  cas  de  comparer  les  deux  égalitez  pour  en 
tirer  une  troifiéme  qui  feroit  en  même  cems  &  moins 
{impie  &:  moins  approchée. 

Mais  dans  le  cube  imparfait^  l'égalité  de  la  féconde 
fomme  alternative  donne  une  valeur  &  très-approchée^ 
&  très-utile  pour  certaines  conftruâions  géométriques, 
comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite  y  mais  qui  n'eftpas 
commode  pour  le  calcul  Arithmétique  ^ ,  c'eft  pourquoi 
il  faut  fuivant  l'article  fécond  de  la  régie  générale  de 
ma  Méthode ,  comparer  les  égalitez  des  deux  fommes  al- 
ternatives pour  en  tirer  une  troifiéme  égalité  du  premier 
degré ,  ou  Amplement  d'un  degré  commode  >  c'eft  pour 
cette  raifon  que  dans  l'effai  de  ma  Méthode  ,  &  dans 
l'abrégé  que  j'ai  publié  en  1661  ^  je  n'ai  point  donné 
d'exemples  pour  la  féconde  puiflance  ,  mais  feulement 
pour  la  troifiéme ,  parce  que  c'eft  dans  la  troifiéme  puif- 
fance  où  cette  Méthode  s'applique  dans  toute  fon  étendue. 

Soit 
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Soit  cû  général  >  une  croifiéme  puifTance  imparfàice 

quelconque  Xs^  s=  4^  H^  h.  donc  z.  ===K  4'h^** 


iî^/f  générale. 

Pour  trouver  les  formules  d'approximation  ,  (bit  la 
puiflance  imparfaite  z.^  s=s  4'  hh  ^.  dont  4  eft  la  ra* 
cine  approchée  en  nombres  entiers  ^  donc  z,  eft  entre  é 
fie  4 -4-  I  ou  entre  4  &4 i. 

10.  Je  fuppofex^  =:x  -+-  J  4. 

Je  fubftituë  cette  valeur  de  z,  dans  l'égalité  propofêe,  ce 
qui  fc  fait  en  l'élevant  d'abord  à  la  troiûéme  puiilance, 
comme  il  fuit. 


*==  X  HF- 14 


X  Z,  =:  X  -H  {  4 


Z.^  ==  X^  ■+-  5  4  X  -+-  ;  ad 
ou  Z,^  s==3  X*  -f-   4  X  Hh-  2  4  4 


X  «i  s=5  X  -+-  7  4 


3 


XÎ4-.i4X^^4^i4*X-ï-  |4^ 


La  fubftitution  donne  l'égalité  transformée  qui  fuit 

X5^i  4X^Hhi4*  X  -Hj  45  c=s45  -*-  b. 

^^  Je  fepare  le  premier  membre  de  cette  égalité  en 
deux  fommes  alternatives ,  que  j'égale  à  la  moitié  du  fe- 
cond  membre. 

i'^.  fomme  alternative  çompofee  du  i^'.  ic  3 ^  termes* 

x'  ^^i4^x=îL=tL* 

x^,  fomme  alternative  compofée  du  i<^.  &  4'  termes 
1  .    I  *t        «'-H* 


Altâfyfe,  tt 


^%4  Analyse    gemekalk, 

50.  Pour  tirer  une  valeur  racioneile  dç  x  Je  compare 

ces  deux  égalitex  félon  la  Méthode  des  Problêmes  plus 

que  déterminez ,  comme  il  fuit. 

D'abord  j'ôte  les  fraiÊtions ,  ce  qui  donne 

ou  cranfpofant 
X  3  4 


EciÎ4  X^-4-  I  4Î 


1  •      -  z 

OU    I2  4X*^  s=5  tf  45*+»6iè—  14^ 

XX..  X  4  X  ^X 

1 1  4  X^  c=   tf  4^  ■+•  ^  4  i'''  —  9  45  X. 

Je  fais  dans  ces  deux  égalitez  le  premier  terme  égal , 
&  dans  les  autres  termes  f  obferve  Thomogénïté,  comme 
If  efl:  du  troifîéme  degré ,  je  lui  fuppofe  un  expofanc  en 
chifres  romains  ^'\  ainfî  tous  les  termes  feront  de  quatre 

dimenfions.  .,       ,      . 

A  cet  eâTet  je  multiplie  dans  la  première  égalité  tous 
les  termes  par  3  a  qui  eft  Texcés  de  ii  ax^  fur  4x^  ;  dans 
la  féconde  égalité  je  multiplie  le  premier  terme  par  xqui 
eft  Texcés  de  x^  fur  x* ,  je  multiplie  le  fécond  &  le  troi- 
fiéme  terme  x  4 ,  fi£  le  dernier  terme  par  9  x  ,  par  ce 
moyen  j^ai  deux  égalitez  entièrement  égales  &  femblablcs 
ou  plutôt  la  même  égalité  répétée. 

Voilà  la  première  manière  de  comparer  les  égalitez 
tirée  des  deux  fommes  alternatives  ^  qui  me  donne  la 

première  égalité  réduite  1 1 4X^^=  6ià^6ab $  a^x 

qui  donne  une  valeur  de  x  trop  petite  ;  puifque  félon  mon 
Théorème  je  devrois  égaler  la  première  fomme  x^-H  l  ^x, 

à  une  fomme  plus  grande  que  — ;^  ,  mais  je  fçaî  auffi 

que  Terreur  eft  moindre  que  runitc,  car  par  le  premier 
corollaire  fi  j'égale  la  première  fomme  alternative  x^  «-h| 
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d^  X  ^  avec  *— j — H  j,  f  aur  ai  une  valeur  de  X  un  peu  trop 


^ande ,  mais  fi  je  l'égale  avec  ^ ,  j'aurai  une  valeuc 

de  X  un  peu  trop  petite ,  mais  toujours  d'une  fraâioa 
xnoindre  que  l'unité. 

40.  Ainfi  je  compare  la  première  fomme  alternative 
vec  la  moitié  du  fécond  membre  augmenté  de  \ ,  c*eft 

^  «-Hi:^   X==B    


3c  le  multiplie  y.  \^  a  pour  ôter  les  fradions  ,    j'ai  \% 
^  x^  -h  9  45  x-  =j  tf  4^  -4-  6  4  i^^'  -t-  64  ,  &  tranfpofant 

3'ai  izdx^:=^6a^-¥^6ab"'  ^6a 945x,c'eft  la  fe- 

<:ojide  égalité  réduite  >  où  a:  eft  trop  grand. 

yo.  Dans  les  égalitcz  précédentes  art.  3.  négligeant 
j  4'  X  comme  une  fraftion  infiniment  petite , 


'ai  6a^  '-^rô  h 6 i  4\  Second  membre  de  la  ic- 

onde  égalité. 

=     y  4^  -h-  6  b 6  dont  j'ôtele  fécond  membre  de 

a  4^  -f-  i  /^ %  la  première  égalité. 


le  jTefte  3  4^ 

X  X 


Wlonne  3  4^  x  -f-  4  i^jc  — —  4X. 

^eft-à-dire  de  ^  a'^6  b,  fécond  membre  de  la  2^.  égalité, 
ôtant  1 45  -H  1  i^,  fécond  membre  de  la  i  ^.  égalité. 

refte        3  4^ 
<][ui  multiplié  x  x 


donne  3  4^  x  -H  4  ^  x  pour  la  troifîéme  égalité  ré- 
<luite ,  où  AT  eft  trop  grand. 

6^.  Pour  avoir  la  Quatrième  égalité  réduite,  3  4^  x  -4-4  ^  x 
—  4  X,  il  fuffit  d'oter  un  demi  de  la  troifîéme  égalité, 

ce  qui  fe  fait  en  ajoutant 4  x ,  ce  qui  donne  la  qua- 

i;riéme  égalité  réduite. 

3  45  X  -!•  4  iè  X  -—  4  X ,  où  X  cft  trop  petit. 

tnj 


^^S  Analyse    générale, 

.4  70,  Voici  les  quatre  egalicez  réduites. 

1".  it4x^^=^6a^-^6ah  —  9 4' x,  où  x cft  trop  petit,    ; 

z^^.  lia  x^  î=i6a^-+^6  ak-i-6a  —  90}  x^oùx  cft  trop 

grand. 
3^  iz4x5t=3  3  4'x-H4i&  x,oùx  eft  trop  grand. 

%    iza  Ar^  =  5  A^  X  H-  ,4^x 4  a:,  où  a:  eft  trop  petite 

8®.  Enfin  pour  avoir  les  formules  d'approximation  ^ 

je  compare  la  première  &  la  féconde  égalité  en  négli* 

géant  le  premier  membre  qui  eft  par  tout  égal. 
J*ai  6a^  -+-  6d  b ^a^ x^==i  3  a  x  •^-  4^x, 

donc  6  a^  •+■  64b  =  ii  ax  -+-  4  bx  ^  Se  dégageant 

Imconnuc  x  jaix  =  ,, ^,  ^ ^^  =  ^^1^,^ 


doncxc=s7  4  -f-  T"r^T— 7>  car  ~==  ja.Sc  z/bx^s 


1 4  i^>or  3  4  ^ — I  a  k=szat  numérateur  de  la  fra^ion,  qui 


mb 


réduite  à  moindres  termes  donne  x  ==  i  4  +      ,  ^—r 

Voilà  la  première  formule  trouvée. 

De  même  comparant  la  féconde  &  la  quatrième  éga* 
lité  réduites ,  j'ai 

€4^  -f-  64  t  -+-  6  4 5  4^X==:}  4'X-+-4^X—  4 A* 

ce  qui  donne  par  tranfpofition 

6 4^  H-  64b -t-  6 4 s==  I z 4' X  -i-  4 i^ X  —  4 X , 

&  dégageant  x ,  j'ai 

x==  — T^.     r^ — <==■'    7--1,  i. — ^— >  oux==ï^ 


iii^-+  lii  1 


car  2  i^  X  ^  4  ==  14^,34^ 1 4  b  ==  £  4  ^,  de  même 

2i  xi  4  =3=3  I  4  ,  or  1 4 ,  ôté  de  3  4 ,  refte  -f  2»  ^  qui  font 
les  deux  termes  du  numérateur. 

Donc  la  féconde  formule  d'approximation  pour  les  ra- 
cines des  troifiémes  puiflanccs  imparfaites  cft  x  — ■  r^ 

±  a  b  — f-;,  M 
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Remarque.  La  première  formule  efl:  la  plus  fîmple  & 
fuffic  feule  dans  la  pratique,  elle  donne  toujours  une  va- 
leur de  X  trop  petite  ,  mais  elle  en  approche  indéfinie 
tnent ,  ce  qui  vient  de  ce  que  le  dénominateur  eft  trop 
grand ,  &  le  numérateur  trop  petit. 

Mais  fi  on  compare  la  première  formule  avec  la  fé- 
conde >  on  trouve  que  la  différence  des  deux  valeurs 

ûcx^  eft — T-i a  ,   ,  ,  ^ ; — *r> 

^onc  Terreur  dans  la  racine  efl  d'environ  |  4  4  au  plus  ^ 
&  cette  détermination  efl  plus  exaâe  que  celle  qui  fc 
tire  4  fofferiori  ,  en  élevant  au  cube  la  racine  trouvée  i 
cette  Méthode  efl  générale ,  il  efl;  facile  de  l'appliquer  de 
même  à  toutes  les  autres  formules  d'une  égalité  quel- 
conque pure  ou  affeAée. 

PROBLEME      VL 

'Vfage  de  U  fremiére  formule  d* approximation  pour  les 
puijfances  imparfaites  du  troijiéme  degré. 

T  a  — t—  • 


Les  régies  précédentes  s'éclairciront  par  les  exemples 
"^n  nombres  qui  fui  vent. 

Soit  x^  =  100  =  64  -i-  16  ===  a^  -i-  h.  Donc 

^  =  4 ,  &  ^  ==  3  ^• 

Première  racine  approchée  ,  refle  3^. 

ZDonc  X»  c==  X  -4-  î  4 ,  or  4  =  4.  Donc  z,  î==ix  •+« z. 

mb 

Dans  la  formule  x  =  \a-k-  ^^\j^^  fubllituant  le$  va- 
Jeurs  de  4  &  de  ^ ,  j'ai  x  =  z  •+•  JÇ^Zj^T^* 

IDonc  «r  ==5  4  Hh  77  ===5  if^î  c'cft  la  féconde  racine  ap*- 

tt^  iij. 


3?onc  X  ==  1  -f- L  >^  =  2,  -4-  fn  =  ^  •+"  "TT- 


$9o  Analyse    générale, 

Prochéc  ;  je  cube  ces  deux  nombres ,  &:  j'ai  59  -4-  ~|j 
qui  diffère  de  100  de  moins  d'une  unité  ;  cette  différence 
eft  j^  environ  de  deux  tiers. 

X^our  avoir  une  troiûéme  racine  encore  plus  approchée, 
je  fuppofc  la  féconde  racine  trouvée  4  h-  ^  ==  4 ,  &  I4 
différence  trouvée  ^^  =  h  j  enfuice  fubfticuant  ces  va- 

leurs  dans  la  même  formule  4  Hh  3  ,  /  la  fubftitution 
donne 

4  T7  -r-  _^  >  ou  77-  -+  ^ 


^^4l9  *  é819  7    ^    X»  ■       6KÎ9* 

Pour  continuer  après  avoir  trouvé  la  troifiéme  racine 
approchée,  je  la  fuppofe  ==  4 ,  &  fa  différence  égale  à  ^, 
&  fubftituant  leurs  valeurs  dans  la  même  formule 

.  ,j'approcherai  toujours  à  l'infini  de  la  racine 


ab 


i< 


cherehée. 


PRO  B  LEM  E     VIL 


Vfa^e  de  la  féconde  formule  four  les  fuijfances  imparfaites 

du  troifiéme  degré. 


43 b. 


Une  puiffance  imparfaite  du  troifiéme  degré  peut  être 
comparée  ou  avec  une  troifiéme  puiffance  parfaite  plus 
petite  comme  100  ==  ^4 — |-  3  ^ ,  &  dans  ce  cas  je  me  fers 

de  la  formule  z,  ==  a  —4-     3    .  ^ ,  ou  avec  une  troifiéme 
puiffance  plus  grande  comme  100  ==  izy  — —  zy  ;  & 

dans  ce  cas  je  me  fers  de  la  formule  z,  ==  a  -—  —\ — \ 

fembîable ,  mais  dont  les  fignes  font  contraires. 

Nous  avons  donné  un  exemple  du  premier  cas  , 
voici  un  dans  le  fécond  cas. 

Soit  ;65  5SS- 4}  .«„  ^  ^  Q^^J_-;^QQ_5-  j2,j— ,2y 
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Donc  z.  ==  a V^\'J2\ >  foît â y.  Donc  h i=x  ij , 

fubfticuant  ces  valeurs  dans  h  formule  ^  )'ai 

^  3  ><  I*y ^5\  ^^®/  ^  I4"""""^I4  T'14 

donc  le  cube  eft  100  -+~4  qui  approche  de  100  à  moins 
d'une  unité  près. 

Pour  avoir  une  autre  racine  encore  plus  approchée ,  je 
fuppofe  la  racine  trouvée  4  ^  ==  4 ,  &  la  différence 
ij^.  =  Z' ,  je  fubftituc  ces  valeurs  dans  la  formule z^=x4 

Mh 


^î^_j,  la  fubftitution  me  donnera  une  racine  plus 

approchée  ,  &  continuant  de  même  on  en  approchera 
toujours  de  plus  en  plus  à  l'infini. 

Examen  de  davantage  des  deux  formules  d'approximation 
du  troifiéme  degré ,  ou  de  U  for  mule  générale  (Papproxi^ 
mation  du  troifiéme  degré. 


a  •+ 


Pour  comparer  l'avantage  des  deux  cas  de  la  formule  , 

dont  le  i^^  a  le  fîgne  — !•,&  le  fécond  le  fîgne ,  je  con- 

fidére  le  rapport  le  plus  (impie  que  j'ai  trouvé  pour  la  ra- 
cine cubique  de  100 ,  la  formule  a  — +     .  ^^  ^m'adonne 

tI"  &  la  formule  a ^3  ^\,  m'a  donné  fj-  je  réduis  ces 

deux  rapports  en  nombres  de  la  dixme  ^  ajoutant  des  zéros 
au  dividende  &  par  la  divifion  je  trouve ,  comme  il  fuie 
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PROBLEME    VII  L 

Trouver  les  limites  dans  chaque  formule  d'appr$xmâthlt 

du  troijiéme  degré. 

tremiért  Mtfhgdt*  Piùft^u'en  général  deox  cubes  qui 

& 


LlVUfi     SECOKD.  5^3 

{c  fuivcnt  immédiatement  font  4',  Ôca^ — |-  34^  — h  34 
-+  I ,  &  que  tout  cube  imparfait  s'exprime  en  général 
par  z,^  =3  a^  ±ù.  Il  fuit  de  là  que  i  eft  iexcès  ou  la  dif- 
férence du  cube  a^  &  du  cube  imparfait  z,^  ==  a^  *^  é. 
Donc  les  valeurs  de  h  dans^^ — H  S  croiflcnt.  Exemple. 
Depuis  le  cube  zj  au  cube  64,  les  valeurs  de  b  croiflenc 
depuis  I  ,  jufques  à  3  4  4  — I-  3  a  inclufivemenL,  car 
3  44  ^-t-  3  4  -H-  I  donne    précifément  le  cube  foivant 

au-deifus  ;  au  contraire  dans  a} b ,  les  valeurs  de^ 

décroiffent   jufqu*à  3  a  a 3  4*inclufivemcnt ,  du  cube 

64  dont  la  racine  eft  4  ^  au  cube  27  dont  la  racine  eft  3  , 
j'ai  4  ==4,  aa=  16.  Donc  344  ==  3  x1e  ==48  ,  or 
48 3^  =  48 I  z  ==  36,  or  64 3 6  ==  x8 


£n général ,  la  véritable  valeur  de  z  dans  z,'^  =  4'  — f-^^ 
eft  entre  i  4 -+.  I^T^ -+ jj ,  &î^-*-V^P7 

'  ;  ainfî  élevant  à  la  troifiéme  puiflance  chacune 

des  racines  trouvées ,  on  trouve  l'erreur  en  les  comparant 
avec  la  troifiéme  puifTance  propofée,  ce  qui  donne  les  li« 
mites  par  excès  ou  par  défaut* 

Seconde  Méthode  ^  pour  avoir  les  formules  d  approximation 

des  trotjîémes puijfances  imparfaites. 

Soit  le  cube  imparfait  z^  £==  4^  H^  ^-  àont  la  première 
xacine  approchée  eft  4 ,  pour  avoir  la  féconde  racine 
approchée ,  je  cube  la  racine  trouvée  a ,  j'ôte  fon  cube  4' 
du  cube  imparfait  propofé  4^  ^  ^ ,  &  je  fuppofe  le  refte 

Enfuite  je  prends  la  formule  c  +  7?3ri  ^  fubftituani 

^es  nombres  à  la  place  des  lettres ,  j'ai  la  féconde  racine 
cubique  approchée. 

Continuant  de  même  l'opération  ,  j'approcherai  ton* 
jours  de  plus  en  plus  de  la  racine  defirée« 

Analyfe.  »  u 


\ 
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Enfuicc  élevant  a  latroifiétnc  puiflanccta  racine  trou- 
vée par  approximation ,  &  comparant  cette  troifiéme  puiC- 
fance  avec  la  propofétf  ,  on  connoicra  Terreur  par  excès 
ou  par  défaut. 


SECTION    DEUXIE^ME- 


Méthode  nouvelle  &  abrégée  pour  fextraBion  des 
BAcines  des  puijfunces  imparfiiites  de  tous 

les  degrex^  à  CinfinL 

DEfiniiiùns.  i^.  Une  puiflance  parfaite  eft  celle  qui 
contient  le  produit  d'un  nombre  par  lui-même  au- 
tant de  fois  moins  une ,  que  Texpofantde  fon  degré  con- 
tient d'unitez;  ainfî  4  eft  la  féconde  puifTance  de  x  multi- 
pliée une  fois  ;  c'eft-à-dire  deux  fois  moins  une  par  lui-mê- 
me 9  parce  que  %  eft  Texpofant  de  la  féconde  puiffance. 

De  même  comme  rexpofant.de  la  troifiéme  puiâ&nce 
eft  5  j»  S  eft  la  troifiéme  puifTance  de  2  ,  c'eft  le  produit 
de  1  multiplié  deux  fois  par  lui-même  ou  3 1  fois^  &c. 

%^.  Je  nomme  une  puifTance  numérique  comfUttt  \  par 
exemple  du  fécond  degré,  celle  qui  eft  exprimée  par  un 
nombre  de  chifres  égal  à  Texpofant  t  du  fécond  degré, 
ou  à  quelqu'une  des  puiffances  de  cet  expofant  x  ,  tels 

i^^.   1^.    5^.     4«.       jc.      é«.  puifTance* 
que  font    1,   4,    8,    itf,    32, •64,  &c, 

Ainfî  4^.  quatre  rationel  &  5 1  irrationel  ^  font  des  puif- 
£inces  complettes  exprimées  par  deux  chifres; 1 3  69quarré 
rationnel  ;  &  1 3^  04.  quarré  irrationel  font  des  puiffances 
complettes  exprimées  par  quatre  chifres  ,  de  même  tfi. 
€6.  96.  09.  quarré  irrationel ,  eft  une  féconde  puifTance 
complette  exprimée  par  huit  chifres. 

Pareillement  dans  la  troifiéme  puifTance  dont  Texpo- 


Livre      sec  omd.  595 

Ant  cft  3  ;  je  nomme  croiGéme  puKTaiice  complecce  celle 

3ui  eft  exprimée  ou  par  crois  chifres  ou  par  un  nombre 
e  cjbifres  qui  eft  uiie  puiilance  de  5  ,  comme 
1^.    z^.    5^.    4C.    puiuance. 
}•  .  9.     17.    Si. 

Aidfî  543  eft  une  puiftance  parfaite  ou  rationelle mais 
^0mflette  >  exprimée  par  crois  chifres  ^  &  45  3  eft  un  croi- 
iicme  pui (Tance  imparfaite  ou  irracionelle  ,  mais  ^ùm- 
^/ef  te  exprimée  par  crois  chifres. 

De  même  iji.  893.  679.  eft  une croiGéme  puiflance 
complecce ,  parce  qu'elle  eft  exprimée  par  neur  chifres^ 
^  que  9  eft  une  puiftance  de  3.  &  ainû  des  aucres. 

30.  Je  nomme  puiflance  incomflette  celle  qui  eft  ex- 
primée par  un  nombre  de  chifres  qui  n'eft  pas  égal  à 
quelque  puifTance  de  TexpoTanc  de  fon  degré.  AinûS34 
eft  un  quarré  incomplec  ^  parce  qu*il  eft  exprimé  par  crois 
chifircs  »  or  3  n'eft  pas  une  puiftance  de  fon  expofanc  x. 
De  même  3  43  31  eft  une  féconde  puiflance  incomplecce, 
car  elle  eft  exprimée  par  cinq  chifres ,  &  ^  n'eft  pas  une 
puiflance  de  rexpofanc  z. 

Première  formation  des  Tranches  de  chifres. 

4^.  Je  coupe  les  puiflances  complettes  par  des  tranches 
de  cïiiftcs  proportionelles  de  gauche  à  droite  »  au  lieu  que 
dans  la  Méthode  ordinaire  on  coupe  les  tranches  des 
chifres  en  commençant  de  droite  à  gauche  ;  or  ces 
tranches  proporcionelles  contiennent  un  nombre  de  chi- 
nes qui  font  dans  la  proportion  géométrique  de  Texpo- 
iant  du  degré  de  la  puiflance 

Dans  le  fécond  degré  où^  «=  i. 

La  première  tranche  qui  eft  la  plus  à  gauche  aura  deux 
chifres  9  car  p  a=3  %. 

La  féconde  tranche  aura  encore  deux  chifres  >  fuivant 

la  formule  pp  •— /  ==3  4  —  x  5==»  ^ 

uu  ij 


$9^  Analyse    générale, 

La  troifîéme  tranche  aura  quatre  chifres  ,  fuivanc  la 
formule  p^ f^  =  8 4  ==  4. 

La  quatrième  tranche  aura  huit  chifres  ,  fuivanc  U 
formule  ^^ p^z=i6 8=8. 

La  cinquième  tranche  aura  feize  chifres  ,  (uivant  la 
formule  p^ p^  =  5 1  - —  16  ==  16. 

La  {îxiéme  tranche  aura  trente-deux  chifres ,  (iiivanc 
la  formule/'* p^  =  64  •—-  j  t  ==  3 1. 

La  feptiémc  tranche  aura   foixante-quatre  chifires  y 


fuivant  la  formule^^ 
ainH  de  fuite  à  Tinfini. 


128 


64 


^4>  & 


Ainfi  fi  j'aVois  un  nombre  compofé  de  ibixante-quatre 
chifres  y  au  lieu  de  le  couper  en  51  tranches  de  deux 
chifres  chacune  de  droite  à  gauche  comme  dans  la  Mé- 
thode ordinaire  ,  au  contraire  je  le  couperois  en  com- 
mençant de  gauche  à  droite  en  fix  tranches  feulement, 
fuivant  la  progreflion  fuivante  qui  exprime  le  nombre  des 
chifres 

tranche. 

=  64  chifres. 


i'^.  tranche 

2<^e. 

[3'. 

4^ 

f- 

«^ 

2. 

2. 

3- 

4- 

5- 

6. 

Exemple.  Soit  propofc  de  trouver   la  racine  quarréc 
du  nombre  qui  fuit,  je  le  coupe  par  cinq  tranches. 

nombre  ^7:  83:7175:9000  8ryi  :  3075.  9498.  93^04. 
tranches  i^.  v^^.    3^      4^  y^  tranche 

chifres     2  .  2  .  .  4  .    8  .  .  .    .  •    16  chifres. 

• 

Enfin  ia  dernière  tranche  dans  les  puifTances  corn*» 
plettes  aura  le  nombre  de  chifres  détermine  par  cette 

formule^"* p"^     *  dans  laquelle  f9rmule  je  fuppofe  y 

que  />**  exprime  la  fomme  du  nombre  des  chifres  propo- 
Ê  ,Veft-à-dire  que  le  nombre  q  eft  une  puiflance  quel- 
conque de  Texpofant/^  de  la  puiflance  propofée. 

En  général  dans  les  puiflances  complettes ,  j'obferv 
dans  la  divifion  des  tranches   la   proportion  géomé 
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criqae ,  ainfi  dans  le  cube ,  la  première  tranche  a  trois 
chifres ,  la  féconde  fix  chifrcs ,  la  troifiéme  tranche  a  dix* 
huit  chifres  ;  ainQ  la  première  contient  trois  chifres ,  les 
deux  premières  neuf  chifres  ,  les  trois  premières  vingt* 
fept chifres; ce  qui  fait  cette  progreflion  géométrique, 
3.9.    27.  ce  qu'il  faut  obferver.         ^ 

Dans  le  troifième  degré  ou  la  troifiéme  puiflfance  dont 
rexpofknt  eft  3%==^ ,  je  prends  les  puiflances  de  3  que 
)e  fubftituë  dans  .la  formule  en  la  place  des  puiffances 
de  p. 

Ainfi  la  première  tranche  à  gauche  aura  trois  chifres 
puifque^Œs  3. 

La  féconde  tranche  aura  fix  chifres ,  fuivant  la  £ot^ 
mulc^^ p  =  9 5  =  6. 

La  troinéme  tranche  aura  dix-huit  chifres  ,  fuivant  la 
formule  p^ p^  =  27 9  ==  1 8. 

La  quatrième  tranche  aura  cinquante-quatre  chifres, 
fuivant  la  formule  p"^ /'  ==  81  ly  =3  J4,  &c. 

exemple.  Dans  le  cube  fuivant  )'ai  les  tranches  eomme 
il  fuie. 

cube    711.  806.  345.  800.  374.  94}.  8ri.  5I4.  503. 

m 

tranches  i^^.    .     .    2^^.    .....    3^  tranche. 

nombre  des 

chifres.    3  ......    tf 18.  chifres. 

Pareillement  dans  la  quatrième  puiflance ,  dont  Tex^ 
pofant  eft  4==^. 
i"5.  tranche  p  ====  4  chifres. 

z^^.  tranche  p^ p  ==  1 6  •—  4  5==  1 2  chifresi 

j^.  tranche^' p^z=ssz6^^—- 16  =  48  chifres,  &c. 

De  même  dans  la  cinquième  puiflance  dont  l'expo- 
fant  eft  y  ==/  ,  on  flibftituc  cette  valeur  &  fes  puif- 
iânces  dans  là  formule  ,  ce  qui  donne  pour  le  nombre* 
-des  chifres  de  chaque  tranche  ;  fçavoir , 

La  première  tranche  ^  =2=55'  chifres. 

*  •  •  • 
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La  fccoh4c  tranchc^^ /  ==3 1  y  — •  y  =55 10  chifres; 

Latroiûéme  tranche  /' /*  ==  i  ly  —-  ^y  ==  100 

chifres. 

Toui  IX  y  chifres  partagez  feulement  en  crois  tranches, 
au  lieu  de  &  y  tranches  de  y  chifres  chacune  dans  la  Mé« 
chode  ordinaire.  % 

Remarque.  La  detniére  tranche  qui  eft  vers  la  droite 
contient  beaucoup  plus  de  chifres  que  celles  qui  (ont 
vers  la  gauche  ^  &  il  eft  indéfiniment  plus  difficile  d'en 
trouver  la  racine  que  des  tranches  précédentes  à  gauche 
par  la  Méthode  ordinaire ,  mais  dans  celle-ci,il  eft  plus 
facile  d'en  trouver  la  racine;  &c  on  peut  même  négliger 
cette  dernière  tranche  toute  entière  ,  &  c'eft  un  vrai 
paradoxe^  car  elle  eft  moindre  que  Tunité. 

Divîjion  des  tranches  de  chifres  four  les  fuijfânces 

imparfaites  incomplettes. 

y^.  Dans  les  puiffances  incompletces ,  qui  font  celles 
qui  font  exprimées  par  un  nombre-  de  chi&es  qui  n'eft 
point  une  puiffance  de  Texcofant  du  même  degré ,  lorf* 
que  le  nombre  des  chifres  (urpafle  une  puiffance  de  Te^ 
pofanc  du  même  degré  ^  comme  une  féconde  puiffance 
584 ,  qui  eft  exprimé  par  trois  chifres  ,  or  3  furpaffe 
Texpofanc  %  de  la  féconde  puiffance  ;  alors  la  première 
tranche  contient  ou  autant  de  chifres  que  cet  expofanc 
a  contient  d'unitez,  ou  bien  la  première  tranche  con- 
tient autant  de  chifres  qu'il  en  refte  après  avoir  divifc  le 
nombre  des  chifres  de  la  puiflance  propofée  [par  Texpo- 
fane  même  de  cette  puiffance. 

Les  tranches  fuivantes  contiennent  autant  de  chifres 
que  dans  les  puiffances  complectes  ci^deflus ,  excepté  la 
dernière  tranche  qui  en  contient  moins. 

Par  exemple  ^  le  quarrè  yi.  58  y 5.  4^.  %6.  14.  yy. 
eft  une  féconde  puiffance  incomplctte ,  puifqu'cUe  eft  ex- 
primée par  14  chifres ,  &  que  14  n'eft  pas  une  puif- 
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ùnce  de  rexpofanc  ts=sf  ,  qui  eft  celui  de  la  féconde 
puiflance. 

Sa  première  tranche  proporcionelle  eft  5 1 ,  de  deux 
chifres  Se  les  autres  comme  dans  Topération  fuiTante. 

Quatre  incomplet   yi.       38.    534^*     86^1459» 
tranches   ...      i'^.  .    ^<^^    3^  .  .  4^  tranche, 
chifires i  .  .     z.      ^   .  .    6    chifires. 

Au  lieu  que  dans  les  puiflTances  complettes  la  qua-* 
cricme  tranche  contient  huit  chi&es. 

De  même  dans  le  quatre  fuivant  exprimé  par  15 
chifres. 

Quarré  incomplet    x.     38.     ^4^*     8^1459. 
tranches     .     .     .    i^^.  z^^.    3^.         4^  tranche, 
chifires     .     .     .      i.  .  z.  .  4.  •    .    ^  chifres. 

Parce  que  x  3  nombre  des  chifres  étant  divi(e  par  2  , 
expofant  de  la  féconde  puiflfance  y  il  refte  x ,  &  les  autres 
Ibnt  comme  dans  l'exemple  précédent. 

Pareillement  dans  le  cube  incomplet  59.  98^ lytf.  la 
première  tranche  5^  contient  deux  chifires  ,  U  la  fe«- 
conde  contient  fix  chifires. 

En  général  dans  toute  puiffance  incomplette,  c'eft-à- 
dire  dans  laquelle  le  nombre  des  chifres  n'eft  pas  une 
^iiiilance  exaâe  du  même  degré  que  la  racine  cherchée^ 
^  faut  dans  la  divifion  des  tranches  obferver  la  propor- 
tion géométrique  la  plus  approchante. 

Par  exemple  ,  foit  une  troiiiéme  puiffance  propofée 
exprimée  par  24  chifi'cs  ,  comme  24  n'eft  pas  une  puif- 
iancede  3  qui  eft  Texpofant  de  la  troifiéme  puiflance  y 
mais  ie  trouve  compris  entre  deux  puiflances  confécu- 
<ives  de  3  qui  font  9  &:  27 ,  &  que  24  approche  plus  de 
-X7  que  de  9  ,  }e  divife  le  cube  propofé  en  trois  tranches 
comme  s*il  avoir  27  chifres ,  alors  la  première  aura  trois 
chifires ,  &  la  féconde  tranche  fix  chifres ,  ainfi  elles  &• 
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ront  complettcës ,  mais  la  troifiémç:  tranche  feraincom'^ 
plecce,  &  n'aura  que  les  i  ;  chifres  fuivans ,  au  lieu  qu'elle 
devroic  avoir   i8  chifres  pour  être  complettc. 

5i  le  cube  propofc  n'avoir  que  iz  ou  15  chifres,  je  le 
diviferois  feulemenr  en  deux  tranches ,  comme  s'il  n'a*- 
voit  que  p  chifres ,  parce  que  ii  &  i  y  font  plus  proches 
de  9  féconde  poifTance  de  3 ,  cxppfant  de  la  troifiéme 
puiffance ,  que  de  17  qui  ed  la  troifiéme  puilfarïce ,  ic 
dan^  ce  cas  je  donne  6  chifres  à  la  première  tranche, &: 
la  féconde  tranche  contient  les  autres  derniers  chifres , 
fxx  ou  neuf  reftans  *,  mais  alors  il  faut  fuivre  la  Métho- 
de ordinaire  pour  tirer  la  racine  de  la  première  tranche. 

Enfin  fi  le  cube  propofé  contient  18  chifres ,  je  peux 
le  divifer  ou  en  deux  tranches  félon  cette  progrcffion  géo- 
métrique double  6.  it.  ou  en  trois  tranches  félon  celle- 
ci  ,  5.  6:  9.  parce  que  18  eft  également  éloigné  de  9, 
féconde  puiâance  de  3  ,  dd  de  zj  qui  eft  fa  troifiéme 
puiâTance. 

La  première  divifion  6.  it  eft  plus  commode  &  plus 
abrégée. 

.  .  Mais  fi  le  nombre  des  chifres  de  la  puiilaace  propos 
fée  n'efl:  pas  précifément  un  .muUiç^le  de  3^  il  faut  alors 
ou  le  rendre  multiple  ^n  le  multipliant  par  9.  zy.icc. 
ou  prendre  pour  ja  première  tranche ,  trois  chifres  de 
plus^  ce  qui  eft  plus  commode  que  la  multiplication, ce 
quij  eft  général  pour  toutes  les  auct;es  pulffances  fupé« 
rieures*. 

•  •  • 

Secênde  Manière  dt  divifer  far  tranches  une  ^fuijfance 

imparfaite  &  incomplette. 

Il  y  a  encore  une  autre  manière  de  couper  par  tranches 
JeS' puiflances  incomplettcs  ,  elle  confifte  à  prendre  la  pre- 
mière tranche  un  peu  plus  grande ,  &  à  augmenter  les  au- 
tres dans  la  même  proportion  ,  enforte  que  la  dernière 

tranche 
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tranche  foie  la  plus  grande  qu'il  foie  pollible ,  &:  qu'il  y  ait 
auflî  le  moins  de  tranches  qu'il  fc  peut. 

Autrement.  Dans  le  quarré,  par  exemple,  au  lieu  de 
prendre  la  dernière  moitié  pour  en  trouver  la  valeur  par 
fimplcdivifion,  on  peut  ne  prendre  que  le  dernier  tiers , 
fuppofé  qucla  première  tranche  foit  plus  petite  que  ly. 

Ainfî  dans  V  j.  00.00.  &c.  où  la  première  tranche  du 
quarré  eft  feulement  3 ,  qui  cfl;  bien  moindre  que  1  y  ,  après 
avoir  trouvé  les  feizc  premiers  chifres ,  on  trouvera  les 

-huit  derniers  fuivant  la  formule  a  -+  tuT,  &:  j  ^H-^ZIilh' 

2  ^  X  il. 

6^.  Je  nomme  première  tranche  froportionelle  complette^ 
celle  qui  eft  telle,  que  la  racine  étant  augmentée  d'une 
unité  y  &  élevée  enfuite  à  la  même  puifTancc ,  il  fe  trouve 
au  moins  une  unité  franche  de  plus  dans  le  dernier  chifrc 
<Ic  cette  première  tranche  ,  par  exemple,  dans  le  cube 
^j8.  5851^6. 

La  première  tranche  958  eft  complette,  parce  que  la 
Tacine  de  ce  cube  étant  986 ,  fi  je  l'augmente  de  l'unité 
j'aurai  987,  dont  le  cube  961  :  J04803 ,  a  pour  fa  pre- 
mière trancherai  qui  furpafle  Tautre  première  tranche 
558  de  plus  d'une  unité  franche,  a'iant  égard  aux  chifres 
iiiivaos. 

Mais  dans  le  cube  64  :  9^4808  ,  la  première  tranche 
€4.  n*cft  pas  complette ,  quoique  dans  le  cube  immédiate- 
anent  fuivant  (? y  :  4508x7  ,  la  première  tranche  6^  fur- 
pailedune  unité  l'autre  première  tranche  64,  parce  que 
Jes  chifres  qui  fuivent  64  font  plus  grands  que  ceux  qui 
iliivent  éj. 

On  verra  dans  la  fuite  l'ufage  de  ces  définitions. 

Théorème  fécond  &  fondamental. 

Si  on  élève  deux  nombres  confécutifs  a  &  4+  i  à  une 
j|>ui(rance  quelconque  dont  l'expofant  foit^  ,  &c  que 
Analyfe.  x  x 


Analyse   gemèilali> 


foît  égal  ou  plus  petit  que  la  première  tran- 


che proportionelle  de  la  puiffance^  y  je  dis  que  la  première 
tranche  proportionelle  de  a'  furpaflera  de  plus  d'une  unité 
franche  la  première  tranche  proportionelle  de  4— +i'. 


m 


Soic;w=  io,&/=  2,  on  aura  K'ip  ==  J*  J^ 
dis  que  dans  tout  nombre  dont  la  première  figure  cft  y, 
0u  au-deflus,  &  par  conféquenr  dans  tout  quatre  dont  la 
première  tranche  eft  zy  ,  ou  ^au-deflus  jufqu  à  99  inclufi- 
vement,  la  première  moitié  eft  furpaffce  au  moins  d'une 
'unité  franche  par  la  première  moitié  du  quarré  prochai- 
xiemcnt  plus  grand» 

Par  exemple.  Le  quatre  de  yo  eftiy.  00.  celai  de  yi 
cft  26.  01  ,  dont  la  première  moitié  des  chifres  i^fur- 
paffc  d'une  unité  franche  la  première  moitié  zy  des  chi- 
fres dans  lyoo. 

De  même  dans  le  quarré  de  y833,quieft  3401.  3S39.  & 
le.quarréde  y832.quieft  3401.  zzi^,  La  première  moitié 
340X  du  premier  quarré  ,  îurpafle  d'une  unité  franchcla 
première  moitié  3401»  du  fécond  quarré. 

Mais  les  quarrez  du  premier  exemple  de  yo  &  y  i  font 
les  premiers  &  les  plus  petits  nombres  où  cette  différence 
fc  trouve,  car  le  quarré  de  49  eft  1401.  &  celui  de  yocft 
2i  y .  00  5  il  y  a  moins  d'une  unité  franche  à  caufe  du  dernier 
chifrc  1.  qui  eft  le  quatrième  dans  2401. 

Dans  la  quatrième  puilTance ,  la  formule  eft 


V 


i 

10.00  _  y^^^  =  ^.  300  —h  &  ^501 


4 

La  quatrième  puiftance  de  6\  300.  eft  iy74  Hlr  >  & 
celle  de  tfjoi  cft  xyyy ,  tranche  cherchée. 
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Dans  la  3^  puiflance ,  foit  encore  «?  ==  10 ,  Uf  5=  3 
Ton  aura 


«1' 


V 


j 


10.  00 ^y 


370.37  =3i9i-»-oui93' 


ou 


Mais  fuppofatit  w  t=  7,  &^ 


Dans  le  cube  c'cft  1221.  —  J^  —  J/^To^ô^Jô£ 

quarré  i=i  1^370. 37-+-»s  i^z  — ^&IP3 , tranche 

cherchée. 

tiédis  que  dans  tout  cube,  dont  la  première  tranche 
cft  j  ou  au-deflus  jufqu  à  999  inclufivemcnt ,  le  premier 
tiers  cft  furpafle  au  moins  d'une  unité  franche  par  le  pre* 
mier  tiers  du  cube  prochainement  plus  grand. 

Pdr  ex  cm  fie.   Le  cube  de  y  77  eft  191.  100. 033.  &  le 
cube  de  578  eft  193.  1 00.  y  y  1. 

Le  premier  tiers  à  gauche  du  fécond  cube  193  furpafle 

le  premier  tiers  191  du  premier  cube  d'une  unité  franche^ 

&  ces  deux  cubes  font  les  premiers  &  plus  petits  nombres 

10 
où  cette  différence  fe  trouve  ,  puifque  » ZZ  y.  77-+; 

ou  5.78 ,  car  le  cube  de  y76==3  \^i.  ioz.97^.  dans 

lequel  ce  rapport  ne  fe  trouve  point. 


XX  ij 
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404  Analyse  générale^ 

L  E  M  M  E. 

Elever  tout  d'un  coup  un  binôme  quelconque  a  ^  b  i  une 
fuijfance  d*un  degré  quelconque  dont  l'expofantfoit  p. 

Pour  démontrer  le  Théorème  précédent ,  j'ai  bcfoin 
de  ce  Lemme. 

Pour  élever  tout  d'un  coup  un  binôme  quelconque 
h  à  une  puiflancedont  rcxpofantcft/^.  Sans  pafler 


par  les  puiflances  inférieures  &  fans  le  fecours  de  la  table 
des  puifTances ,  je  me  fers  de  cette  forme  générale , 

&c.  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  la  pre- 
mière moitié  des  termes  dans  les  puifTances  impaires  »  ou 
la  plus  grande  moitié  dans  les  puiffances  paires  ,  c'eft-à- 

dire ,  jufqu'à  ce  que  a\     "  b^.  foit  égal  à  4*    ^  *    dans  les 

puiflances  paires5&:  4^ — ^  b —  dans  les  puiflances  impai- 
res ,  car  alors  on  reprend  dans  un  ordre  contraire  les 
mêmes  multiplicateurs  pour  le?  termes  de  la  puiflancede 
a  quifont  également  éloignez  des  deux  extrêmes  4%  &  i^ 
Exemple.   Pour  avoir  la  fcptiéme puiflancede  a  -H  by 

alors/>  ==  7.  Il  y  a  huit  termes  dans  cette  puiflance  puiC 

2u*il  y  en  a  toujours  un  de  plus  que  fon  expofant  7.  Il  faut 
onc  trouver  feulement  quatre  termes  dans  Icfqucis  ,  je 
fubftituë  7  à  la  place  de/,  &  les  puiflances  de  7  àlapla- 
ce  des  puiflances  de  / ,  ce  qui  donne 
i".  2^.  3^  4^ 


1  4^  -4-  74^^'  -j-  114^  b"-  H-  354^  b\  pour  former  les 
quatre  derniers  termes ,  j'écris  les  mêmes  nombres  dans 
un  ordre  contraire ,  en  même  rems  je  diminue  de  l'unité 
les  puiflances  de  4  &  j'augmente  de  l'unité  les  puiflances 
de  é ,  ce  qui  donne 

y"-  6^  7".  8^       &  dernîeir 

il/Cb^  ^  lia"-  b^  H-  y  a'  b^  -+-  Ié^      terme.. 
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Voilli  tous  les  termes  de  la  feptiéme  puiflance  de  ^fjHh-^ 

que  Ton  peut  ranger  de  fuite. 

Les  puifTancesde  4  &:  de  ^  fe  trouvent  facilement,  dans 
le  premier  terme  Texpofant  de  a  cft  fcul  &  fans  b ,  il 
eft  égal  à  Texpofant  7  de  la  puiflance  défirée  ;  toutes  les 
autres  puiffances  de  a  décroifTent  de  Tunité  d'un  terme  à 
l'autre  jufqu'au  dernier  terme  ou  a  ne  fe  trouve  pluç. 

Au  contraire  h  ne  fe  trouve  point  au  premier  terme, 
dans  le  fécond  terme  fon  expofant  eft  i  ,  qui  croît  de 
l'unité  d'un  terme  au  fui  vaut  jufqu'au  dernier  terme  où^  fe 
trouve  feul  &c  fon  expofant  eft  égal  à  celui  de  la  puifTance, 

La  difficulté  confîfte  à  trouver  les  nombres  qui  mulci* 
plient  les  termes  moïens  ,  qui  font 

Or  ces  numérateurs  font  formez  par  la  multiplication 
continuelle  de  i  xp=f  ,  de/x/- — i  =^^ ip^ 

s=,^4 6p}  _j^  iip^  —  6^. 

Ainfi  les  multiplicateurs/ — i ,/ — 1,/ — 3  ,,p — 4,  ^c. 
font  la  fuite  des  nombres  naturels. 

Le  multiplié  du  terme  fuivant  cft  toujours  le  terme  pré- 
cédent tout  entier. 

Les  dénominateurs  fe  forment  par  la  multîplicarion  des 
nombres  pris  dans  la  fuite  naturelle  i  x  i  :=i.  ixi=x. 
IX  1  X  3  ==  6.   1x1x3x4  ===  14.    1x2x3x4x5 
==  iio ,  &:c.  ou  Amplement  i.   i  x i  s=  2.   2x3  =s=tf, 

6X4==  24      24XJ===I20,   &Cr 

DémonfiratiQn  du  fécond  Théorème  f$ndamental. 

Si  1^1  ^alors  les  termes  moïens  de  la  formule  générale  des 
jpuiflances  contenues  dans  le  Lemme  précédent  n'aura  plus 
de  b  ^fiuifque  Tunité  ne  multiplie  point ,  &  cette  formule 

fera  réduite  à  cette  cxpreffion  plus  fimplc/^**     '  ^tLzzJ 

2 

XK  iij 


\ 


4ôS  Akaltsb   cbvbuale, 

a^  •  &:c.  Or ,  afin  que  la  fommcdc  fcs  termes  moïens, 
c*eft- à-dire ,  la  différence  des  puifTances  de  4  &  de  4hP7, 
fafTe  dans  le  cas  le  plus  (impie  qui  foit  pofTible ,  une  unité 
de  différence  dans  la  pénultième  tranche  proportionelle 
tde  la  puifTance  4^  Il  faut  fuppofer  a  exprimé  par  une  feule 
figure  fignifîcative ,  fuivie  d'un  nombre  de  zéros  quelcon- 
que :  car  fi  dans  ce  cas  la  puifTance  de  4  h-  i  excède  d'une 
unité  dans  la  tranche  pénultième  la  puiUance  femblable 
de  a  y  il  efl:  évident  que  dans  tous  les  nombres  au-de(fus^ 
la  différence  étant  plus  grande ,  il  y  aura  toujours  plus 
d'une  unité  de  différence.  Il  faut  donc  égaler  la  fomme 
des  termes  moïens  de  4H-i  avec  10,  ou  généralement 
avec  ^ ,  &  on  aura  l'égalité  univerfelle  à  réfoudre 

fa^     '  -+-  iLUZl  a\     •  &c,  ==  m.  Enfuite  négligc|Q# 

tous  les  termes  excepté  le  premier ,  parce  que  ce  font  des 
infiniment  petits  qui  n'ont  aucun  rapport  fenfible  avec 
ce  premier  terme.    Il  fufBt  donc  d'égaler  fâP    '  5=;  m. 


ce  qui  donne  aZzV^*    comme  nous  l'avons  trouvé 

ci-deffus.    Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Remarque»  1°.  Cette  détermination  de  la  valeur  de  4, 
eu  la&ule  qui  puiffe  fatisfaire  univerfellement.  Mais  fi 
on  veut  la  déterminer  en  nombres  rationaux  ,  on  trou- 
vera que  A  ==s  5  dans  le  quarré ,  que  4==:  é  dans  la  troi^ 
fiéme  puiffance ,  que  4==s  7  dans  la  quatrième  puiffance, 
&C.  Ce  qui  revient  au  même ,  hc  ce  qui  eft  plus  commode 
pour  chaque  cas  particulier. 

Remarque.  z°.  Comme  la  puiffance  eft  toujours  don« 
née  ,  6c  qu'il  s'agit  d'en  trouver  la  racine  ,  il  fct^  plus 
utile  Se  plus  exaâ  de  trouver  direâement  les  limites  de 
cette  première  tranche  proportionelle ,  car  on  la  trouvera 
i^.  par  cette  formule  générale  i^=s  zj  dans  la  féconde 
puiffance. 
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»•  Par  celle-ci  Ix    '000.  000    —  f  X 

ip^ -+-  ou  1^3 dans  U  troifiémcpuiflancc. 

f.  Par  celle-ci  j/lfo^ooo.   --  j/  ,.j,o,?.z,oooa 
es:  I J74  -t- ,  ou  I  j7y dans  la  quacriéme  puifTance. 

40.  Par  celle-ci  lX.»°°°°°  Zl  IJ374  -H,  i537y.— 

aans  la  cinquième  puifTance. 

Enfin ,  on  la  trouvera  généralement  par  cette  formule 


«niverfclle      Jf  ^p       ^    ou  par  celle-ci 


10' 


V/. 


PROBLEME    GFNFRAL. 

7irer  la  racine  (tune  fuijfance  quelconque  far  une  Méthode 
flus  courte  que  la  Méthode  ordinaire. 

\^.  Je  divife  les  chifrcs  de  la  puiflancc  propofée  en 
tranches  proporcioncUes ,  comme  il  cft  explique  ci-r 
deffiis. 

x^.  Je  tire  la  racine  approchée  de  la  première  tranche 
feulement ,  par  la  Méthode  des  formules  rationelles  ex- 
pliquées daas  la  première  feâion  de  ce  livre. 


^9jS  Analyse     GiBr k  c  r  a  l  e  , 

30.  J'âidutc  au  numérateur  de  la  fradion  trouvée  au- 
taht  de  zéros  <juc  la  tranche  fuivante  doit  contenir  de 
chifres  dans  la  racine  ,  c'eft-à-dirc,  autant  que  ^-r—  i 
contient  d'unitez ,  je  divife  ce  numérateur  par  le  déno- 
minateur ^  la  diviHon  (impie  donnera  tout  d'un  coup  cous 
les  chifres  de  la  féconde  tranche  en  entiers. 

40.  Je  tire  la  racine  approchée  des  deux  premières 
tranches ,  j'ajoute  au  numérateur  de  la  fradion  trouvée 
par  cette  opération  ,  autant  de  zéros  que  la  troifiéme 
tranche  proportionelle  doit  contenir  de  chifres  dans  la 

racine, c*eft-à-dirc autant qucpp p contient  d'unitez, 

cnfuite  je  divife  ce  numérateur  par  le  dénominateur  &c 
la  divifion  ,  donne  tout  d'un  coup  tous  les  chifres  de  la 
troifiéme  tranche  ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'au  dernier. 

Les  plus  grands  nombres  qui  tombent  dans  la  prati- 
que ,  n  ont  que  trois  ou  quatre  tranches  dans  le  quarré 
éc  dans  la  troifiéme  puifTance  ,  &  tout  au  plus  deux 
tranches  dans  les  puiffances  plus  élevées. 

Je  fuppofe  que  la  première  tranche  cft  complttte ,  8C 
que  l'approximation  foit  toile  que  Terreur,  foit  de  moins 
d'une  unité  près  dans  la  puifTance;  or  il  eft  toujours  fa- 
cile de  donner  cette  forme  à  la  puiffance  propofée ,  (bit 
par  une  fimple  multiplication ,  foit  en  prenant  un  chifr^ 
ae  plus  pour  racine  de  la  première  tranche ,  lorfqu'on 
ne  veut  point  faire  de  multiplication  ;  foit  enfin  en  ajou- 
tant ou  en  retranchant  quelqu'unitè  dans  le  dernier 
chifrç  ,  félon  que  l'approximation  efl  en  deflbus  pu  cil 
deflus. 

Démonftration  de  cette  Méthode. 

Puifque  la  racine  trouvée  par  les  formules  d'approxi- 
mation contenues  dans  la  première  fedion  ,  diffère  par 
conflrudion  de  moins  d'une  unité  dans  la  puifTance , 
d'avec  la  première  tranche  proportionelle,  &  que  fdon 
rhypothéîe  la  puifTance  femblable   d'un  nombre  pro- 

chaincmeac 
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çhainement  plus  grand  ou  plus  petit  y  difFérc  de  plus 
d'une  unité  dans  cette  même  tranche  proportionelle  ,  il 
fuit  de-là  évidemment  que  la  valeur  trouvée  par  la  Mé^ 
thode  fera  moïenne  entre  la  racine  exade  &  celle  qui 
cft  plus  grande  ou  plus  petite  d'une  unité  ,  donc  cette 
valeur  différera  de  moins  d'une  unité  ,  ce  qu'il  falloic 
démontrer. 

Premier  Exemple  four  la  racine  quarrée. 

Soit  un  nombre  de  fèize  chifres ,  dont  on  demande  la 
racine  quarrée ,  i°.  Je  divife  ce  nombre  en  quatre  traa- 
ches  proportioaelles  ^  comme  il  fuit. 

i**.        2^«.  3^  4^.  tranche. 

51.  .  .  6^.    .  .     2,777.  •  •  00000000. 

z®.  Je  me  fers  de  la  formule  d'approximation  a  -t-  — 

qui  donne  la  racine  trop  grande» ,  ou  bien  de  celle-ci 

é. qui  donne  la  racine  trop  petite,  ce  qui  fcrtà 

me  régler  pour  les  derniers  chifres  du  quotient. 

3^.  Je  tire  la  racine  approchée  delà  première  tranche 
3 1  s=:  aa  -4-  b  y  c'eft  j  c=  4 ,  or  5x5  =  1  y  =  a  a , 
&  3 1 ly  ;  refte  6=  b ,  j'ajoute  zéro  à  6 ,  c'eft  60 

Je  double  y  t=s  a ,  c'eft  i  o  =  i  a  par  lequel  je  dî- 

h 

vifc  60 ,  c'eft  —  ou  tI  ,  le  quotient  cft  6  qui  eft  la  fé- 
conde partie  de  la  racine  renfermée  dans  la  féconde 
tranche,  enfuite  je  quatre  6,  c'eft  6x  6==  36  =  a  a 
que  j'ôte  de  la  féconde  tranche  tfi,refteig==^  ,  juf- 
qu'ici  ma  Méchode  s'accorde  avec  l'ancienne  :  Voiici  ce 
qu'elle  a  de  particulier. 

50.  A  ce  refte  z6  j'ajoute  deux  zéros,  c'eft  1600  que 
je  divife  par  iia,  s=s  %a=si  ytf  xz  ,  le  quotient  cft  25 
Analyfe.  y  y 
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qui  eft  la  troifîéme  partie  de  la  racine ,  &  il  refte  2.4  que 
)*ajoute  aux  deux  premiers  chifres  de  la  troifiésne  tranche 
xj  ,  ce  qui  donne  pour  cette  troifiéme  tranche  yi  77, 
dont  ]*ôte  le  quarré  de  25  qui  eft  519  ,  &  il  refte  464Î 
&=  b  y  auquel  j'ajoute  quatre  zéros ,  ce  qui  donne  4^48. 
^o.  oo.  1     "î  b^ 

6«-  Je  divife  4648  00  00.  ==  ^par  11246  =  xa^ 
e=3ixy6i3,&  je  prends  le  quotient  4131  pour  la  4""^.  par- 
tie de  la  racine  renfermée  dans  la  4"^^  trancha ,  &  la  ra- 

-  I".  2^  5^     4^ 
cine  cherchée  eft  y.    6.    13.    4132. 

J'ai  extrait  par  cette  Méthode  en  une  aptes  diner  l'a 
racine  quarrée  d'un  nombre  de  64  chifres  ^  &  j'ai  trou» 
vé  les  trente-deux  derniers  par  neuf  additions  fimples^ 
&  32  fouftradions  (impies  fans  aucune  extraction  nidU 
vifion  y  c'eft  un  paradoxe ,  mais  il  eft  aifé  d'en  démon- 
trer la  vérité^  ]'en  effaçai  d'abord  d'un  coup  de  plume  les 
32  dernières  figures  comme  inutiles,  ce  qui  abrège  beau- 
coup ,  &  je  divifai  les  trente-deux  chifres  reftans  en  fix 
tranches  proportionelles. 

Vpige  de  cet  Exemple.  Il  ferc  à  trouver  le  Logarithme 
du  nombre  9  ,  le  Logarithme  de  l'unité  étant  o.  oooo. 
0000.  &:  celui  de  10,  étant  10.  occo.  0000.  il  faut  trou- 
ver vingt-fîx  nombres  moïcns  géométriques  ,  dont  les 
deux  premiers  extrêmes  font  i.  0000.  000.  &io.oooo. 
eoo.  &  le  premier  moïcn  eft  3.  K22.  777  qui  eft  trop 
petit  ^c'eft  pourquoi  on  continue  Topération  dans  la  Mé- 
thode ordinaire  ,  &  on  multiplie  ce  premier  terme  j..^ 
1^22.777.  par  10/0000.  000.  &  du  produit  3.  i6x%. 
777,  0000.  oooo,  il  faut  tirer  la  racine  quarrée,  &  c'cft  ce^ 
q[ue  nous  venons  de  faire. 

Second  Exemple  f^ur  le  cuhi. 

Soit  le  cube  propofc  819.  jSy^jtf, 
:  i\  Je  le  divife ca 4eux^  tranches^  la  prdmiéfe  a  tfeî» 
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chiFres  ^  &  la  féconde  ûx  chifres. 

2^.  Je  cherche  la  racine  de  la  première  tranche  par  la 

formule  d*approximation  a  H rnrr>  ^^  ^^  racine  cu- 


bique  de  819  cft  9  ==  4 ,  donc  le  cube  eft7X9  ==  4^ , 
qui  ôtc  de  819,  il  reftc  90  =^. 

30,  je  multiplie  90  par  9  ,  a  par  ^,  ce  qui  donne  db 
s=s  810,  auquel  j'ajoute  deux  zéros ,  c'eft  810.00,  ==  ab 
que  je  divifc  par  3  4'  -h  ^  ==  z  1 77.  le  quotient  3  y  eft 
la  féconde  partie  de  la  racine  contenue  dans  la  féconde 
tranche ,  donc  la  racine  approchée  de  ce  cube  imparfaic 

Il  eft  facile  de  le  vérifier  par  la  multiplication  en  éic- 
vant  au  cube  cette  racine  9  3  y  ,  car  fon  cube  eft  8 17. 400. 
375  y  qui  étant  ôté  du  cubepropofé  ,il  refte  2584,  881. 

Remarque.  On  doit  toujours  faire  la  preuve  d'une 
tranche  avant  de  pafler  à  celle  qui  fuit  ,  mais  on  peuc 
négliger  la  preuve  dans  la  dernière  tranche ,  parce  qu'elle 
eft  inutile  dans  les  puiffances  imparfaites  ou  irratio- 
nellcs  qui  font  les  plus  fréquentes ,{  &  dans  lefquelles 
il  fuffic  d'avoir  la  racine  à  moins  de  l'unité  près ,  & 
c'eftceque  l'on  trouve  toujours  par  les  premières  tran- 
ches en  fe  fcrvant  de  la  première  formule  d'approxi- 
mation. 

Troifiémf  Exemple.  Soit  le  cubepropofé  ^9^.  y 3^48 3. 
318(54.  003507.  3^41037.  qui  a  17  chifres  ,  &  dont  la 
racine  doit  avoir  neuf  chifres. 

1^.  Je  le  divife  en  trois  tranches  proportionelles  ,  la 
première  contient  les  trois  "premiers  chifres  de  gauche 
à  droite ,  la  féconde  contient  fîx  chifres,  &  la  troifièmc 
contient  dix-huit  chifres  ,  lefquels  je  néglige  entière- 
ment comme  inutiles  dans  ma  Méthode. 

1^.  Je  tire  la  racine  cubique  approchée  des  deux  pre- 
mières tranches  comme  dans  l'excmplç  précédent^ fuivant 

la  formule  a  -{ rnrr  *  ^^  ^^  donne  pour  les  deux 
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premières  parties  de  la  racine  les  trois  chi&es  S.  86. 

^ir.  60^.  911. 


10.  87. 549- 395- 

30.  Pour  trouver  les  fix  derniers  chifres  de  cette  ra- 
cine approchée  ,  j'ajoute  fix  zéros  au  numérateur  de  la 
fraâion  reftantc  c^iz.  60).  pzz.  000.  000.  &  je  le  di- 
vife  par  fon  dénominateur  2087.  $^49.  39 j  ,  je  trouve 
le  quotient  437.  166  pour  la  troifiéme  partie  de  la  ra- 
cine que  j'écris  après  les  trois  premiers  chifres  trouvez 
S.  8^  ,  ce  qui  donne  pour  la  racine  cubique  du  nom«^ 
bre  propofé  8.  8(>.  437.  166.  en  nombres  entiers. 

J*ai  pris  ce  nombre  au  hazard,  il  eft  un  des  moins  fa- 
vorables qu*on  puiflc  choifir  fur  un  pareil  nombre  de 
chifres ,  on  peut  comparer  dans  cet  exemple  ma  Méthode 
avec  la  méthode  ordinaire  ,  &  l'expérience  fera  juger 
quelle  eft  celle  qui  mérite  la  préférence  ;  je  pourrois  en- 
core apporter  pour  exemple  Tcxtraftion  de  la  racine  cubi- 
que d'un  nombre  exprimé  par  8 1  chifres,  où  je  néglige  en- 
tiérement  la  quatrième  tranche  qui  contient  les  54 der- 
niers chifres ,  où  l'avantage  de  ma  Méthode  paroîtra  en- 
core  plus  grand;  mais  l'exemple  précédent  fuffit  pour  ju- 
ger de  fes  avantages. 


SECTION     TROI  SIE'ME. 

Ke/olutîon  des    équations   irrationelles  par  les 

formules  rationelles 

LEs  équations  rationelles  de  font  qu'une  partie  xn^ 
finimenr  petite  dans  la  férié  infinie  àjt%  équations  pof- 
fibles  dans  chaque  cas  particulier,  car  entre  deux  homo- 
gènes quelconques  de  deux  équations  confécutives^  il  y  a 
toujours  eji  nombres  entiers  autantd'homogénes  poflGblcs 
qu'il  y  a  d'unitez  dans  la  différence  de  ces  deux  hoouN 
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gcncs.  Par  exemple ,  entre  les  deux  homogènes  confccu" 
tifs  204  &  309  ,  dont  le  premier  eft  l'homogcnc  de  z,* 
100  z,  -h-  204,  qui  cft  une  équation  du  fécond  de- 


gré, dont  la  racine  pofitive  eft  -h  ioz,&:  la  racine  né- 
gative   2 ,  &  le  fécond  qui  eft  l'homogène  de  Téqua- 

tion  prochaine  z,^=2  100  z.  H-  309,  dont  les  racines 
font  -+-  103  ,  & 3  ,  il  y  a  105  homogènes  en  nom- 
bres entiers  compris  entre  les  deux ,  parce  que  c'eft  la 
différence  (  fans  parler  des  fraûions  )  de  204  à  3  op  ;  or  ces 
10  y  homogènes  ont  leurs  racines  plus  grandes  que  -4-102 

& 2,  mais  moindres  que  -H  103,  & 3  ,lefquelles 

racines  ne  différent  que  de  l'unité ,  par  conféquent  les 
deux  racines  de  ces  loy  homogènes  font  irrationelles ^ 
c*cft' à-dire,  qu'elles  ne  peuvent  s'exprimer  exadement 
par  aucun  nombre,  foit  entier  foit  rompu  ou  mixte  ,  il 
s'agit  d'en  approcher  par  excès  &  par  défaut  à  l'infini , 
il  eft  évident  qu'on  peut  trouver  une  férié  infinie  de  nom* 
brcs  qui  donnent  cette  racine  approchée  de  plus  en  plus 
par  défaut ,  &  une  autre  férié  de  nombres  qui  donnerït 
cette  racine  approchée  de  plus  en  plus  par  excès ,  dételle 
forte  que  le  dernier  terme  dans  l'une  &  l'autre  de  ces 
icries,  qui  eft  Tinfinitiéme  terme  auquel  il  eft  impofljbrc 
d'arriver,  donneroit  exaft#ment  cette  racine,  s'il  étoit 
poflSble  de  le  trouver ,  parce  qu'alors  le  défaut  ou  l'excès 
(croit  nul. 

Ainfi  comme  il  eft  impoffible  à  l'efprit  humain  de  trou- 
ver l'infiaitième  terme  de  ces  fériés,  ce  qu'on  peut  faire 
de  mieux  eft  d'en  approcher  continuellement  par  une 
loi  conftante  &  égale  fondée  en  démonftration  ,  &  do 
pouffer  cette  approximation  auffi  loin  qu'on  voudra  afin 
que  l'erreur  foit  infenfible  -,  c'eft  tout  ce  que  l'on  peur 
défîrer  fur  cette  matière,  mais  auflî  on  ne  doit  pas  fe  con- 
tenter de  moins. 


JJ^  ^'J 
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Réfolution  des  équations  irrationtlles  fures  é*fin^fUs  dans 

le  fécond  degré. 

Les  équations  irrationclles  pures  &  llmplcs,  font  celles 
qui  n'ont  que  deux  termes  ,  &  dont  Thomogéne  eft  un 
quatre  irrationel,  ou  le  produit  de  deux  racines  irratio- 
nelles ,  comme  ces  équations  font  affez  femblables  aux 
fécondes  puifTances  irrationelles  ou  imparfaites  du  même 
degré,  leur  réfolution  fe  fait  de  la  même  manière  &  par 
les  mêmes  formules  expliquées  ci-defTus  ;  ce  qui  eft  gé- 
néral pour  toutes  les  équations  irrationelles  pures  &  fim- 
ples  de  tous  les  degrêz  fupérieurs  à  l'infini. 

i^^  Exemple  pour  U  formule  d  approximation  far  défaut. 

Soit  une  équation  irrationelle  pure  &  fîmple  du  fécond 
degré  z»^  ==  zoo. 


1^ 


Par  la  première  formule  d'approximation  par  dé- 
faut ,  j'ai  z^  =s  af-  -t-  b  ==  196  -t-  4  =  200. 


2^  Je  trouve  que  196  ==  44  eft  le  quarré  moindre 
contenu  dans  100  ,  fa  première  racine  eft  a  £=  14,  & 
ôtant  19e  de  100 ^  le  refte  eft  4  =«  b. 

30.  Je  fubftituë  14=3  4f&  4  =  ^  ,àla  place  deccs 

lettres  dans  la  première  formule  d'approximation  a 

h 
•+-  Yi »  ^^  ^^  donne  1 4  -+-  n"?  q^i ^^  réduit  à  14  -H  y 

en  divifant  les  deux  termes  de  la  fraâion  par  leur  corn* 
mun  divifeur  4.  Voilà  la  racine  approchée. 

40.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  plus  approchée, 
je  me  fers   de  la  féconde  formule  d'approximation 

^^^  .     ^^  dans  la  quelle  je  fubftituë  en  nombres  les 


valeurs  des  lettres ,  j'ai  une  troifiéme  racine  plus  ^^^lQ• 


chéei4-4-  ^^'''^^^''=^I4-H^'^"^''  - 

^  8xt744-f-4X56  ^  "^5114-114 
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vs^  _       .      197 


14 -[ ^==  14  H 77  =  ^  f  en  divifant  les 

^        1117^  ^        138^  * 

deux  termes  de  la  fradion  par  leur  commun  divifeur  16. 

comme  cette  approximation  eft  immenfe ,  &  que  l'erreur 

tft  moindre  qu'aucune  grandeur  fenfible ,  il  eft  inutile 

de  la  pouflTer  plus  loin  ,  il  fiiffic  de  quarrer  cette  valeur 

dcz,,  &  de  fubftituer  cette  valeur  dans  Téquation  pro- 

pofcc,  pour  la  comparer  avec  le  fécond  membre  zoo. 

jo.  Pour  quarrer  cette  valeur  de  x,c=  14  ^+-  ^ni 

197 
1386 


14 


X  14 


197 
138e 


196 


38809 


191^99^ 
138^ 


(4- H) 


xoo 


iS     ,  I  38809 


44  ^9  14  99^ 

OU  bien  ,  il  faut  ajouter  en  une  fomme  rentier  avec  la 
fraâion,  ainfi  je  réduis  d'abord  l'entier  14  en  fradion 
qui  ait  le  mêmedcnominateur^en  multiplant  14  par  1 386, 
ce  qui  donne  au  produit  19  404,auquel  j'ajoute  le  numé- 
rateur 197, la  fomme  donne  pour  le  numérateur  19601. 

Ainfi  j'ai  la  fradion  ^^  à  élever  à  ki  féconde  puif* 

fance. 

14 
X   i}86 


y  544 
1586 


y 


19404 
197 


i^  601 
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jo.  Je  quarte  la  valeur  trouvée  de  ;& ,  &  je  la  fubfticui^ 
dans  l'équation  propo(ee,  z,^^=s=ss  zoo. 


14 
X  14 


197 
158^ 

l}26 


196 


17  y8  ?g»o^ 

138^    "*^  î^  H99^ 

^758 
Z586 


I^tf 


551^  )8809 


258^    ^      19^^99^ 


ou  i^tf  Hf-  4===  2.00 ,  je  néglige  la  dernière  fraûîon  qui 
cft  infenfible,ainfi  j*ai  z.*==  loo.  à  très-peu  de  chofe  près. 
Autrement.  Pour  élever  à  la  féconde  puifTance  la  ra- 
cine approchée  14  •+•  7^^  que  nous  venons  de  trouver 
par  Topcration  précédente  fur  la  première  formule  d'ap- 
proximation par  défaut,  je  réduis  Tentier  en  fradion^ 
en  le  multipliant  par  ce  dénominateur i  or  14x138e 
donne  19404 ,  auquel  j'ajoute  le  numérateur  196  ^  ce  qui 

donne  la  fradion  i?f2i.  dont  le  quatre  r—  J«  ^'  ^^  ^^  ' 


386  •  i^to  996     * 


enfuite  je  divife  le  quatre  du  numérateur  par  le  quatre 
du  dénominateur. 

Divifeur      \  Dividende  ^  Quotient 

19.    ZO.  99  é)    38;  41.  99.  ZO.   I.  l    zoo    -H       ,,. xo. 9f<. 


m^m^i'^i'mmim'mmmimmmmm^mmmmmmm^^m^m^^' 


20  •  •  •  •   38.  41*99.  lO. 
o  « refte    o  :  i 


Le  Quotient  eft  zoo 


I^lO^^é 


Aiofi 
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Ainfî  fubftituant  ce  quotient  qui  eft  la  valeur  du  quatre 
z,sj  dans  l'équation  propofee  z,z,  ==  100. 

La  fradion  infenfible  .... 


1$ xo$^6 

eft  la  différence  des  deux  membres  de  Téquation ,  donc 
la  racine  trouvée  1477^^  ^^  très-approchée. 

Second  Exemfle.  Sur  la  formule  d'approximation  par 
excès  aa h. 

Soit  encore  ;&*  ==  200.  =  44 b. 

I  ^.  Pour  me  fer vir  de  la  formule  d'approximation  par 

excès  a  A ^^  je  prends  le  quarré  prochain  xij==3  44 

plus  grand  que  Thomogéne  zoo,  fa  racine  eft  ij  =^d, 
or  izj  ==  100  refte ly  =^,  donc  la  première  ra- 
cine approchée  eft  1 5  ==  a. 

2°.  Pour  avoir  une  féconde  racine  plus  approchée , 
je  fubftitue  les  valeurs  trouvées  i  y  ==  a  ,  Se  i^  ==  î 
dans  la  première  formule  d'approximation  par  excès  4 

— —  -p^ ,  ce  qui  donne  i  y il ,  c'eft  la  féconde  racine 

approchée;  je  l'élevé  à  la  féconde  puifTance  pour  la  com« 
parer  à  l'équation  propofee ,  en  la  fubftituant  à  la  place 
de  z,^. 


ly  — 

"30 

4 

X  ly  — 

_  2L 

"  30 

»ZJ    — 

375  ^ 

""  30  "* 
37  f 

T~    — ' 

^00 

• 

30 

X2y  — 

750 
30 

500 

ou  X2y  - 

—  xy- 

i-_^  = 

xoo    •     * 


!• 


Jnalj/c, 


iM 
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Subfiitution. 

z.z^=i  loo  t=:  1  o  o  *i-  f ,  or  la  difFcrencc  des  deux 
membres  de  cette  équation  eft  d'environ  y. 

30.  Pour  avoir  une  troifiéme  racine  encore  plus  ap- 
prochée ,  je  me  fers  de  la  féconde  formule  d'approxima- 
tion a t^l  ~       >  ^^^s  laquelle  je  fubftitue  à  la  place 

4X  II5X  if—  ^if 


des  lettres  leurs  valeurs ,  j'ai  i  y         « 

^  8XÎÎ75  —  4x15x15      » 

.    -  900  X  ij  —  ^15  iifoo  —  ^15 

qui  donne  ly ,7,3^_,oxi5  =  ^î 17135  — 1500 

qui  fe  réduit  a  15 1"^  ==  ^î 7^=  ^  ,  c'cft 

la  troifiéme  racine  approchée. 

Préfentement  j'élève  au  quatre  cette  valeur  ,  &  je 
fubftitue  fon  quarrc  dans  l'équation  z?-  ==»  100  pour  con^ 
noître  la  différence. 


•  • 


575:0 

y  .  .  .  yix    y 

^2.    y 


<  7tfy^i    /  loyotf  6  y 


I  .  .  .  .  775^ 

o  .  ,  .  .   i^yo: 61  J 


,  -  „.,„  IZ!       MiêltiflicatiM. 
'  1015 


X  ly 


«75 
1015 


xzy 
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nus 

lOIf 


2,J.C  j  ■      f        — — — . 

**/  101;      ^        lo^o66s 


OU  XX  y 1  y  i  =  loo i ,  Terreur  par  excès  eft  de 

j ,  &  le  quarré  du  numérateur  &  du  dénominateur  eft 
d'environ  moins  d'une  unité,  ainfi  Terreur  n*cft  pas  dans 
(c  quarré  de  ^  ,  par  conféquent  il  eft  infenfible  dans  la 
racine. 

On  peut  trouver  une  quatrième  racine  encore  plus 
approchée  en  continuant  fur  une  troifiéme  formule  d'ap- 
proximation ,  &c  ainfi  de  fuite  à  Tinfini. 

Zéfolution  des  Equations  irrationelles  du  fécond  degré  , 
comfofées ,  ou  affectées  de  termes  motens. 

Je  réduis  toutes  les  équations  compofées,  ouafFcdces 
de  termes  moïens  aux  trois  formules  fuivantes, 


j®.  .  .  z,^   -+-   mz»  —  y^  =  o 

x^.   .  .   z^  mzj 

1°.   .  .  z.^  —  mz, 
danslefquellcsTinconnuë  eftz,. 

m  eft  le  nombre  qui  multiplie  Tinconnuc  linéaire ,  qui 
fe  nomme  improprement  le  coefficient, 

h"  eft  Thomogéne ,  ou  le  dernier  terme  de  Téquation  , 
fon  expofant  en  chifre  romain  marque  (es  deux  dimen* 
fions  &:  non  pas  une  féconde  puiffance. 

l'employé  deux  Méthodes  pour  réfoudre  ces  équa- 
tions. 

La  première  confîfte  à  transformer  d'abord  Téquation 
propofée  dans  une  équation  pure  &  fimple  y^  =  h'^ ,  en 
faifant  évanouir  le  fécond  terme ,  pour  la  réfoudre  com- 
me les  autres  équations  pures  &  fimples  par  les  f^ormules 

x^z,  ij 
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générales  pour  trouver  la  valeur  de  y ,  que  Ton  (ubfticui 
cnfuice  dans  la  valeur  de  z. ,  ce  qui  donne  fa  valeur  dcfirce. 
La  féconde  Méthode  confifte  dans  des  formules  par- 
ticulières pour  opérer  direûement  fur  l'équation  pro- 
poféc. 

PREMIERE     MFTHODE. 

Jiéfoudre  par  transformation  &  fubftitution  les  Equations 
irrationnelles  du  fécond  degré  qui  font  comfofèes ,  ou  af 
feCfées  de  termes  moiens. 

Premier  Exempte.  Dans  la  première  formule  du  fécond 

degré  z»^  -+-  mz. h^'  s=:  o.  Soit  Téquation   propofcc 

;&*-+- looz» 300  ==3  o/ 

Préparation.    D'abord  pour  faire  évanouir  le  fécond 

terme,  je  fuppofe;t,=j^ }22^ &c z.z. ^=f î^ 

HH  '^  ^^ ,  &  fubftituant  ces  valeurs  à  la  place  de  ;&  & 

de  z,z.  dans  l'équation  propofée ,  je  trouve  une  équation 
pure  &  fimple  qui  n'a  plus  de  fécond  terme  comme  il  fuir. 

Subjtitution^ 

^x  -.1   »oqy     .      100. 00 


*  4 

■  100 

looa  ==.•.-+-  loqy — ^  lïï 
joo=  ...... 300 


Transformcc^^    oy 


100. 00 


4 
300 

ce  qui  donne ^*  t=  zy.  00  -f-  30a,  ou^^  c=3  %%.  oa 

Ceft  réquation  tranforméc  où  il  n'y  a  point  de  fécond 

terme.  L'homogène  x8. 00  eft  un  quarré  irrationel  com- 
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pris  entre  les  deux  quarrez  prochains ,  fçavoir ,  le  moin- 
dre 1704  donc  la  racine  eft  j  2.  ^  &  le  plus  grand  1809  dont 
la  racine  eft  jj. 

Donc  la  racine  irrationelle  de  iSoo  eft  plus  grande  que 
51  j  mats  plus  petite  que  53.  Si  je  prends  la  moindre  jra- 
cine  yi  qui  eft  trop  petite ,  je  me  fervirai  de  la  formule 
d'approximation  par  défaut  aa  H-  ^;  mais  fî  je  prends  la 

racine  y  3  qui  eft  trop  grande ,  je  me  fervirai  de  la  for- 
mule d'approximation  par  excès  aa h. 

tremiirc  opération  par  la  formule  d^ approximation 

par  défaut  a  a  -4-  b. 


10.  J'ai  fuivant  cette  formule^^  ==  18.00  =  4^ 
Z7,04— 1-9^.    Donc  ^==96  &  4^==  y  1.    C'eft  la 
racine  par  défaut  approchée  à  moins  d'une  unité  près. 

i^.  Pour  trouver  une  féconde  racine  plus  approchée,  je 
me  fers  de  la  première  formule  d'approximation  par  dé- 
faut a  -t-  — ,  &  fubftituant  à  la  place  des  lettres  leurs 

valeurs  trouvées  ,  j'ai  yz  -+-  —^  qui  fe  réduir  à  yr.  H-  — 
(  en  divifant  les  termes  de  la  fradion  par  leur  divifeur 
commun  8  )  Voilà  la  fecowde  racine  plus  approchée. 

Je  l'élevé  à  la  féconde  puiflance  pour  la  comparer  par 
fubftitution  dans  Téquation  propofee. 


X» 


X2,=xyL-H-ff 


J^  "•"TT  /  13  /   Il  y8 


.  t  . 


1704 


"7 

TT  "^  *«^  78 

lif  o  o 
1 5 


Donc  la  différence  entre  les  deux  membres  de  Tcgalité 

x,Zé  iij 


412  ÂNALTSl     GBNERAIE, 

cfl;  HH  ttI  dans  le  quatre,  qui  cft  leur  différence  par  excès. 


Donc  Terreur  dans  la  racine  eft  de  moins  de  ,^^. 

3°.  Pour  avoir  une  troificme  racine  plus  approchée ,  je 
fubfticuë  les  valeurs  des  lettres  dans  la  féconde  formule 

d'approximation  par  défaut  a  HH  4^^*-H**^  ^ç  q^i  donne 


^  8x  140608  *f<  4x52  xp6      ^  ^ 


10.  38. 336-I-P116    _j^     10. 47'  yi^-    Qu   -^ 

11.  24.  ^4  +  4Ppx  11.2p.  8|6.  ^ 


H-  1^*,  qui  donne  enfin  yx  H-  î£l.  C^eftla  troificme 

4413  ^  .   ;  iz^^ 

racine  approchée  ou  troifiéme  valeur  de^  que  jcicveau 

quarré  pour  la  fubftituer  dans  1  équation  transformée 
comme  il  fuit. 

9 ^484 

178:4 


IX  S 


5^ 


x/     ==»  X  yr 


275 

275 


Multiflication 


y  y  ==:       1704 


1331*    j.   *i'5'3* 


276  'J6^^6 

ijjjjfc 

276 


■taHHHWIVliMiiHB-MHI^ 


1^624         r         6JJ3* 


^jf  =3         17    4        ^  ^j^^  -       j^^j^^ 

Donc  ^^  =5 1704  -4-  56  ==  1  8.  00.    Mais  il  y  a  le 
qnarré  de  la  fraâion  qui  eft  Texcédent ,  f^  qui  eft  la 
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diâcrcûce  des  deux  membres  de  réquacion ,  que  Ton  peut 
diminuer  à  l'infini  en  continuant  les  approximations. 
»  4°.  Puifque  la  troificme  valeur  de^cft  jx  -+-  ii£',  je 
fubftituë  cete  valeur  dans  1  égalité  z,  =y  —  ~  pour 
trouver  la  valeur  de  ;&,  &  la  fubftitution  me  donne  z, 

yi  -f-  m ^ce  qui  donne  z.  == yo  -4-  yx 

*'*  2,  H-  Ht  &  fubftituant  cette  valeur  & 


3.76      .    _        **  *  I7é 


fon  quarrcjdans  Téquation  propofce  z^  -+-  i  oo  x»  — -  3  00 
o. 

SubJUtution. 

%j6 


X  ;& 


x»^=  4 


1^14      r^    ^yyj^ 


vj^  76176 

ou  ;&  ==  4  •+-   3  -f-  I  £=  8. 


100  Z,  c=;  Z  -+-  îlf    X    100  =  Z00^91.s=zi^t, 


V76 
Donc  z»z,  £=  -f-       8 


100  Z    ==     -t-     2^1 
500        c==    300. 


o.  Les  deux  membres  de 
réquation  font  égaux  ,  donc  la  racine  eft;  trouvée  ;  c'efl: 
la  petite  racine  dans  cette  opération. 

Seconde  Opération.    Suivant  la  formule  d'approxima- 
tion par  excès  aa ^ ,  1°.  je  prends  dans  l'équation  trand 

Formée j^*  ==  18.  00,  la  racine  y  5  ==  a  du  quarrc  pro- 
chain plus  grand  ,  i8.  09  t==zaai  donclercfte  9  =  ^, 
Ibivant  la  formule  aa b.  J*ai  ainfi  pour  première  ra* 

cine  approchée  par  excès  y  5  ==  4. 

20.  Pour  avoir  une  féconde  racine ,  je  fubftitu'c  les  va- 
leurs trouvées  des  lettre?  dans  la  première  formule  d'ap- 


42*4  Analyse    gekehale, 

proximacion  a -L ,  ce  qui  donne  y  5 jij.  Ccft  la 

féconde  racine  approchée,  dont  le  quatre  eft  28.  09 — 9 

^ — «==  i8. 00  — '  -TTT  Donc  rcrreur  par  excès  eft 
111.35  '*«  / 

de  Tjj-  dans  le  quatre  ,  &  par  conféquent  bien  moindre 
dans  la  racine. 

50.  Pour  avoir  une  troifîcme  racine  encore  plus  appro- 
chée y  je  fubftituë  encore  la  vaiâur  des  lettres  dans  la  troi- 

fiéme  formule  d'approximation  par  excès.,  —  if +" 


ce  qui  donne  y  =  %x JLJl=quilerc> 

*  8x  148177  *4-  4XX3  xp 


duità53 1011x4-4-81     ^^  i5iil££quifc 

iipioi6--Hipo8  iipipH* 


réduit  enfin  à  j^  £=  53 4777  ou  53 j|^;  c'eftia 

troifîéme  racine  approchée  ,  que  j'élève  au  quarré  pour 
le  fubfticuer  dans  l'équation  transformée  ,  c'eft  ig.  op 
^^ —  ^î  -H  îT^l^qui  donne  i8.  09  ,  ou  10  environ 
à  caufe  de  la  deuxième  fraâion  qui  eft  pofîtive  ;  c'eft  donc 

z8.  op  —  p  H-,  ou  z8.  op  - — 10 .  Donc  Terreur  dans 

le  quarré  de  la  racine  eft  à  moins  de  l'unité  près ,  &:  on 
peut  encore  en  approcher  à  Tinfini. 

4^.  Subftituant  enfuite  cette  valeur  dej'  dans  Tégalicé 

z,^=y —^  on  trouvera 2»  === ——  50  H-  53  — ^^f-^ 

ou  z,  c===  3  —  :^,   ou  z,  =  3 jfrî  &  parl* 

lubftitution  la  valeur  de  z. ,  qui  étant  fubftituée  avec  fon 
quarré  dans  l'équation  propofce  z,^  H-  100  ;6  —  3  00  =0, 
on  trouvera  quelle  eft  la  différence  entre  les  deux  meio* 
bres  de  l'équation. 


z^z,  == loox;  •-♦-  300 

^— ^H-|=-300--fff4.3oo  ^ 

ou  enfin  ^  +  300 — 9  sa  300.         Les  nraaions  enot 

z.^  -4-  100  2>  évaluées  donnent  la 


différence  qui  n'cft  pas  iènfible. 
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Second  Exemple.  Dans  la  fcconde  formule  du  fécond 
degré  z^ mz. ^  ==  0. 

Soie  réquacion  dans  la  féconde  formule  du  fécond  de- 
gré z?' \oox, 3oo==o. 

Préparation.  D'abord  je  fais  évanouir  le  fécond  terme 
en  fuppofant  z.  =7  -+-  i^ ,  &  fon  quarrc  z^z,  =y 


looj  H-  — L-  ,  &  fubftituant  ces  valeurs  à  la  place 

de  j&  &  de  2,2. ,  dans  l'équation  propoféc ,  je  trouve  l'équa- 
tion transformée  pure  &  fimple  fans  fécond  terme ,  corn* 
me  il  fuit. 


z^z,  =  y'^   -+-    100/ 


100. 00 

4 
100 

3  00  == 300 


ioo;&  ===.,.  100^ 


O : O 


Transformée     j^  oj 


100. 00. 

4 
300 


quidonne  y^  ij.oo 3oo==o 

ou  y^  ==  ly.  00  -4-  300  ==:  28. 00. 
Voilà  réquation  transformée  qui  n'a  point  de  fécond  ter- 
me 6c  dans  laquelle  il  faut  trouver  la  racine  quarrée  de 
18.  00  qui  eft  compris  entre  les  deux  quarrez  parfaits  Se 
rationels  ;  fçavoir ,  le  moindre  2704  dont  la  racine  eft 
yi,  &  le  plus  grand  prochain  1809  dontla  racine  eft  53. 
Première  opération.  Par  la  formule  d'approximation 
par  défaut  aa  -4-  ^,10.  j'ai  fuivant  cette  formule  ^'^ 

==  28.  00  =^4 -i- i^  ,t=:  2704 -4- 9^.  DonCi&s=9^ 
4  c=y  2  ;  c'eft  la  première  racine  approchée  à  moins  d'une 
unité  près. 

20,  Pour  trouver  une  féconde  racine  encore  plus  appro- 
chée, je  me  fers  de  la  première  formule  d'approximation 
Analyfe.  ^^a 


41^  Analyse  cinirale, 

-i.  dans  laquelle  je  fubfticuë  les  valeurs  trouvées 

de4  &i ,  ce  qui  donne  yi  -4-  ^  qui  fe  réduit  en  divi- 
fant  les  termes  de  la  fradion  par  leur  commun  divifeur 
8,  à  yi  -f-  fi-.  C'eft  la  féconde  racine  approcHce.  Je 
relevé  à  la  féconde  puiflance  pour  la  fubftituer  dans  Té- 
quacion  propofce ,  &  j'ai 


yi  -+-  — 

X   cr    -i Lî 


^704  -H  ^»  -f.   4f:  ou  1704  ^-  9tf  ^  i^^  =;î;:2.. 

Or  jzi^z»  ==  28. 00.  Donc  Terreur  par  excès  eft  de  ^~ 
dans  le  quarré.  Donc  l'erreur  dans  la  racine  eft  de  moins^ 
de  7JJ  par  excès. 

3^.  Pour  trouver  unetroifiéme  racine  plus  approchée  ^ 
}e  me  fers  de  la  féconde  formule  d'approximation 

V^f"^^^  dans  laquelle  fubftituant  à  la  place  des  lec^ 
très  leurs  valeurs ,  j'ai  y  i  ^  42i£75ilPl±^l£l  qui 


donne  KZ'-i^'±JhJli±2^  =  .i^lîâm±  ou 


12:£î  ===  yx  H-  —  c'eft  la  troifiéme  racine  cncor 

4413  '  Z7é 

plus  approchée  ^  que  j'élève  à  la  féconde  puiflance  po 
la  comparer  avec  Téquation  propofée. 

<    27^  <    26^14  <    96      Divijfon. 


9...  2484 

178:4 
6.. ••  i6y  z^ 

refte    ii    S 
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5*-* 

vj6 

MuhifUcatiùn. 

X  jx  H 

Vf6 

1704  - 

t-'"'*-H 

_  <î/iî« 

7<îi7< 

^      I33I» 

76176 

■ 

4^7 


Z7  04 


16624       f      6$$%^ 


%76  76176 


^  10640  XO640 

4MC  remarque  dans  jx  -f-  Iit^l!»  q^^  les  deux  ter- 
mes de  la  fraftion  fe  peuvent  réduire  à  ^ ,  car  Tanté- 
cédent  a  pour  divifeur  cxaft  iz,&  le  confequcntou  dé- 
nominateur fe  divife  auili  exaâement  par  i }  ^  ainiî  j*ai 

D'abord  je  fubftituë  cette  valeur  dans  Tcquation  fim- 
plcz.==^  -H  4^,  ce  qui  donne  x»==»  102.  -+-  ^,donc 
le  quatre  z,z,  =  104. 04  -H  ^^  Hh  777 ,  qui  fe  réduit  à 
104.  04  -+-  188  -H  ~  ,  endivifant  la  féconde  fraûion 

par  fbn  dénominateur   i}  >  ce  qui  me  donne  105.  ^r» 

144 

5^.  Je  fubftituë  ces  valeurs  en  nombres  àc  z,  t£,  àc  z,x^ 
en  leurs  places  dans  Téquation  propofee  zz  =xs  100  z. 
300  ,  ce  qui  donne 


z,z.  ==  100  Z,  •+-  JOO 

ioy.^1  -f- 775  ==5ioi.9i-+-  300  =  105.51. 
•f   13    -f  2448  l   18$  -H 


II  :4 
%         10    4 

14:8 
8  104 


aaa  ij 


4i8  Analyse  générale, 

La  difFcrencc  des  deux  membres  de  cette  équation  eft 
donc  -4-  7^  ,  c'eft  Terreur  dans  le  quarré  ,  donc  Ter- 
reur dans  la  racine  approchée  eft  moindre  que  7^  par 
excès. 


Opération 

1% 


100  Z,  =   lOZ   -f-  TT 


X  100 


ICI.    oo« 
9^ 


^^(  =  9^-+-) 


donc 

100  z»  ==  10 1.    91 


1100 


^         ...  117 

3:0 

A     •     *    •    •     2#     O 

4 


Z»^  —  IÔ4.  04  • 

■ 

^ 

«1*4       y_    144 

1114 
19 

x^-  — .  104.  04 
donc  sJ-  s=a  10  y. 

9^ 

*^f''(    188 

1        144 

) 


144 


On  peut  encore  continuer  Tapproximation  à  Tinfini , 
en  fe  fervant  d'autres  formules  d'approximation  tirées 
à^s  principes  que  nous  avons  établi  dans  la  première 
Scâion  de  ce  livre. 


LlVKB    SBCOKD«  4Z9 

Seconde  opération.  Suivant  la  fortnule  d'approxima* 
tion  par  excès  a  a — b ,  i  o.  j'ai  fuivanc  cette  formule  dans 

réquacion  propofée  réduite j'^  ==  z8.  00 ,  ==  44 h 

=  z8o9,  où^  =  —  9.  donc  4  ==53.  Ceft  ]apre« 
miére  racine  approchée  par  excès  à  moins  d'une  unité 
près. 

z^.  Pour  avoir  une  féconde  racine  plus  approchée,  je 
me  fers  de  la  première  formule  d'approximation  par  ex- 
cès 4 i.  &  fubftituant  à  la  place  des  lettres  leurs  va- 

leurs ,  j'ai  y  3  ~ ,  c'eft  la  féconde  racine  approchée. 

Je  l'élevé  au  quarré  pour  la  comparer  avec  l'équa- 
tion pure  &  (impie  réduite. 


53  - 

.  9 

\o6 

9 

« 

z8.  09   — 

477    1 

477 

loé 

1      «' 

>   I1&  3é 

x8.  09  — 

81 

^   1 1  &  )  « 

OU  1809 9  ==:  i8oo  -f-  Tj- ,  voilà  l'erreur  par  ex* 

ces  dans  le  quarré. 


{  '^'^  {  ^H  { 


514 
<   81    <   11*3^  <    138 

X  •  •  .  8z 

31:  j 
3  •  •  •  24  3 

70:  é 

8  •  .  •  94  S 

4 


44^  /^ 


430  Analyse    gen£i.ale9 

30.  Préfentcmcnt  poui:  avoir  udc  crotiiémc  ractnccn- 
CMC  plus  approchée  y  que  les  deux  précédentes  ,  je  me 
fecs  de  la  fecoode  formule  d'approximacioû  par  excès  , 

4MMb^by^  danskqucUc  jç  fubftituë  les  valeurs 


&  des  lettres  4  &  ^  &:  de  leur  puiflances  trouvées  dans 
les  opérations  précédei^ces ,  èc  ta  fubâitucioa  de  leurs 

valeurs  donne  c  z  —  - — rr^ — ; — 

^^         8x148877-4-4x53x5, 

.    j  ioiii4-f-8x  ^^^  ^^ 

tim  donne  J3  — —-^^—^  ===^ ^ i  —  Z^Ij^ 

^  '  5^«4^  ^  ^  *4S*5  4i>7  * 

la  troifiéme  racine  approchée ,  que  j'élève  au  quarré  pour 
la  comparer  par  fubftitution  dans  l'équation  y  s=  tSoo* 

4% 


Si 
X  53 


4157 

4î> 
4157 


z8.  09 


1X1^  17^4 


4i>7   ^^    I7»47^^- 
tti6 

4^7 


112:  j-    '"^^^ 

ou  1809 — 10  -i-»  ou  1805  — -  9  HF-  8=7  ,  c*cfî  la 
troifiéme  racine  approchée. 

4®.  Enfuite  pour  avoir  la  vafeur  dcz,  Si  de  z^  dans 
TcGuation  îe  fubftituë  d'abord  cette  valetif  de  r  auc  ic 


ce  qui  donne  z.  ==  yo  -t-  y j  —  jiiy ,  ou  «»  ==5  103 


_6_ 
691  9 


ùy  1  ' 

Pareillement  pour  fubftitucr  cette  valeur  en  la  place 
de  z^  dans  l'équation  propofée ,  j*cleve  au  quarré  cette 
valeur  trouvée^  comme  il  fuit; 


=  103 
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6 

691 


^10609 ~  -t-  ;j^^,  OU  ^  =  10609 106 

I  environ, 
or  z,"-  =  1060^ 108  -h- 1  ,  donc  ;&^  =:  lay.  oi. 

ioo;&==ïoox  lot — --—•  ==iox.oo— — (  xoo  1 
=3  ICI.  00  j  or  loi.  00  ■+-  300==  locoo  • 

Suhjtitutign. 


zz  ==   100  z    —t-  300 
ouioy.oi -4-|==  I02.  00 -H  300==  loy.oo. 


La  difFérence  dans  le  quarré  eft  i  -4-  |  environ,  mais  on 

peut  la  diminuer  en  continuant  l'approximation  à  l'infini. 

Da^f  UtroiJiémefêrmuU  des  équations  du  fécond  degré. 

z^  —H  loo;?:*  — —  3oo==o,  o\i7Û'^=z\ooz 300, 

comme  elle  eft  prefquc  femblable  à  la  première  formule, 
cela  me  difpenfe  d'entrer  dans  le  détail  de  Topératioxi 
qui  eft  la  même. 

}'ai  parles  formules  d'approximation  par  défaut 

zz  ==  100 z 300 

8     ==  25>i    300 

£t  par  les  formules  d'approximation  par  excès  je  trouve 

z^  t=  100  z  —  300 

^1=  291 3  00.  avec  une  difFérence  infenfible  qui 

réfulte  de  dévaluation  des  frayions  ,  que  je  négliga 
pour  abréger. 

farallele  de  P approximation  fur  un  même  exemple  dans 
les  trois  formules  des  équations  du  fécond  degré. 

I>ans  le  réfultat  je  néglige  les  fraâions  qui  font  in- 
fenûbles. 


43^  Analyse    cekehali, 

lo.  Dans  la  première  formule  z!-  -+-  \00Z4  îs=  joo. 
la  première  opération  donne  8   H-   ^^^  ==:  300. 
la  féconde  opération  donne        9   -H   291  ===  300. 

xo.  Dans  la  féconde  formule  z}-  «=a  100  j?:.  -t-  300. 
la  première  opération  donne  loy^z  £=1  lozyi  -+-  300 
la  féconde  opération  donne  10 y.  01  -+-  f  =  101.  00 
-H  300. 

3°.  Dans  la  trotfième  formule  —  &^c=5ioo5s 300. 

la  première  opération  donne 8c=i9x 300 

là  féconde  opération  donne  —  ^  =;  15 1  —  300. 

Ces  équations  irrationelies  font  contenues  dans  Tinter- 
val  des  deux  équations  ratiohelles  ;  fçavoir ,  Tèquation 
z^  H—  looz»  ==  Z04,  dont  les  racines  font  z»  -+-  ici 
o ,  &  2, %  ==  o,&:  réquation  z^  -+-  1 00  z»  ==  309 


dont  leç  racines  font  z,  -4-  X03  ==  o ,  z^  — -  3  c=  o. 

z»  -+-    loi  ==  o 
X    z»  1  ==   o 


*^  H 

h-  loz  z»  - 
—  %  z. 

—  204  = 

=  0, 

i^  H 

f-  100  Zp  ■ 

Z04  = 

=  0 

z»    -+ 
X  *  — 

-   3  

0 
0 

&*  - 

h-  103  z» 

—       3  ^ 

309  = 

=  0 

Z^    — }—     100    Z,   —    309    c=    O 


Z,   lOX   5==    o 

4 

X  z,  H-        1  =  o 


H 

—  lOX  z,    — 

f-    z  z; 

—  Z04  = 

=  9 

••*•  — 

—  100  z;  — - 

_^^  #^ 

<b   — 

-^  Z04  = 

1=5  0 
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105  ==5  O 


x,z,   10}  z   30^  = 

3  ^ 


X^    100  Z,    309  5 


Z,     -t-  lOl 


X  Z,    -t-     2  ===  O 


z."  -i 

-  lOZ  2, 

h-    t  z.    • 

-4-  Z04  = 

=5  0 

2.*  H 

h-  104  z,  - 

+-  204  «= 

=  0 

X  s  H 

-.  103  1= 

^   3 

:  0 

• 

z.'   H 

-  103  ;&  - 
h    3  ^ 

-+-  309  = 

=  0 

106  z,    — i-  30^  ==:.0. 

Rêfolution  des  équations  irrationelUs  du  troifieme  degré 
fûtes  drjîmfles^par  les  formules  d'approximation. 

Dans  les  équations  pures  &:  fimplcs  du  troifîcmc  dc- 
grc,comme  z,'  ==  1 00. 000==  d^'^b ,  dont  Thomogcnc 
n*eft  pas  un  cube  parfait,mais  imparfait  compris  entre  les 
deux  cubes  parfaits  prochains  ;  fçavoir,  le  moindre  973  3  6 
=4^  dont  la  racine  eft  46  ==  4,  qui  étant  ôtée  de  Thomo- 
géne  propofée  ==  a^  HH  h ^  il  refte  H-  b=s:z66/^\  Sc 
entre  le  cube  plus  grand  103.  823  ==43,  dont  la  racine 
cft  47  =:  4,  dont  ayant  ôté  Thomogéne ,  la  différence  eft 
j,  823  = b. 

Donc  la  racine  z,  du  cube  imparfait  propofé  eft  plus 
grande  que  46 ,  &  plus  petite  que  47. 

Soit  z^  =3  100.  donc  ;r.  >  4,  dont  le  cube=:^4 

Analyfe.  bbb 
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qui  cft  trop  petit  de  3  tf  ,  mais  foit  z  c=s  y  ,  (on  cube 

s=3 1 z 5  qui cxccde  100 de  15. 

jPremicre  ofération  par  la  formule  d'apfroximation  fdr 

il  h 

défaut  pour  la  racine  a  -4-      »    .  ^  » 

1°.  Suivant  cette  formule,  foit  i^:,^  =  100  = 
64 -i-  3^. 


La  première  racine  cubique  approchée  par  défaut  cft 

4  =  aàc  h  ^=16. 

2°.  Subfticuanc  ces  valeurs  dans  la  première  formule 


approximation  a  ^-  3^3^^  , )  ai 4  -+-  3^, ^^3,  qui 


donne  4  -f-  »   '^^ — .  ou  4  -+-  —^  &  réduiiànt  les  deux 


termes  de  la  fraûion  à  leur  plus  fimple  expreflioh  y  j*ai 
4  -+-  y|,  c'eft  la  féconde  racine  plus  approchée. 

2°.  J'élève  cette  racine  à  la  troifiéme  puifTance  pour 
la  fubftituer  dans  Téquation  propofée  ,  &  la  comparer 
comme  il  fuit, d'abord  je  réduis  l'entier  avec  la  frac- 
tion 4  -f-  ~  dans  une  feule  fradtion  ff ,  multipliant  ren- 
tier par  le  dénominateur  ij^^ô^  ajoutant  le  numérateur  ir 
au  produit. 

%%  K81471  X4;i 


Or  le  cube  de  — =  -— —  =  99  H — r^ ,  lequel  ne 

19  ^8j9  ''^     *      6859  '       ^ 

diffère  du  cube  propofc  100,  que  de  —j-J  ,ce  qiiî  donne 
une  racine  très^approchée. 

3^.  Mais  fi  l'on  veut  une  troifiéme  racine  encore  plus 
approchée  ,  il  faut  fubftituer  les  valeurs  trouvées  ci- 
defFus  en  la  place  des  lettres  dans  la  féconde  formule  fui- 


Tante , r— — — =  d  qui  donne z^l_I^  ==■  d^ 


ce  qui  donne  "^>^  ^^^""^^^^^  =  i..888-f>4i£i^^^jiMl4 
^  191  -4*  1196  191  -^  119^  1488 


d=z  I,  cnfuite  fuppofer  la  féconde  racine  trouvée 
r-  ===:  c  ,  &  fubflituer  ces  valeurs  dans  la 


M^ 
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Seconde  formule  d'approximation  du  cr olfiemc  degré  par 

<léfauc  c  -4 ^-—  ,  qui  peut  aufli  être  exprroiée  d'une 

snaniére  abrégée  par  ks  fculs  lettres  4  &  ^  ^  en  rédui* 
^ant  le  numérateur  &  ledénortrinateur  à  leur  j^us  fimpre 
«xprelOon. 

On  peut  de  même  continuer  l'approximation  à  Finfini, 
siaîs  cette  féconde  eft  immcnfe ,  ainfi  elle  fuffit  dans  la 
pratique. 

Seconde  opération  ^fuivant  la  formule   d* approximation 

par  exch  a 3  J^  ^. 

i^.  Soit  Jt^==  100==:  4' ^c==  iiy ly  ,donc 

y',  c*cft  la  première  racine  approchée  par  excès ,  te 


t==s ly 


1®.  Pour  avoir  une  féconde  racine  plus  approchée,  je 
^ubftitue  les  valeurs  trouvées  de  a  Se  l  dans  la  première 


nb 


formule  d'approximation  par  excès  a -—     ,  ^i  >  ^'^^ 


fxi5  us uy 


/^  qui  fe  réduit  enfin  à  4  -4-  -^j  c'cfl:  la  féconde"  ra- 
cine plus  approchée. 

30.  Je  cube  cette  racine  4  -f-  r^,  fon  cube  eft  100  , 
— f—  ^irv  5  quî  approche  davantage  par  excès  que  Tap* 
j>roximation  par  défaut  4  -H  f^  trouvée  dans  la  prc- 
xniére  opération. 

Parallèle  des  deux  approximations. 

L'approximation  par  défaut  4  ^  tj  ddnnc  ^ ,  qui 
étant  réduite  en  partie  décimales  pat  l'opératioiv  fui- 

^ante  donne  au  quotient  ;:;  t=  4  :  ^^^^^ 

«5      '  ' 


L'approximation  par  excês4  -+-  inf  donne  77  qui  étant 

bhh  ij 
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en  parties  décimales  comme  il  fuit ,  donne 

4  •   lOOOO 


Divi/eur 
19 


{ 


Dividende. 
88  : oooo 


{Retient. 
4:  65.15. 


76 
ix:o 

XI    4 

610 

•   y  7 
3  *^ 
I  9 
11:^ 

I    y  :o 

.    I  y    2. 


•   « 


•   •   • 


Divifeur,  J  -Dividende.  J  Retient. 

4 :  64.  i8.  y 


14.     i 


6^ lOooo 


( 


■■«i 


tf 


^:  o 

8  4 
6:e 

4:0 

z  S 

I   i:a 

I    I   z 
8:0 

•    7  ^- 


•    • 


•    k    • 


•  Or  cette  dernière  donne  on  quotient  «  ^  .  -, 
&c.  qui  eft  beaucoup  plus  approché  par  excès  que  Icpte 
cédexic  a==4  -t-  H ,  &c.  n'eft  approche  par  défaut. 
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Rtfolution  des  éqnations  irrationelles  du  troifiéme  degré 

Affectées  de  termes  moïens. 

Régie  générale.  Par  la  différence  des  deux  fommes  al- 
ternatives. 

Exemple,  i®.  Soit  x^  ===3-  00.  oox i*  000.  000, 

j*ai  par  tranfpofition  3.  00.  oox==  i.  000.  000.— —.;c^ 
donc  5.  00.  oox  >  i.ooo.  000. 

D'ailleurs  x  >  3 3,  car  3  3  =  3  y .  937«  qui  cft  moin- 
dre que  I.  ooo.  000.  la  différence  ell  96. 40.  ^3. 

De  même  x  >  34,  car  134  =39.  304,maisx<3y, 

car  3  5  =42.  875  qui  furpafTe  j.oo.ooat. 

Cefl:  pourquoi  fuivant  la  régie  générale  expliquée  dans 
la  première  Seûion  de  ce  livre,  je  fuppofe  x  ==-^-4-7, 
c^eft-à-dire ,  =  17  -*-^,  je  fubftitue  cette  valeur  à  la 
place  de  X ,  &  Ton  cube  à  la  place  de  x^  dans  l'équation 
propofee  ,  ce  qui  donne  la  transformée  y^  H-  j  i  y  y 
Hh-  867^  -+-  4913  ==  3. 00. 00^ 49.  oo,  op. 

Je  fais  deux  équations  des  deux  fommes  alternatives, 
la  première  compofée  des  termes  impairs  ^  la  féconde 
compofée  des  termes  pairs ,  &  j'ai 

i^.y^  -+•  867^  =  1 5fOOO^ 24y.  000. 

%^.  ^j  yy  -t-  4913  ==  lyooo^  —  245.000. 
dans  lefquelles  le  fécond  membre  eft  la  moitié  du  fé- 
cond membre  de  l'équation  transformée  3.  00.  0000  jr 
— — -  49,  00.  oo, 

30.  Pour  trouver  la  valeur  àcy  ,je  peux  mefcrvirdc 
Fune  ou  l'autre  de  ces  deux  égalitcz^  ]e  me  fers  ici  de  la 

première ,  y^  -4-  867^  e==  i  yooo^ 245  000 ,  j'ai  par 

tranfpofition^^  =:  i  ^oooy 867^ 245.  000  ,  qui 

4onne  par  fouflraûion ^^ 141 3 3 ^^5=  245.  ooo. 

D'où  je  tire  la  valeur  dcy==  17  ^^'^^'  ^^'^'donc  x  =5  3^4 
^^^^^^-^^^  fuivant  la  Méthode  des  Problèmes  plus  que  de- 

hhb  iij 
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terminez ,  cnfuitc  je  fubftituc  cette  valeur  U  fon  cube 
dans  réquation  propofée ,  la  fubftitution  donne  Thomo- 
gcne  propofc  à  moins  d'une  unité  près. 

SubJUtution. 


500.  ooA;=a  I.  041.  888. 
Ar3  ==      41.  888. 


7JI.117I 
7}i.i»5i 


f  •    .    •    •     I.   000.    000 

Aulicu  qu'en  fuppofanc 
x 5=34,  je  trouve  C     Et  x  =3  3 y 

3.00.  OOX=5l.  OiO.  000. -x      .   3.  OO.OOXSïs:  I.OJO.  000. 

—  x^  t=   — 39*  304  c     — X'=:  —  41.  87 y 


La  différence  eft — 19  l^^\  La  différence  cft  -4-  07,  iiy. 
par  défaut.  /     par  excès. 

Remarque  fremiért.  Il  eft  facile  de  réfoudre  toutes  les 
équations  du  troifiéme  degré  &  des  autres  plus  élevées , 
lorfqu'elles  font  affectées  de  termes  œôïens  en  les  cranf- 
formant  d'abord  dans  des  équations  pures  &  (Impies  | 
;&'  =  a^  ^b  pour  faire  évanouir  le  fécond  terme  ,  fif 
fubilituant  enfuite  la  valeur  de  la  nouvelle  inconnue  Scde 
(êspuiiïancesdans  l'équation  propofée^  pourvu  qu'elles 
ne  renferment  point  d'imaginaires.  Mais  lorfqu'il  y  % 
des  imaginaires ,  on  fe  fervira  de  la  Remarque  croifîéme. 

Remarque  féconde.  Dans  l'Exemple  précèdent  on  peut 
tirer  de  l'égalité  de  la  féconde  fomme  alternative  %i yj 
-H  49  1 5  =  3.  0000^ 49. 00. 00.  Une  valeur  irra- 
tionnelle de^  du  fécond  degré ,  qui  pourxa  être^xpriosée 
par  le  cercle  &  la  ligne  droite  ,  dont  on  peut  tirer  des 
conftruâions  très-approchées  &  commodes  pour  lapra- 
tique,  pour  la  trifedion  de  l'angle  ,  la  duplication  du 
cube ,  par  une  Méthode  très-générale. 

Remarque  troifiéme.  Dans  les  Equations  fort  élevées  & 
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affcûccs  de  termes  moïens  ;  il  eft  toujours  plus  commode 
de  fe  fcrvir  de  la  formule  générale ,  que  des  formules  par- 
ticulières. Cependant  nous  mettrons  ici  quelques  for- 
mules particulières  qui  fe  tirent  facilement  de  la  formule 
générale  ci-dcfTus. 

Pour  l'équation  z^  ==jfz, ^  ^  la  formule  irratio^ 

nelle  pour  la  racine  eft  z,  ==:  -  a  -+-  -L 

1/  2L 1,^"^^^— ^^f>oubien;6=4  a 

6^ 

Mais  la  formule  rationelle  de  la  racine  eft  ^ 


;^5:2_i.4  _1_   S^^P-^^Pq ^P"-   — P^*    q 


iza-^-^zfp  —  6  a^f  —  6  s  q 

Cette  formule  eft  générale  &  s*étend  même  au  cas  ir* 
réduftible ,  &  renferme  les  équations  qui  ont  des  racines 
réelles  &  celles  qui  ont  des  racines  imaginaires^ 
-Pour  réquationz»^  :=  ppz»  -t-  ^,  dans  lecasirréduc. 

tible,  la  première  racine  eft  z,  =  f  ^ -h  ]/^  1  pp  -+-  ^, 

qui  approche  par  excès  à  ,-^  ou  environ  dans  les  cas 
ks  moins  favorables. 

La  féconde  racine  eft  z»  =  |  p  •+-  l^  1  t>ù  wu"^^     ^ 

^^         ^      9  rlf^^     It- 
em approche  à  — i —  ,  ou  environ  par  défaut .  &:  on 

**        .    *  i.oo.  00 

peut  continuer  de  même  pour  en  approcher  à  l'infini. 

Exemple.  Soit  ^^==7^69  ^  -+-  140903  ,ou/>  racine 
approchée  ==  87,  on  trouve  z,  =  j  8  -+-  V^Tj6^  ==  100, 
qui  eft  un  peu  trop  grande  -,  mais  c'eft  le  nombre  entier 
qui  en  approche  le  plus ,  ce  qui  fufftt  pour  la  pratique. 

Mais  fi  on  veut  en  approcher  indéfiniment  plus  ,  on 
trouve  parla  féconde  formule  d'approximation  z,  =  y  8^ 
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niéres  formules  pour  avoir  les  racines  approchées  en 
nombres  entiers,  &  des  formules  d'approximation  pré- 
cédentes pour  approcher  en  fraûion  ,  il  n'y  a  [point 
d'équation  qu'on  ne  puiffe  refoudre  avec  toute  la  préci- 
(ion  poffible. 

Formules  générales  pour  le  troifiéme  degré. 

Soit  régalitc  ou  l'équation  z^  ==  a>'±_bf\sL  formule 
générale  rationcUe  de  la  première  racine  cft  4  :t  -p-ç:^ 

Formules  générales  four  le  quatrième  degré. 


Soit  réquation  z^  =  ^-^  -t-  ^ ,  &  foit  84-^  H-  3  ^  =f , 
foit  aulfi  f  -+-  5  ^  =  d^  on  trouvera  pour  la  formule  ra- 

«onelle  de  la  première  racine  je,  ==4  -f-     ^4*   '    ^^- 
Formules  générales  four  le  cinquième  degré» 


Soit  l'équation  2,^  =  4^  -H  ^  >  &  foit  54*  5=» r,  on 
trouvera  pour  la  formule  rationelle  de  la  première  racine 

MUc^^àhhc^xah^    ^  pQUj.  la  racine  irratic 


Remarque  quatrième.  Par  régalitc  de  la  féconde  fommc 
alternative ,  on  pourra  réduire  toutes  les  égalitez  pures 
&  (impies  du  feptiéme  degré  au  troifiéme ,  &:  celles  du  on- 
zième au  cinquième ,  &c. 

Remarque  cinquième.  Les  formules  du  troifiéme  degré 
font  plus  compofées  que  celles  du  fécond,  &  celles  du 
quatrième  degré  plus  compofées  que  celles  du  troifiéme, 
&  ainfi  de  fuite ,  car  il  eft  impoffible  que  cela  foit  autre- 
ment s  mais  auffi  elles  approchent  toujours  davantage  à 

mefure 
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mcfurc  qu'elles  font  plus  élevées,  par  le  premier  corollaire 
du  Théorème  fondamencal. 

Kemarqtêe  Jîxiéme.  Il  eft  évident  que  dès  qu'une  racine 
eft  exprimée  un iverfellemenc  par  une  formule  d'un  degré 
inférieur  à  l'expofanc  du  degré  de  fon  équation ,  &  donc 
lesexpofans  font  des  nombres  premiers  entr'éux;  on  peut 
toujours  exprimer  cette  même  racine  d'une  manière  ap- 
prochée par  une  égalité  du  premier  degré  ^  comme  dans 
Tcxemple  précédent,  l'équation  du  3"^^  degré  fe  réduit 
à  une  formule  du  fécond  degré ,  ou  compofée  du  fécond 
degré  %  c'efl:  pourquoi  elle  pourra  toujours  être  réduite , 
à  une  formule  univerfelle  du  premier  degré  moins  appro- 
chée ;  mais  les  puifTances  de^  &  q ,  montent  (i  haut  qu'elle 
n'eft  pas  praticable.  Ainfî  cette  vérité  qui  réduiroit  les 
égalitez  aux  premier  degré  8^  à  la  Ample  divifion ,  n'eft 
belle  que  dans  la  théorie  >  &  ne  peut  s'étendre  univerfel- 
lementàla  pratique,  comme  on  pourra  s'en  convaincre 
par  l'expérience. 

COROLLAIRE     GFNE'RAL. 

Tùur  continuer  a  l'infni  l'approximation  des  Racines  irra^ 
tionelles  des  Equations  (j;*  des  puijfances  imparfaites  de 
tous  les  degrez». 

En  général.  Dans  toute  équation  d'un  degré  quelcon- 

2ue  qui  a  des  racines  irrationellcs  ;  après  avoir  trouvé 
eux  valeurs  approchées  en  nombres  entiers  pour  chacune 
des  racines  ,  l'une  par  défaut  &  l'autre  par  excès  ;  on 
pourra  transformer  cette  racine  irrationelle  en  quatre 
ieries  infinies  primitives  &  fondamentales  fondées  fur 
deux  formules  exemplaires  tirées  ,  Tune  de  la  racine 
approchée  par  excès  &  l'autre  par  défaut  ;  chacune  de  ces 
feries  contient  la  valeur  approchée  de  la  racine  irra- 
tionelle cherchée  ;  mais  la  meilleure  de  ces  quatre  (cries 
donne  toujours  une  approximation  plus  prompte  &  plus 
Analyfe.  ccc 
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jrande.  Comme  ces  fériés  demandent  un  grand  détail  j*cn 
Saisie  fujetde  la  Seâion  fuivante.  On  y  crouverale  moyen 
de  crans^rmer  en  (eries  rationelles  infinies  les  racines. 


SECTION   QUATRIFME. 

Seconde  Méthode  nouvelle. 

Pour  réjoudre  les  Equations  irrationeUes  ^  les 
puiffances  imparfaites  de  tous  les  dtffrex.à  ttnfiniy 
par  des  feries  rationnelles  infinies ,  les  plus 
promtes  ^  les  plus  convergentes  ^uifoit  poffihle. 

Ou  nBuveau  calcul  différentiel  &  intégral  réduit  a  Ftx^ 
frejfion  JenfihU  des  nombres  naturels. 

L'Qfage  de  cette  Méthode  s'étend  dans  toute  TAua- 
ly  fe  générale ,  ic  dans  tout  ce  qui  regarde  les  lignes 
courbes,  puifqu'ellc  renferme  tous  les  problèmes  où  Tin- 
connuë  a  des  valeurs  irrationelks  qui  ne  peuvent  s'expri- 
mer exaâement  en  nombres  ^  8^  fur  toutes  les  équations 
&  les  puifTances  dont  les  racines  font  irrationeUes  ;  ce  qui 
comprend   les  équations  afFedées  de  termes  moyens  ^ 
comme  celles  qiH  font  pures  &  Amples ,  car  on  peut  tou- 
jours réduire  ou  transformer  les  équations  affedées  à  des 
équations  pures  &  fimplesen  fàifant  évanoiiir  le  fécond 
ferme  par  les  Méthodes  connues  y  en  fuppofant  Fincon- 
nue  X  ==^  "itl  f ,  où  je  fuppofc  a  =  au  coefficient  du  fé- 
cond tCTme ,  &  rexpofant  /  égal  à  celui  de  réquatioxt 
donnée  $  ce  qui  eft  général  pour  les  équations  de  tous  les 
degrez  où  il  n*y  a  que  trois  termes  >  le  figne  ^  eft  tou- 
jours contraire  à  celui  qui  précède  le  coefficient  de  Téqua* 
tion  propofée ,  que  je  fuppofe  égalée  à  zéro  ,  car  la  fubfii" 
tution  fait  évanouit  le  Second  terme* 


•  Après  cette  préparation  on  ccoixveta:  ks  ractarfiSnra- 
tîonelles  de  ces  équations  pures  Se  (hnples ,  coxmnecelics 
des  pw(raiices:impar£ùtes  èc  par  la  même  Méthode; 

Cette  Méthode  confifte  à  exprimer  toute  racine  icsa^ 
tionelle  propofée  ou  par  deux  fériés.,  Pone  par  excès  Fauiu 
tre  par  défaut  ou  par  une  feule  ferie  infinie  de  termetJqui 
expriment  fa  valeur  alternativement  par  excès  Se  par  dé« 
faut  y  c'eft-à-dire  par  une  fuite  de  fraâions  qui  approclient 
coAtinuelieraent  de  la  valeur  défirée  à  Tinfiniavec  la. plus 
petite  différence  qui  foit  poflible ,  foit  par  excès  ibit'pttr 
défaut  ;  enibrte  que  dans  î'infinitiéme  terme  ha  diâEerence 
foit  mille.  Se  que  la  fomme  intégrale  de  cette  ferie  donne 
exaâemeqt ,  quoique  d'une  manière  inexprimable,  là  va- 
leur entière  8c  exaâe  de  la  racine  irrationelle  propofêa 
Oeft-à-dire  que  dans  le  quarré  irrationel ,  comme  U 
eÉ  impeflible  d'exprimer  exaâement  fa  valeur  en  nom- 
bres entiers  ni  en  fraâion  ,  on  ne  peut  hii  fubflituer 
m*lHie  férié  de  {xzùions  rationelles  telles  que  le  quarré 
du  numérateur  ,  ait  au  quarré  du  dénominateur  un  ra^ 
port  continuellement  approchant  &  le  plus  approchant 

2ui  (bit  poffible  &  le  plus  promptement.  Cefl-Wire  (|uc 
le  quarré  irrationel  eft  i ,  ou  3 ,  ou  1 5 ,  &:c.  il  fauccrouP^ 
ver  une  fuite  qui  foit  rationelle  &  par  la  Méthode  la  plus 
prompte ,  la  plus  courte  &  la  plus  fimple  qui  foit  poflible. 
Il  fautaufli  pour  la  perfcâioala  Méthode ,  que  les  oermcs 
de  la  férié  foicnt  alternativement  par  excès  &  par  dé« 
faut,  &  qu'on  puiffe trouver  les  limites  de  chaque  terme 
en  rélevant  à  la  puifTance  propofée  ^  ou  bien  il  faut  quc5 
Ton  puiffe  former  deux  fériés ,  Tune  dont  tous  les  termes 
Soient  par  excès  &  dans  l'autre  par  défaut  s  fl  l^e  de  ces 
deux  fériés  maaquoit ,  ce  ne  feroit  q^e  la  naoitié  de 
l'ouvrage  de  fait ,  l'on  ne  doit  rien  fbuhaiter  de  plus  ; 
mais  auffi  on  ne  peut  pas  fe  contenter  de  moins  pour  trou- 
ver H  valeur  des  nombres  irrationnaux:  qui  font  ijaexprif 
mables  en  nombres  par  leur  nature. 

€CÇ  ij 
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On  peut  comparer  cette  Méthode  des  fériés  râtionei* 
les  comme  celle  du  triangle  des  rapports,  au  calcul  diffé-* 
rentiel  parce  qu'il  y  a  une  dîviûon  continuée  à  Tinfini  j 
car  chaque  terme  des  fériés  donne  toujours  infaillible- 
ment la  racine  ouïe  rapport  cherché  avec  une  différence 
toujours  décroiÏÏante  d'un  terme  au  fuivant  y  foit  par 
excès  foit  par  défaut. 

De  même  je  compare  au  calcul  intégral  ;  la  manière 
dont  je  compare  ici  les  quatre  fériés  primitives  pour  faire 
choix  de  la  meilleure ,  &  entre  les  termes  de  la  meilleure 
ceux  qui  donnent  le  plus  exaâement  le  rapport  cherché; 
à  la  rigueur  l'intégration  dé  la  férié  efl:  un  vrai  calcul 
intégral ,  nous  en  donnerons  l'intégration  qui  eft  ici 
toujours  poffible  ,  parce  que  la  (crie  eft  décroifTante  à 
rinfini. 

D'ailleurs  le  quotient  d'un  feul  terme  eft  le  calcul  in- 
tégral du  même  rapport. 

Or  dans  le  choix  des  quatre  fériés  primitives ,  quoi- 
qu'il  faille  toujours  préférer  la  plus  convergente,  il  y  a 
cependant  des  cas  dans  lefquels  il  faut  s'écarter  de  cette 
régie,  lorfque  les  termes  des  autres  fériés  étant  réduits 
à  leur  plus  fimple  expreffion ,  donnent  un  rapport  plus 
fimple  6c  très-approché. 

SECONDE  ME'THODE  GE'NE^RALE, 

Pour  trouver  les  Racines  irrationelles  par  des 

Formules  rationelles. 

AVIS,  f^  ^^^^  Méthode  eft  générale  pour  les  racines 
V^  ^^  toutes  les  puiflances  imparfaites  &  pour 
les  racines  irrationelles  des  équations  de  tous  les  degré: 
à  l'infini.  Comme  elle  demande  un  grand  détail  nous  nou 
contenterons  de  l'expliquer  pour  le  fécond  degré  feule 
ment.   Mais  on  peut  l'appliquer  de  même  au  troifiéro^ 
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degré ,  au  quatrième  degré  &  à  cous  les  degrez  fupérieurs, 
car  la  régie  eft  générale. 

Dans  les  deux  formules  exemplaires  pour  tous  les  de-    . 
grez,  a  eft  en  général  la  racine  de  l'irracionel  propofé, 
&  b  rcpréfente  l'unité  conftante  ,  x  eft  la  valeur  de  la  ra- 
cine propofce  par  excès  ou  par  défaut,  &cjf  eft  toujours  le 
nombre  irrationel  propofé. 

En  fuppofant^  Texpcfant  d'une  puiflancc  d*un  degré 

quelconque ,  les  formules  exemplaires  générales  font  — 

9 


pour  le  premier  terme,  &   === pour  le  fe- 


cond  terme.  Ainfî  pour  le  fécond  degré  j'ai  JL   & 


Des  Séries  rationelUs  en  général. 

Définition.  Les  fériés  rationelles  font  des  fuites  de  frac- 
tions réglées  par  une  loi  conftante  fondée  fur  les  racines 
rationelles  de  deux  nombres  rationaux  ,  dont  Tun  eft 
moindre  ,  &  l'autre  immédiatement  plus  grand  que  le 
nombre  irrationel  donné  ;  dans  ces  fériés  rationelles ,  il  eft 
encore  de  leur  effcnce  que  ^la  (crie  des  dénominateurs 
croifte  toujours  en  raifon  plus  grande  que  celle  des  nu- 
mérateurs, afin  que  chaque  fraction  diminue  de  valeur 
d'un  terme  à  l'autre  à  l'infini ,  de  telle  forte  que  fa  valeur 
devienne  plus  petite  qu'aucune  grandeur  finie  donnée  , 
quand  même  le  premier  numérateur  fcroit  fuppofé  plus 
grand  à  difcrétion  dans  le  premier  terme ,  que  le  déno- 
minateur donné. 

D'où  il  fuit  que  quelque  valeur  qu'on  fuppofe  pour  le 
numérateur  &  le  dénominateur  du  premier  terme,  la  fé- 
rié formée  fur  l'bypothéfela  plus  éloignée  prife  à  volonté, 

ccc  iij 
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ne  laiflbra  pas  d'approcher  dans  la  ftike  de  la  rsAcïLt  An 
nombre  irracionei  donné,  &  en  poulTant  U  fèricà  Tinfim 
elle  donnerait:  exaâemenc  la  valeur  dcfîrée  en  verm  des 
formules  que  nous  donnerons  dans  ce  traité. 

L 'ufage  des  feries  racionelles  eft  crès-écendu ,  puifqu'oB 
rencontre  bien  plus  fouvene  des  nombres  irrationaux  que 
d'autres ,  lefquels  fe  rencontrent  très-rarement ,  au  lieu 
que  les  premiers  fe  préfentent  naturellement  par  tout. 
Aind  ces  férics  fervent , 

r^..  pour  trouver  les  racines  des  puifTances  imparfaites, 
lo.  Les  racines  des  équations  de  tous  les  degrez  a  l'infini. 
30.  Le  rapport  de  tous  les  nombres  irrationaux. 
40.  Enfin,  ces  £eries  fervent  généralement  dans  laréfo- 
lution  de  tous  tes  Problêmes  de  géométrie  8c  de  toutes 
les  fciences  Phifîco-Mathématiques  ;  c'eft  une  Méthode 
univerfelle  pour  refondre  en  nombres  entiers  avec  facilité 
&  fans  aucun  tâtonnement  tous  les  Problêmes  qu'on  peut 
former  fur  lei  grandeurs. 

Deux  Méthodes  fifur  former  les  Séries  en  général. 

Inemployé  deux  Méthodes  pour  former  les  fériés  ra- 
cionelles. 

La  première  Méthode  eft  celle  àts  formules  générales, 
qui  eft  la  féconde  de  ce  Traire. 

La  féconde  eft  celle  du  triangle  des  rapports ,  qui  eft 
la  troifîéme  de  ce  Traité. 

Ces  deux  Méthodes  concourent  ensemble  à  former  la 
(crie  la  plus  parfaite  &  la  plus  exa Ae  qui  eft  la  feule  que 
j'ai  en  vûë  >  &  ces  deux  Méthodes  fe  prêtent  un  fecoun 
mutuel  pour  y  parvenir. 

La  féconde  Méthode  qui  eft  celle  du  triangle  des  rap- 
ports donne  direûement  la  fèrie  la  plus  exaâe  y  mais  elle 
a  befoin  de  la  première  Méthode  pour  lui  fournir  àcs  ma- 
tériaux. Il  y  a  même  des  cas  où  la  (erie  la  plus  parfaite  & 
la  plus  exaÂe  ne  donne  pas  toujours  le  rapport  le  plus 
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fimple;  &  dans  ce  cas  il  faut  préférer  la  férîe  trouvée  par 
les  formules  quoique  moins  exaâe,  mais  plus  fimple  àla 
(crie  trouvée  par  le  triangle  des  rapports ,  lor fqu'elle  <k)n« 
ne  un  rapport  plus  compofe. 

Bu  nombre  des  Formules  &  des  Séries  four  exprimer 

chaque  nombre  irréaioneU 

Chacun  des  nombres  irrationaux  peut  s'exprimer  en 
général ,  (  dans  le  fécond  degré,  par  exemple ,  )  par 
>^^  !il/=  41*  Il  en  eft  de  même  des  irrationaux  de  tout 
les  autres  degrez.  xx  eft  un  quarré  parfait  immédiatement 
ou  plus  pecit  ou  plus  grand  que  le  nombre  propofé»  fup- 
pofé  =  4i.  Donc xxt+i^  =41  i=}tf^-.j, ou 5=149] — %. 
Donc;c==tf,  oux==7. 
La  première  valeur  de  x  =.  6 ,  donne  xx  c==  3  6*  Donc 

XX  -+-  yc=3^-f-.  y  ==341. 

La  féconde  valeur  de  x  c==  7 ,  donne  xx  ==:  49.  Donc 
XX ^==  4> 8  =41. 

Chacune  de  ces  deux  valeurs  fubftituée  dans  la  formu« 
le  générale,  me  donne  une  formule  particulière  pour  cec 
irrationel4i  ;  &  fubftituant  dans  chaque  formule  parti- 
culière Tune  de  ces  deux  valeurs,puis  Tautresla  fubftitution 
donne  quatre  formules  qui  fervent  à  former  quatre  férié» 
primitives  3c  fondamentales ,  dont  on  peut  tirer  une  infi« 
nité  d'autres  ferles. 

D'ailleurs  &  on  prend  arbitrairement  d'autres  valeurs 
pour  X ,  l'une  moindre  8c  l'autre  plus  grande  à  difcrétionr 
On  pourra  former  d'autres  fériés  à  l'infini ,  mais  elle  ner 
feront  pas  les  plus  promptes  ni  les  plus  (impies. 

lioïen  de  trouver  fromftement  des  termes  fort  éloignez, 

dans  les  Séries. 

Comme  chaque  terme  de  la  (crie  exprime  la  racine  clie  r- 
chée  par  approximation ,  ou  par  excès  ou  par  défaut  ^  qui 
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dècroiflent  dans  les  termes  de  la  féric  à  mefure  qu'ils  font 
plus  éloignez  du  premier  terme.  Il  eft  donc  important 
d'avoir  un  grand  nombre  de  termes ,  ou  d*en  avoir  de  fort 
éloignez  j  c'eft  ce  qui  m'a  engagé  d'employer  trois  genres 
de  progreflion  dans  la  formation  des  termes  de  chaque 
férié. 

Le  premier  genre  de  progreflion  que  j'eraployc  dans  la 
formation  des  termes  de  la  férié ,  eft  la  progreflion  natu- 
xelle  des  nombres.  1. 1.  3.  4.  j  ,  &c. 

Je  me  fers  de  cette  progreflion  pour  trouver  de  fuite 
l'un  après  l'autre  tous  les  termes  de  la  férié  en  réitérant 
toujours  l'opération  fur  une  même  formule. 

Le  fécond  genre  qui  eft  un  abrégé  du  premiet  genre , 
renferme  toutes  les  autres  progreflions  arithmétiques, 
dont  le  nombre  eft  infini  ^  elle  fert  à  fauter  un  ou  plu* 
iieurs  termes  tout  d'un  coup  fans  pafler  par  les  termes 
moyens  comme  du  premier  au  4^.  ou  du  ^^•  au  6^.  ou  du 
2^  au  1 5^.  &c.  Et  continuant  ainfi  à  fauter  des  termes 
félon  la  progreflion  qu'on  aura  choifî ,  on  arrivera  en  peu 
de  tems  par  deux  ou  trois  opérations  à  un  terme  très- 
éloigné  fans  pafler  par  les  termes  moyens  qu'on  ne 
pourroit  trouver  que  par  un  très-grand  nombre  d'opéra-  j 

rions  réitérées  de  fuite  félon  la  progreflion  naturelle  des  j 

nombres.  i 

Le  troifiéme  genre  qui  eft  encore  un  chemin  plus  abrc«  [ 

gc  que  le  fécond ,  confifte  à  fauter  d'un  terme  quelconque 
trouvé  à  un  terme  éloigné  en  progreflion  géométrique 
quelconque ,  double ,  triple  ,  quadruple ,  &c. 

Axiome  1.  Tout  nombre  entier  comme  4 /qui  eft  une 
féconde  puiflance  parfaite  dont  la  racine  eft  i  ^  eft  en- 
core réellement  &  fans  fiâion  toute  puiflTance  quelconque 
à  l'infini ,  dont  les  racines  font  irrationelles ,  mais  ne  fe     * 
trouvent  que  par  la  divifion  infinie. 

Axiome  z.  Tout  nombre  entier  ou  mixte ,  quelque  pe- 
tit qu'il  foit ,  pourvu  qu'il  foit  plus  grand  que  i'qaité^ 

peut 
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pcuc  cw4c  élevé  à  une  puiflance  d*un  degré  déterminé  , 
tcllç  que  ccccc  puiffancc  furpaflcra  couc  nombre  donné, 
quelque  grand  qu'il  foit ,  par  exemple  la  fraftion  ^  peut 
être  élevée  à  une  puiflance  d'un  tel  degré  que  cette  puif- 
fànce  fera  plus  grande  que  lo.  oo.  oo.  que  loooooooo, 
Sec. 

Axiome  5.  Dans  toute  férié  de  fradions ,  fi  la  (crie  des 
dénominateurs  croît  en  raifon  géométrique  continue  plus 
grande  que  les  numérateurs ,  la  fra£tion  diminue  de  va- 
leur à  rinfîni ,  &  deviendra  plus  petite  qu'aucune  gran- 
deur finie  donnée  ,  quand  même  le  premier  numérateur 
(eroit  fuppofé  plus  grand  à  difcrétion  que  le  dénomi- 
nateur \  c'eft  une  confequence  néceflaire  de  Taxiôme 
précédent. 

Axiome  4.  En  général  toute  puiflance  efl  parfaite  ou 
imparfaite  ^  &  pour  expliquer  plus  clairement  ce  qui 
convient  à  toutes  les  puiflanccs,]e prends  pour  exemple 
le  quarré  qui  efl  la  féconde  puiflance. 

Tout  quarré  propofé  en  nombre  entiers  efl:  ou  un  quarré 
parfait ,  dont  la  racine  peut  être  exprimée  exaûemenc 
en  nombres  entiers ,  ou  un  nombre  compris  entre  deux 
quarrez  parfaits ,  d'où  on  le  nomme  quarré  imparfait  , 
(EÎont  la  racine  ne  peut  erre  exprimée  exactement  ^  ni  par 
un  nombre ,  ni  par  une  fraûion ,  ni  par  un  nombre  mixte 
quelconque  ,  ain(i4  efl:  un  quarré  parfait  dont  la  racine 
eft  z  ,  9  efl  aufli  un  quarré  parfait  dont  la  racine  efl  3  : 
mais  entre  ces  deux  quarrez  4  &  9,  il  ya  5,^,7,8, 
qui  font  quatre  quarrez  imparfaits  ,  dont  la  racine  efl: 
plus  grande  que  1  &  plus  petite  que  3. 

Cette  racine  eft  irrationelle ,  on  détermine  fa  valeur 
en 'général  par  le  fignc  radical ,  ainfi  V~^  V^Ti  y^Y, 

VT,  Sec. 

On  ne  peut   exprimer   cette   valeur    que  par    une 
divifîon  pouflee  à  l'infini ,  ce  qui  efl  impoflible  ;  mai<:  on 
y  fupplée  pat  une  férié  infinie  de  fraâibns ,  dont  l'infi- 
Analyje.  ddd 
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nitiéme  terme  eil  lui-même  la  racine  défîrée,  &  d'ailleurs 
chacun  des  termes  de  la  férié  approche  de  cette  va- 
leur alternativement  par  excès  6c  par  défaut.  ' 

Tout  ce  qu'une  intelligence  bornée ,  telle  qu'eft  Tef- 
prit  humain  peut  faire  de  mieux  pour  approcher  de  la 
valeur  exaûe  de  cette  racine  (  qui  ne  peut  être  expri- 
mée exaâement  que  par  l'infinitiéme  terme  de  cette  fé- 
rié infinie  )  confîfte  à  former  régulièrement ,  ou  une  feule 
férié  ^  ou  deux  (cries  de  fraûions  qui  expriment  cette  ra- 
cine alternativement  par  excès  ou  par  défaut  dans  les 
plus  petits  nombres^  &  le  plus  exaâement  qu'il  eftpof* 
fible  par  approximation  ;  fçavoir  ^  Tune  des  fériés  qui 
donne  la  racine  par  excès  y  &  Taurre  qui  donne  la  même 
racine  par  défaut ,  dont  la  différence  foit  toujours  moin- 
dre que  l'unité ,  Se  même  la  plus  petite  qui  foit  poflible 
avec  des  limites  précifes  &  (impies . 

Or  les  limites  d'approximation  les  plus  (impies  qu'on 
ptfiflfe  donner  ,  foit  pour  l'excès ,  foit  pour  le  défaut ,  eft 
lorfque  leur  diâFérence  dans  ces  deux  cas  eft  une  partie 
aliquote  de  l'unité  entre  les  deux  termes  de  la  férié  qui 
ne  difFérenc  entre  eux  que  de  l'unité  au  dénominateur , 
par  exemple,  lor(que  les  limites  d'approximation  font 
entre  fj  &  -L ,  ou  entre  -L^  &  ^i,  ,  &c. 

Ain(i  la  perfeâion  de  la  Méthode  d'approximation 
des  racines  irrationelles  demande  deux  conditions. 

i«>.  Qu'il  y  ait  deux  fériés  ,  Tune  qui  approche  par 
excès  )  l'autre  qui  approche  par  défaut  de  la  racine  dé- 
iiréeé 

Une  (crie  feule  &  unique  par  excès  ou  par  défaut  ne 
fuffit  pas ,  car  puifqu'on  ne  peut  trouver  exaâement  la 
facine  irrationelle ,  on  peut  également  défîrer  ou  avoir 
befoin  d'approcher  par  excès  ou  par  défaut;  on  ne  doit 
pas  fe  contenter  de  moins  ,  mais  auffi  on  ne  peut  rien 
demander  de  plus. 
z^.  Que  chacune  des  fôries  foit  forinée  régulièrement. 
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Vfage  de  cette  Méthode  d'approximatiort. 

Cette  Méthode  nouvelle  ferc  généralement, 

lo.  Pour  trouver  les  racines  irracionelles  de  toutes  les 
puiflançes  à  Tinfini ,  c'ed-à-dîre  les  racines  de  tous  les 
nombres  ircationaux  poffibles. 

x^.  Pour  trouver  les  racines  irrationelles  de  toute 
équacion  numérique  quelconque. 

La  préparation  conûfte  à  trouver  pour  chaque  racine 
deux  valeurs  approchées  en  nombres  entiers ,  l'une  pat 
excès ,  &  l'autre  par  défaut ,  qui  donnera  deux  formules 
exemplaires  tirées  de  lequation  propofée^  enfuite  fuhfti- 
tuant  daiis  chacune  de  ces  deux  foruiules  exemplaires  les 
deux  valeurs  approchées  en  entiers  de  la  racine  ,  aloxi^ 
on  aura  quatre  (eries  rationelles  dans  lefquelles  la  ra- 
cine fera  transformée  ^  &  au  moïen  de  cette  transfor- 
mation ,  la  différence  4e  la  racine  cherchée  deviendra 
moindre  qu'aucune  grandeur  finie  ,  &  cela  fan$  aucun 
tâtonnement  ce  qui  mérite  attention* 

Il  y  a  un  choix  à  faire  entre  ces  quatres  (eries  primi- 
tives y  ic  une  infinité  d'autres  fériés  qui  en  peuvent  être 
dérivées ,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite  •>  pour  pré- 
forer  la  plus  parfaite  de  toutes ,  qui  efl:  celle  qui  fc  trouve 
direâement  par  le  triangle  des  rapports ,  &  qui  concourt 
avec  celle  des  formules  dans  un  feul  cas ,  c'eft  lorfque 

-^  Reméréjue.  Dans  ce  Traité  je  ne  parle  que  des  nom- 
bres entiers  qui  font  irrationaux  ;  mais  la  Méthode  s'é- 
tend également  atout  autre  nombre  rompu  ou  mixte 
quelconque  ^  il  faut  feulement  le  préparer  en  le  réduis 
iant  en  une  fraâion  unique ,  &  tirant  féparément  la  ra« 
<in$f  approchée  du  numérateur  &  celle  du  dénomina<» 
tcur. 

Ou  bien^par  une  Méthode  plus  fimple  Se  plus  élégante, 
^ans  cette  fradion  je  multiplie  le  numérateur  par  le  dé- 
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nominateur  ;  enfuice  je  cire  la  racine  approchée  du  pro- 
duit ,  &  je  divife  cette  racine  par  le  dénominateur ,  & 
le  quotient  me  donne  la  racine  défirée  par  approxima^ 
tion. 

En  ^uûi  confijte  cette  Méthode. . 

Soit  un  nombre  irrationel  quelconque ,  dont  on  de- 
mande la  racine  quarrée  ,  par  exemple  ,  il  s'agit  de 
trouver  une  fcrie  infinie  de  nombres  quarrez  en  entiers 
pris  deux  à  deux  comme  une  fraÛion ,  tels  que  le  quarré 
du  plus  grand  qui  efl;  le  numérateur  de  la  fraûion^qui 
compofe  chaque  terme  delà  férié,  ait  au  quarré  du  dé- 
nominateur de  la  même  fra^ion  qui  eft  le  plus  petit, un 
rapport  continuellement  approchant  &  le  plus  appro- 
chant qu'il  foit  poffible. 

£n  général ,  je  fuppofe  tout  quarré  irrationel  expri- 
mé en  nombres  entiers  ==  àa^^y  ==  c. 

Je  fuppore  a  la  valieur  approchée  de  la  racine  en  en- 
tiers \  moins  d'une  unité  près  >  foit  par  excès ,  foit  par 
défaut ,  d'où  il  fuit  que  y  eft  toujours  entre  i  qui  eft  la 
plus  petite  valeur  poffible ,  &  1 4  qui  cil  ^^  plus  grande 
valeur,  car  Ç\y  ==  %  a  -+-  i ,  le  quarré  donné  a  a  ^  y 
4  4  HH  X  4  -f-  I ,  dont  la  racine  exaâe  en  entiers  cft 
I ,  &  par  conféquent  le  quarré  <lonné  ne  fcroit  pas 
irrationel,  mais  un  quarré  parfait^  ce  qui  eft  contre  Thy- 
pothéfe. 

La  formule  générale  exemplaire  qui  doit  fervir  de  Mo- 
dèle pour  trouver  la  racine  quarrée  de  tous  les  nombres 

irrationaux  eft  4-  i ".  terme.  Et  ^î^^î-=tii  pour  le  fécond 

terme,dans  lefquels  x  ==  a ,  racine  en  entiers  ou  par 
excès  ou  par  défaut,  h  =  i ,  &  r  ==  le  nombre  irra- 
tlonel  donné  ,  ces  deux  valeurs  donnent  la  férié  la  plus 
prompte ,  &  toute  autre  valeur  fubftituée  dans  la  formule 
ne  donne  point  la  férié  la  plus  prompte, 
Exemfle.  Soit  4â  :+/  c=  41, 


I 


Livre    sec  ond,  ^yj 

i^  Si  je  prends  le  quatre  moindre  3^ ,  j'ai  41  =3^ 
-  y  ,  qui  donne  a  ==  6  ,  mais  ii  je  prends  le  quarré 
plus  grand  49 ,  j*ai  41  ==  49 8  ,  ou  4  =7 ,  la  pre- 
mière formule  exemplaire  tirée  de  la  racine  6  du  quarré 

16  moindre  que  41.  eft  j&llT*'^^ 


i^.  Suppofant  4  s=  €iiCb  z==i  i ,  fubftituant  ces  va- 
leurs dans  la  formule,  j'ai  par  fubftitution  j-==  t  & 


is^eh 1X6^6X1 6^6  -=fr>c^<^ft  la  pre- 
mière férié  f  >  fï* 

2".  Suppofant  a  ==7  &  h  ==  i ,  la  fubftitution  donne 

h  ^  i^-^é^  iX7-h^^ï    '"""~      7-4-<         ^1T> 

c'eftla  féconde  férié  t  j  77 

La  féconde  formule  exemplaire  tirée  de  la  racine  7 

.du  quarré  49  qui  furpaflc  41 ,  eft  -^  &  W'X^^l  ^^^^  ^^" 

Suclle  je  fubftitue  les  deux  valeurs  de  a  qui  donneront 
eux  autres  fériés  primitives. 
3^  Suppofant  a  ==  6  6c  k  £=  i  ,  &  fubftituant  ces 

valeurs  dans  la  féconde  formule  ,  j'ai  -j-  =  7  ,  ic 

7if-f-4i^  7x^-4-41x1^ 4i*+4i  .,  .j         . 

^      .     ^  =  ,    ,_. =   ,    ,.    ==  ^xc  qui  donne 

I4«|.7^  ixé-4-7Xi  ^-+7  '^*       ^ 

la  troifiéme  ferie  7 ,  77. 

40.  Suppofant  a  ==  7 ,  &  ^=  1 ,  fubftituant  ces  va- 
leurs dans  la  formule  exemplaire  — .fe*^^"^^'^  >  j'ai?* 

^  •  *  H"7  ^  ^ 

7x7-+ 41  XI ^  49-4-41 ,0        >    n.  1  .   •'  r'    • 

i — -^ =  -— r —  =  72  >  c  eft  la  quatrième  ferie. 

i3<7-t-7Xi  7-+7  **  ^ 

Taradoxe.  Quelques  nombres  qu'on  prenne  pouc  x 
&^,  pourvu  que  le  premier  furpafle  le  fécond ,  la  for- 
mule donnera  toujours  néceffairemcnt  la  racine  dc- 
firée  y  mais  ce  n  eft  pas  le  plus  court  chemin  ,  &:  c'eft  uo 
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4.5'4  Analyse    gekerale, 

vrai  Paradoxe;  c'eft-à-dirc  qu'en  coticinuant  la  formule 
fur  des  nombres  pris  arbicrakemenc  ,  on  aura  toujours 
iinc  férié  approchée  de  ia  racine  défirée ,  8c  rinfinitiéme 
terme  fera  égal  à  cette  racine  défîr^e. 

Il  y  a  une  parfaite  analogie  <ians  la  férié  des  formules 
rationclles  des  nombres  îrtationaux,  comme  on  le  verra 
dans  la  table  qui  fuit,  que  Ton  peut  continuer  à  l'infini; 
cette  tabJc  <x>mprend  également  les  nombres  rationaux 
&  les  nombres  irrationaux ,  ce  qui  démontre  Tunivcrfa- 
lité ,  Texccllence  &  k  jufteffe  de  la  M^hode.  \ 

îf.z  conftrudion  des  formules  eft  facile  pour  tous  les 
irrationaux. 

Le  premier  terme  eft  toujours  -y-,  le  fecond  ter  me  con- 
tient au  numérateur  &:  au  dénominateur  a  -H  ^  ,  avec 
^es  cœf&ciens  qu'on  détermine  comme  il  fuit  3  dans  le 
numérateur  le  cœfficient  de  a  efl:  la  racine  approchée 
par  défaut  dans  la  première  formule  ,  c'eft  la  racine  du 
quarré  parfait  moindre  que  Tirracionel  donné  ;  le  cœffi- 
cient  de  ^  eft  le  nombre  irrationel  donné  ;  dans  le  déno- 
minateur ,  le  coefficient  dp  a  eft  toujours  l'unité  conftante, 
&  le  coefficient  de  If  eft  le  même  que  le  coefficient  de  d 
dans  le  numérateur ,  qui  eft  la  racine  approchée  par  dé- 
faut dans  la  première  formule. 

Dans  la  féconde  formule  le  coefficient  de  a  dans  le 
liumérateur ,  &  de  ^  dans  le  dénominateur  font  la  racine 
a^pprochée  par  excès  ,  c*eft-à  dire ,  la  racine  en  entier 
du  quarré  parfait  plus  grand  que  le  nombre  irrationel 
donné  ,  le  refte  efl  de  même  comme  dans  la  première 
formule,  d'où  il  fuit  que  les  quarrez  parfaits  n'ont  qu'une 
feule  formule  qui  fert  à  former  celles  des  irrationaux 
plus  grands  ou  plus  petits. 
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•  ♦  • 

■  «  *  • 

Table  ghéraîc  de  la  fermatlon  des  formules  rationelles 
four  trouver  la  racine  quarrée  des  nombres  rationaux 
(jrirrationaux. 

.     -/  ^  '    -^  ^" 

Quarrcz,  >     •        •      - 

Sa  fornmic  cft  -j-8f  T^^^.  ^^  ^1  ^  qu'une  formule  uni- 
que ^  ce  qui  efl:  général  pour  tous  les  quarrez  parfaits  , 
Se  pour  toutes  les  puifTances  parfaites  fupérieures.  \ 

xo.  y^  irraçionel  S3=»^^2t  ^  ===  i  "^  i,ou==4  — »  2, 
il  y  a  par  conféquent  deux  formules ,  la  (econde  s'éloigne 

trop ,  la  i'*^,  &  la  meilleure  eft-y  Se  ^^^j  q^i  donne  la 
icnc  :—  ,  r-"        ^  — 


»  iti    i-«». 


&c,  Texcès  Se  le  défaut  dans  les  quarrez  des  termes  font 
alternativement—  i  &  Hh-  i. 

Ses  formules  font.;     -      . 

La  première-^  &-7;^;:p7^qiAd£>imej;?^.,.—  ,,   :  . 


r— ,  - —  ,  j7—  ,  jj— '  ,  dont  Pexccs  &  le-  <iéfauc  dansp 
les  quarrez  font  afternati^remenf— 1 ,  Hh  i. 

La  féconde  &  k  nvcUleuTc'  cft  t^  &  ^^"T ^ ,   -  qui 


dtfnne --,  —,  ^T^'VJT-  ri^r^>  îi^.dont  TîX^ 
CCS  Se  lc|défaut  dans  les  quarrez  font  alternativement  &<:. 


4°'^lC^J?tionel.  f-fc-f^^    qui  donne  1 4,  ii, 

i| ,  &  le  quotient  de  chaquç  terrtjç  eft:iôujout&  x  5==;a 
la  racine  de  -„ 


^j(Ç  Anal  Y  se    gbmbuale, 

yo.  j/'y  irrationcl 6=4  4*+ ^==4-4-  i,ou 5=59—4. 

La  prenucrc  formule  -f  &  ^^^^.^  qui  donne  7- , 

4       »   17        '     7* 

La  féconde  formule  -f  &  17^7?  q^^  ^^^^^^  '^^' 
^o,  V^X  irrationel  ==  a  a  ^  ^i=5>f-H  ^ ,  ou  6=9—  3. 

La premi/re formule  -J-  & "^^-^1^  ^^ donne  7-  , 

im   îilî"   iHH  ^  î^~^  akcrnativemcnt  —  a  &  -f- 1. 

La  féconde  formule  -j-  &  TT^nTî  q^^  donne  &c. 


70.  v^y  irrationel  =  4  4^2^=*4'**3  , ou  =39—1, 
La  première  formule  7-  &  ,^,^,'y't  qui  donne  7—  , 

,  "m~"  y  alternativement  —  5 ,  -+-  9%^^1\ 

-{•Si. 
La  féconde  formule  -J-  & —^^j-j  c'cft  la  ^meilleure, 

qui  doiiftie  7^,  7^.  •^,  ^^  »  alternativement 

8^.  V^T.  irrationel  =5  4 4^:1^  =  4'+'4>  00=19  — i» 
•La  prenncre  forniulc^  ^TT^^y  ^^  donne  7- , 

&    -4-   I.  - 

.  La  féconde  formule  ki[incUleare-j-&  x»^^i  <1"^ 
donne  ■— ,  Y^-* ,  •;; —  excèî'  i. 

^''.  VJ",  rationcl  «=»  44i:^Ba4-(^y,OUas:^e=:3X}. 

La 


Ltvxe    second.  4J7 

4  % «■+•  9  ^ 


La  formule  cft  ^  &:  77^:77  ^i^^^  ^^^^^^  ^  >  t"'  >  "IT^  ril, 
&c. 


La  première  formule  eft  —  &   ^^   ,    ^  ,  c'cfl:  la  meil- 


leure qui  donne  ^ —  ,  -^ ,  — —  akcrnativement 

&  -+-  I. 


La  féconde  formule  —  &  — ZiTl  ^"^  donne  ,  &c. 


^  I  il -+-4  b 

11°.  V^î7  irrationelt=5ii4-+-  /^  =  9-4-.i, ou=  i6 


La  première  formule  eft -^  &  ^^   .     > ,  c*cft  la mcil- 

leutc  qui  donne  7 ,  "t  >  ri>  iv  >  117  alcernacivement  —  i, 
&  -+-  z  comme  dans  ï^yT 

La  féconde  formule  cft  —  &  ^^  .  .  qui  donne,  &c. 
ix^.VTz*  irrationel  =  /ïj^è  =  9-4-3, ou=  16  —  4. 
La  première  formule  eft  -  &  ^"'iT'^  4"^  donne,  &c. 
La  féconde  formule  cft  1  &  ^^-^^'^         •  donne,  &c. 

13°.  V^Tj"  irrationel  s=  aa  ^^=; 9-4-4, out=  16 — 3. 
Ce  nombre  irrationel  1 3 ,  eft  le  premier  &  le  plus  pecic 
nombre  où  Ton  peut  appliquer  la  Méthode  dans  toute  (on 
étendue  &:  former  les  quatre  fèries  primitives  &  fonda- 
mentales ,  parce  que  c'eft  le  premier  &  le  plus  petit  des 
nombres  premiers  qui  furpaflc  &  qui  eft  furpaffé  de  même 
par  les  deux  quarrcz  parfaits  immédiates  9  &  i^  entre 
îefquels  il  fe  trouve  compris  ;  car  13  furpaffé  9  de  4,  & 
cft  furpafte  de  3.  par  1^. 

Donc  VTÎ  =  4 ,  ou  3  •+:,&  fubftituant  ces  deux 

valeurs  à  la  place  de  4  &  i  à  la  place  de  l?  dans  les  deux 
formules  primitives ,  on  formera  les  quatre  fèries  pri- 
mitives fuivantes. 

Andyfc.  cec 


45S  Analyse    gbkekale. 


La  prcmicrc  formule  pour  v^";^  cft  f  &  i^-4-i}t  q^J 
donne  la  première  féric  i^ .  iin: ,         .  ,  "^      , 
f^,&c.  fuppofancf  =  i- 

£c  la  même  i'.  formule  fuppofanc  f  =  î  donne  la 

b  I 


*y-r     8j-f      1J7-W     905 


»fi 


féconde  férié  ,t:r^UJ=    fLIïl ,  iiZ 

La  féconde  formule eft  f  &  ***    .  ^^.  qui  donne 

(  fuppoÊmc  J  ==  J  )  la  troifiéme  férié  toute  par  excès 
3  H-    *J  ■4'    ipi-f-    i4yî 


,      »T~»7î~*"iSr~' ^^* 


Et  fuppoiânt  *  ==  1 ,  on  aura  la  quatrième  férié  tonte 

par  défaut  l=r    »p=.    îî^jt ,  ifZirr      &:c 

14°'  »^i4  irrationcl=5  ^^Hh  ^s=:p-j-y,  oussj  i^— i. 
La  première  formule  eft  -  Se  ^*"^'^* 

La  fecomde  formule  cft  *  &  ^'""^'f^ 

i»  I  «-).4^ 

X  y*,  v^  irrationel  6=!  44  -4-  ^  =s=i  9  -+-  g ,  ou  ==  x^ — i. 
La  première  formule  cft  f  &  J^-^^S^ 

b.         ia~i-ib 

La  féconde  formule  eft  -  &  lUtili 

i^^  VTZ  rationel  î=3  44 1=5  4  i<  4  r=3  i  tf . 

*7^*  v^îj  irrariond  «  ^^H^  i  s»  16  •*- 1  ^  ou  j=>  2. 5  -— ^r 

La  première  formule  -  &  iSJî+JZi 


-V. 


IVRE     SECOND.  a^^ 


La  féconde  formule cft  -  &  ^^"*"'7^    * 

^  I4  +  jf6 

&c.  &c. 

ï7®-  ^s'  rationel  t=sa4^^xf  ^  xj. 
i8o>xp  irracionel «44H;^^,s-2,jH.^,oua»jtf— .7, 

LapreiniéreformulccftJ&Li±i?|  différence— 4 

6  I  a^  fb  T* 


I  ^  -  <Î4.  qui  donne  f^ ,  {i=: ,  î^±- ,    &c. 


105 


La  féconde  formule cfl -  &         ^  ,, 

l9*'.v'j7ij'rationelss3  44H;^^s=iy-+.^,ou=3  5tf — y 
La  première  formule  efl  7  &  '*~^^^i 
qui  donne  |,if,  i|f. 
La  féconde  formule \  &    ""^^ji  c*cfl  la  meilleure 


qui  donne  4 ,  TT- 
x°.  V'itf  rationel  =  44  ^;;^  ^ssfuppofanc  hss  za^t-*  i 

sa  y -4-  y-Hi,  ce  qui  donne  aa  ly  ■+•  I^  -4-  i  csj  3^, 

ou  **4  —  ^  =  49  —  axtf-f-i!=i49  — 13  s=)5^, 

io".  »^4i.  irracionel  =3  44  ^^  ^  «  3  tf  -f-  y ,  ou  49  —  8. 

La  première  formule  efl ?  &  ^*"*;t',- 
La  cinquième  formule cft  J  &  ^i^^j  ruppofant 
j  «  -  ,  la  première  formule  donne  la  première  fcric 


7-  >  rî — y  I^r^  »  Tm"^  y  n^ïi: —  fuppofane 


^  la  première  formule  donne  la  féconde  férié  ^  , 


h 

8}    lojt   I17S7   ISI599 


I J  >  Itfl  >  1997  >  X4769  • 

En  fuppofane  J  =:  |,  la  %K  formule  donne  la 

troifiéme  férié  ^    IL    iii^     '49?i 

^^^  ij 


4^0  Analyse    gskeràle^ 

Enfuppofarît  |  =  ^,  la  féconde  formule  donncla 

quatrième  férié  z ,  ?^ /iifî  ,  ijiii  ,^8^^^^ 

On  peut  continuer  cette  Table  générale  à  Tinfini  ;  car 
tous  les  nombres  pris  dans  la  fuite  naturelle  ,  font ,  ou 
des  fécondes  puiflances  parfaites  comme  1.4.9. 16.  ij.  3^. 
&c,  ou  des  fécondes  puiffances  imparfaites. 

Dans  toutes  les  fécondes  puiffances  parfaites ,  il  n'y  a 
qu'une  feule  formule  laquelle  donne  une  racine  exaâc  à 
chaque  terme  de  la  férié ,  parce  que  tout^  puiflance  par- 
faite a  fa  racine  exaâc.  Cette  formule  n'eft  pas  néccflai- 
re ,  pour  avoir  la  racine  exafte  de  la  puifTance  parfaite 
puifquelle  fe  trouve  plus  facilement  parl'exttaûion  or^ 
dinaire  ;  mais  elle  fert  à  conferver  Tanalogie  &  à  former 
les  cœfficiens  dans  les  formules  des  nombres  irrationaux. 

Par  exemple  ,  dans  ^Je^  puifque  3  6  eft  un  quarré  par- 
fait dont  la  racine  eft  ^ ,  la  formule  eft  -  &    ^    r^,  ' 

Or  la  racine  de  3^  eft  6  qui  eft  une  racine  cxjaûc  & 
non  pas  approchée  ,   d'où  il  fuit  nécçflairemeni  qu'en 

fubftituant  cette  valeur  dans  la  formule ,  on  aura  t 

c==:  f.  premier  terme  qui  donne  la  racine  exaûe.    De 

même  la  fubftitution  donne  dans  le  z^.  terme  ^^*^i^^ 


;=5  ,}^^l^  Or  chaque  partie  de  ce  fécond  terme  donne 

encore  la  même  racine  exade  &:  en  continuant  la /crie  à 
l'infini ,  on  trouvera  toujours  le  même  rapport  :  mais  ce 
rapport  ne  feconferve  pas  de  même  dans  les  nombres  ir- 
rationaux ,  parce  qu'il  eft  impofïîble  de  trouver  cxaûc- 
ment  leur  racine. 

Fârmatian  des  Formules. 
Les  irrationaux  ont  toujours  deux  formules ,  Tune  par 
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excès ,  formée  fur  le  modèle  de  celle  du  nombre  rationel 
plus  grand ,  &c  l'autre  formule  par  défaut  formée  fur  celle 
du  quarté  rationel  plus  petit  ;  par  exemple  41  eft  un  irra- 
tionel  compris  entre  deux  quarrez  parfaits ,  fçavoir  en- 
tre 36  dont  la  racine  eft  6  =  a, Se  entre  49  dont  la  racine 
eft  7  =  a. 

La  formule  univerfelle  eft  i^  pour  lepremier  termc^ 
&  pour  le  fécond  terme  ^^"^i"  ,  je  fubftituë  la  première 

*  I  x-^  ab 


valeur  a  =  6,&  ^  =  i ,  &  ^  =  4 1 ,  quarrc  propofé  im- 


parfait ,  j'ai  ^^"^4.12  ^  enfin  fubftituant  a  en  la  place  de 

*   ,  IX  «4^  6  y 


X ,  &  ^  au  lieu  de  r ,  j'ai  i  &c  lllhlLi ,  qui  donne  -  =  ? 

Premier  terme. 

^^62^6^4^h^^6M^4ih  :,=^3^-*-4i^   Second  terme. 

Aînfi  les  deux  premiers  termes  de  la  férié  font  f  j  fr  > 
fi  je  fuppofe  le  fécond  terme  77-  égal  à  la  première  for* 

mule  du  premier  terme  |  &  fubftituant  fa  valeur  dans  la 


formule  du  fécond  terme     "*    ,^\  ,  j'ai  pour  le  troifîémc 


terme  de  la  ferie  6>c77 -^^^>^^^  _  4£i^  ^  m 


Suppofant  enfuite  ce  troifième  terme  ^  =  f  pour 
avoir  le  quatrième  terme  en  fubftituant  toujours  fa  va- 
leur ==i  t  dans  la  formule  du  fécond  terme  llltiii  , 
h  1  *  — r  6^ 


j'aurai  le  quatrième  terme  IL^ll. 

1840 

Et  continuant  toujours  de  même  ,  on  trouvera  autant 
de  termes  de  la  première  ièrie  qu'on  voudra. 

Exemple.  Pour  trouver  la  racine  de  41 ,  qui  eft  un  quar- 
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ré  impâtfâlc  compris  entre  le  quarré  parfait  3^  dont  la 
racine  eft  ^  ^  &  le  quatre  patfait  49  dont  la  t acine  eft  7. 
Donc  la  racine  quarrêe  de  4I  eft  plus  grande  que  6  & 
plus  petite  que  7.    ' 

Ce  qui  s'exprime  ainfi  41  t=!  4^  •+  ^  :  ==  3  ^  -+-  5  > 

ou  ==  49 8. 

Donc  V  sm  ^y  ==^  -4-  1/7"==  tf  -+-  v^T".  l^  valeur 
de  a  =  tf. 

Donc  VTrU^  =  4  —  ^7"  ==^  7  — ^  ^^  *^^*  valeur 
de  4  =i  7. 

La  première  valeur  de  4  =  tf ,  donne  la  première  for- 
mule î  &  lirtii^, 

La  féconde  valeur  de  a  =£==  7  ^  donne  la  féconde  for- 
mule f  &  ^  "*  T-L^TT' 

■^  efl:  la  formule  univerfellc  du  premier  terme  ,  conf- 
iante &  invariable  dans  fon  expreffion  ,  parce  qu'elle 
n'a  point  de  coefficient  fi  ce  n'eft  Tunitc  qui  eft  toujours 
fous-entenduë. 

La  formule  du  fécond  terme  a  toujours  f^  *  tant  au 
numérateisr  qu'au  dénominateur  avec  des  coemciens  par- 
ticuliers  dans  chaque  irrationeh 

Le  coefficient  de  a  au  numérateur  S2  de  ^  au  dénomi- 
nateur ,  eft  toujours  le  même }  c'eft  dans  la  première  for* 
mule  la  racine  approchée  par  défaut,  c'eft-à-dire ,  la  ra- 
cine exaâe  du  quarré  moindre  que  le  nombre  irrationcl 
donné  y  c'eft  6  racine  de  3  6. 

Dans  la  féconde  formule  c'eft  la  racine  approchée  par 
excès,  c'eft-à-dire^  la  racine  exade  du  quarré  immédia- 
tement plus  grand  49 ,  que  le  nombre  irrationel  dotmé, 
ici  cette  racine  eft  7  racine  de  49* 

Le  cœfficient  de  è  au  numérateur ,  eft  le  nombre  irra« 
tionel  donné. 

Le  coefficient  de  a  au  dénominateur  eft  toujours  Tunité. 
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Dans  chacune  de  ces  deux  formules  je  fubftituë  les  deux 

valeurs  de  4=  ^^=7,  ce  qui  me  donne  quatre  fériés. 

Subftituanc  a  ==  6  dans  la  première  formule ,  j*ai  la 

première  icrie  T ,  tt^i^>  "^îTî  "Tirn»  «^c- 

.  Subfticuanc 4  ==7  dans  la  première  formule,  j'ai  la 
féconde  feriez,  if ,  i^',  i^,  iil-|  ,  &c. 

Pareillement  fubilituant  a  ==7  dans  la  i*^ .  formule, 
j'ai  la  troifiéme  férié  | ,  |î  ,  iiij* .  .LLLif ,  ii±^i. ,  &c. 

Enfin  fubftituant  4  =  6  dans  la  féconde  formule,  j'ai 
ja  quatrième  icrie  , ,  77-,  -pr^  ,  tïtt  >  irrrr»  ^^* 

Remarque  première  &  Paradoxe.  Sur  la  propriété  des 
formules ,  on  peut  former  fur  .chacune  de  ces  deux  for» 

mules  '  ^   .  ^ \  &  ^"^  ,  ^\  ,  une  infinité  de  fériés  pri- 

mitives  qui  approcheront  toutes  &  chacune  en  particu- 
lier de  la  valeur  de  la  racine  de  41 ,  en  fuppofant  a&c  b 
égaux  à  tel  nombre  qu'on  voudra  avec  cette  feule  con- 
dition ou  reftridion  que  a  foit  plus  grand  que  b  ,  par 
exemple  ,  on  peut  fuppofer  a  t=  100  ,  &  fuppofer  b 
==  7 ,  ou  1 3 ,  ou  91 ,  &c.  ou  99.  L'excellence  de  la  for- 
mule cft  telle  qu'on  approchera  toujours  indéfiniment 
de  la  valeur  cherchée  foit  par  excès  ,  comme  de  —' 
s=?:  V^JT,  foit  par  défaut  comme  de  ^°  ==  V^^  quel- 
qu^extravagante  que  paroifTe  d'abord  la  fuppofition. 

Remarque  fci^ênde.  Il  y  a  évidemment  un  choix  à  faire 
de  la  meilleure  des  fériés  poffibles  à  l'infini  \  la  plus  fimple 
&  lia  meilleure  de  toutes  efl  la  férié  formée  par  le  triangle 
des  rapports ,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fuite  ;  mais 
auparavant  il  faut  expliquer  tout  ce  qui  concerne  ces  fé- 
riés ^  leur  formation  &  leurs  genres  ou  efpéces  diffé- 
rences. 1^ 

i®.  Dans  chaque  nombre  irrationel  donné,  il  y  a  deux 
formules  générales  >  fur  chaque  formule  on  trouve  deux 
ftrîes  primitives  ou  fondamentales ,  &  fur  chaque  féric 
primitive  ou  fondamentale  on  peut  former  pluficurs  féric» 
à  l'infini* 


^ 
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La  fcrie  primicivc  &  fondamentale  cft  celle  qui  con- 
tient de  fuite  tous  les  termes  qu'on  a  trouvé  par  la  for- 
mule propre;. 

Les  feries  dérivées  font  celles  qui  font  tirées  d'une 
férié  fondamentale ,  &  dans  lefquelles  les  termes  ne  fui- 
vent  pas  Tordre  naturel  comme  dans  la  férié  primitive , 
mais  ils  fuivent  un  nouvel  ordre  d'expofans ,  ou  en  prô- 
greflîon  arithmétique  ,ou  en  progreffion  géométrique, 
ou  en  progreffion  quelconque  compoféc  de  ces  deux 
progreflions. 

Ainfî  il  y  a  des  fériés  dérivées  de  deux  genres  diffc- 
rens,  le  premier  genre  contient  les  termes  de  la  férié  pri- 
mitive &  fondamentale ,  félon  une  progreffion  arithmé- 
tique quelconque;  c'eft  à-dire,dont  les  expofans  font  pris 
non  pas  de  fuite ,  mais  en  fautant  ou  un ,  ou  deux  termes, 
ou  trois  ou  quatre  ,  &c.  félon  une  progreffion  arithmé- 
tique quelconque ,  I.  3.  y.  &c.  ou  i.*j.5).  &c;  &  comme 
on  peut  prendre  les  termes  de  la  férié  primitive  fuivaoc 
toutes  les  progreffions  arithmétiques  poffibles  qui  font 
infinies  ,  &  d'une  infinité  d'efpéces  ;  cela  donne  autant 
d'efpéces  différentes  de  fériés  dérivées  félon  la  progref- 
fion arithmétique. 

Le  fécond  genre  contient  la  progreffion  géomécriquc 
des  expofans  des  termes  de  la  férié  fondamentale ,  & 
comme  il  y  a  une  infinité  de  progreffions  géométriques 
àrinfini ,  cela  donne  une  infinité  d*efpéces  de  fériés  dé- 
rivées en  progreffion  géométrique. 

L'ufàge  de  tous  ces  genres  de  fériés  en  progreffion  arith- 
métique &  géométrique,confifte  à  abréger&  donner  prom- 
cement  la  perfedion  à  la  férié  la  plus  parfaite  lorsqu'on  Ta 
trouvée ,  par  exemple,  s'il  faut  trouver  le  centième  terme 
delà  férié  primitive,  comme  il  icroit  trop  long  de  rcï* 
tcrer  cent  fois  la  fubftitution  &  les  opérations  fur  la  for- 
mule ,  j'ai  recours  aux  formules  des  fériés  dérivées  en 
progreffion  géométrique  qui  donnent  facilement  &  prom- 

cement 
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Xttaent  le  nonante-fixiémc  terme,  car  fi  l'on  prend  le 
troifiéme  terme  de  la  férié  primitive  pour  le  premier  de 
la-féûe  dérivée  ,  &:  que  Ton  employé  la  formule  de  la 
progrefGon  géométrique  double ,  on  aura  le  3^.  le  6^.  le 
.1*^.  le  24*^.  le  48^.  le  96^  terme. 
•  ifnfuite  ajoutant  à  la  formule  de  96  la  formule  de  la 
j^rogreflîon  arithmétique  pour  fauter  trois  termes  ,  j'ai 
f  <  *+-  4==  loo^  terme  cherché. 
r  :Ainfi  toutes  les  fériés  dérivées  fervent  pour  abréger 
^opération  de  la  férié  primitive  &c  fondamentale,  &  pour 
ftioir  une  approximation  plus  promte ,  de  telle  forte  qu'on 
trouve  en  peu  de  tems  par  leur  moïen  une  ferie  dérivée 
éÊ  crois  ou  quatre  termes  extrêmement  convergente ,  Se 
teduifant  ces  termes  à  la  plus  fîmple  expreflion  ^  lorfque 
Ifr  numérateur  6c  le  dénominateur  d'un  même  terme  ont 
iplî  divifeur  commun ,  on  trouve  par  ce  moïen  la  féric 
f»  plus  fimple,  &  en  même  tems  la  plus  convergente  ^ 
et  c*efl:  par  la  Méthode  du  triangle  des  rapports  que 
CjKCe  férié  fe  trouve  infailliblement ,  de  forte  que  tout 
éà  que  nous  dirons  ici  fur  les  fosmules  rationelles ,  n'eft 
^*iine  préparation  qui  fert  à  trouver  les  matériaux  né* 
«flaires  pour  former  le  triangle  des  rapports  qui  donne 
là;plus  fîmple ,  la  plus  convergente  &  la  plus  parfaite  de 
feputes  les  fériés, 
i  Mais  les  fériés  dérivées  foit  en  progreflion  arithmé* 
tique  continue  y  foit  en  progreflion  géométrique  con- 
W^ùë  ,  ou  dans  une  progreffion  quelconque  compofée 
de  Coûtes  les  deux^foumifient  un  moïen  court  &  facile  de 
Continuer  à  pas  de  géans  cette  férié  qui  eft  la  plus  par- 
fkltc  de  toutes ,  &  qui  exprime  le  plus  exaâement  Se  le 
plus  promtement  qu'il  e(l  poffible  en  nombres  entiers 
fa  racine  quarrée  défîrée  :  les  mêmes  termes  de  fériés 
ï^ccendent  également  pour  trouver  les  racines  des  équa<- 

S^OQS  6c  des  puifTances  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  en 
Ëiitervant  ce  qui  leur  eft  propre  comme  nous  le  verrons^ 
J^afyfe.  fff 
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Un  point  eflfendel  qu'il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  j 
font  les  limites  d'erreur  dans  chaque  terme  des  fériés  i 
]c  les  donne  dans  le  quarré  &c  dans  la  racine ,  foitdans 
les  fêries  qui  donnent  l'approximation  par  excès  ,  foit 
dans  les  fériés  qui  donnent  Tapproximation  par  défaut, 
de  forte  qu'on  trouve  à  chaque  terme  l'excès  ou  le  dé- 
faut qui  manque  à  l'exaâitude  géométrique  qu'il  cft 
impoflible  de  trouver  par  la  nature  des  irracionaox. 

Enfin  je  compare  toutes  les  (eries  pour  choifir  la  plus 
parfaite ,  qui  eft  toujours  celle  que  le  triangle  des  rap* 
ports  donne  dire^flement  ;  mais  pour  former  cette  férié, 
il  faut  pouffer  les  autres  fériés  affez  loin  pour  avoir  au 
moins  quatre  ou  cinq  quotients  générateurs  ,  comme 
nous  le  verrons,  qui  ferviront  de  matériaux  pour  former 
le  triangle  des  rapports. 

Pour  expliquer  cette  Méthode  ,  on  pourra  en  faire 
l'application  à  la  racine  quarrée  de  trois  irrationaux  qui 
font  importans  dans  la  géométrie. 

Le  premier  exemple  cH  VT ,  qui  exprime  le  rapport 
de  la  diagonale  du  quarré  à  fon  côté  s=  i. 

Le  fécond  exemple  efl  |/~ ,  qui  exprime  le  rapport 
du  c6te  du  triangle  équilatéral  infcrit  dans  le  cercle  au 
raïon  du  même  ccrtle,  &  c'cfl  de  ce  rapport  de  v/J",  à 
2  j  que  dépend  la  quadrature  du  cercle. 

Le  troifiéme  exemple  efl  v^,  qui  efl  un  exemple  choi- 
û  à  deffein  d'expliquer  cette  nouvelle  Méthode  dans  toute 
ion  étendue  dans  les  fériés  primitives  ,  car  c'efl  le  plus 
petit  Se  le  plus  fimple  des  nombres  premiers  ou  les  va- 
leurs foient  différentes. 

Car  41  ==s  aa  Hh  jr ,  ou  pour  mieux  diflinguer  les  va- 
leurs des  lettres  s=s=  ad  -f- J'  «=  56  -4-  y  s=  41 , 

êC=ii  ce Js=^  49 8==  41. 

OÙ  l'on  peut  remarquer  que  les  quatre  valeurs  éf,j ,  c,  dj 
font  toutes  quatre  différentes ,  puifque  4  c=:  6  ,  jf  =  j, 
^=7,^  =  8. 
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<5?oiquc  v^TJ"  foit  lui-mcmc  le  plus  petit  6c  le  plus  fim- 
pie  des  nombres  premiers  ,  fur  lequel  on  puilTe  former 
quatre  fériés  primitives  fur  deux  formules  »  les  quatre  va- 
leurs ne  font  pas  différentes ,  mais  il  n'y  en  a  que  deux 
qui  font  répétées  ;  car  15  ==  dd  --^^  y  =553  9  H-  4>  qui 
donne  d  ==  5  ,  &  jf  z=^=.  4 ,  &  le  même  1 3  =«  dd  -^ — y 

==  ï6 5  ,  qui  donne  4  ==  4  ,  &  j'  =8=  3  ,  danslet 

quels  les  nombres  5  &  4  fon  répétez ,  car  d  ==  3  dans 
Tun  &  ==  4  dans  l'autie ,  de  même  que  y ,  ce  qui  em- 
pêche d'appercevoir  Tanalogie  des  quatre  £éries  des  quar- 
rez« 

Premier  Exemple.  V^T".  Le  rapport  de  la  diagonale  du 
quatre  à  fon  côté  i  ,  s'exprime  par  le  rapport  de  K^TT 
à  I ,  c'cft  un  rapport  important  chez  les  anciens  ,  il  ne 
peut  s'exprimer  cxaâtement  par  aucun  nombrc,parce  que 

I^TT  cft  une  fraftion  compofée  de  deux  ncypbres  pre- 
miers entre  eux ,  par  confèquent  il  n'ont  aucune  mefure 
commune  ,  donc  la  racine  de  i  eft  un  nombre  irratio- 
nel  qui  eft  réellement  dans  la  fuite  naturelle  des  nombres, 
Il  qu'on  ne  peut  connoître  cependant  que  par  la  divi- 
iîon  de  1  poufféc  \  l'infini,  ce  qui  eft  impoffiWe  par  fa 
nature  ,-  ainfi  ce  qu'une  intelligence  bornée  telle  qu'eft 
Tefprit  humain  peut  faire  de  mieux ,  c'eft  d'en  approcher 
le  plus  près  &  le  plus  promtemcnt  qu'il  eft  poffible  par 
deux  fériés  réglées ,  dont  l'une  exprime  ce  rapport  par 
excès  &  l'autre  par  défaut ,  de  forte  que  cet  excès  &  ce 
défaut  foient  les  plus  petits  qu'il  foit  poffible  ,  comme 
ces  deux  feries  font  là  même  dans  tous  leurs  termes  , 
excepté  dans  le  dernier  qui  diffère  dans  le  dernier  chifre, 
tout  fe  réduit  à  former  une  fcrie  qui  foit  la  plus  appro- 
chce. 

Or  on  peut  former  une  infinité  de  férics  pour  expri- 
mer ce  rapport  ,  dont  les  unes  font  primitives  &:  les 
autres  en  font  dérivées ,  ce  qui  engage ,  i^.  à  donner  le 
détail  de  leur  formation  ;  2<^.  à  trouver  leurs  limites  ; 
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}^.  à  les  comparer  pour  faire  choix  de  la  meilleure  ;40« 
à  porter  la  meilleure  au  degré  de  perfeâion  néceflaire  ^ 
pour  exprimer  le  plus  promtemenc  qu'il  eft  poffible  le 
rapport  cherché,  &c  de  la  manière  la  plus  approchée. 
L'unique  formule  exemplaire  pour  \/'^ 

eft  -T-  &  '^  ,  fur  laquelle  on  peut  former  une (c- 

rie  infinie  incomplexe  ^  fuppofant  a  s=s  i  6ct  ==;  i  > 
comme  il  fuit.  ^ 

-^  ==  L.  premier  terme. 

,    ,,   ,  >  s=  T-TT  ==  »•  fécond  terme. 

Je  fuppofe  1  ===  ~,donc7jq^=;  jq::7«f  5^.  terœ. 


Je  fuppofe  I  =  T-  ^^'^^  7:^+71  =  T=r5  =  ^-  +'•  ^^^ *»• 

&  continuant  de  la  force  je  formerai  la  férié  infinie.. 
i*-l-    î —     7-H    17-+     41 4-       99 —     M9-H     ^ 

I        >  X        >  5        >  Il        >    15         >    70         ^16^        >  *^^* 

Dont  tous  les  termes  ont  alternativement  les  fîgnes 

'•+-  & au  numérateur  ;  pour  trouver  ces  fignes  ,  il 

fuffit  de  confîdérer  que  le  premier  terme  formé  fur  la 

première  partie  de  la  formule -7-  eft  trop  petit,  il  faut 

donc  lui  ajouter  par  le  figne  -+-  le  fécond  terme  formé 
fur  la  féconde  partie  de  la  formule,  maison  ajoute  trop^ 

donc  ce  (econd  terme  aura  le  Hgne pour  marquer 

qu'il  en  faut  retrancher  le  troifiéme  terme,  &c. 

Autrement ,  chaque  terme  de  cette  férié  exprime  le 
rapport  cherché  alternativement  par  défaut  &  par  excès.. 

Car  le  quarré  du  premier  numérateur  i  =  i,eft  fur- 
jkifie  d'une  unité  par  le  double  du  quarré  du  premier 
dénominateur  1  x  2==  1 ,  puilque  ^—  i  ==  i  qui  eft 
l'excès  dont  le  double  du  quarré  du  dénominateur  fur* 
paiïe  le  quarré  du  numérateur» 


LimB  sficoHB*  4^^ 

Je  trouve  le  même  excès  dans  tous  les  termes  impairs 

^  >  iy  5  9?  79  i  comparant  le  quarré  du  numérateur  avec 

le  double  du  quarré  du  dénominateur  correfpondant  dans 

chaque  terme. 

Dans  le  premier  terme  i  quarré  de  i  qui  eft  le  pre* 
mier  dénominateur  ^  eft  furpaflé  de  i  par  i  y  qui  eft  le 
double  de  i.  quarré  du  premier  dénominateur  ,  car  x 

&=s  1  X  I  — —  I==:l I. 

Dans  le  troifiéme  terme  ,  49  quarré  du  troifiéme  nu- 
mérateur 7 ,  efl:  furpaffe  de  i  par  50  double  de  15 ,  qui 
eft  le  quarré  du  troifîéïné  dénominateur  y  y  car  451  Kâ=& 

xxzy. 1=50 I, 

Dans  le  cinquième  terme  16Î1 ,  quarré  du  cinquième 
numérateur  41  ,  eft  furpaflé  de  i  par  1681 ,  double  de 
&41  qui  eft  le  quarré  du  cinquième  dénominateur  191 
car  i6it  ==  t  X  841  -+•  i  y&C  ainfi  de  tous. les  termes 
impairs  à  Tinfini. 

Au  contraire  dans  les  termes  pairs  comme  le  fécond^ 
le  quatrième  ,  le  (ixième  ,  le  huitième ,  &c.  Les  quarrez 
des  numérateurs  furpaiTcnt  d'une  unité  le  double  des 
quarrçz  des  dénominateurs  correfpondans. 

Dans  le  fécond  terme  9  quarré  du  fécond  numérateur 
3  y  furpafle  de  i  le  nombre  8  qui  eft  le  double  de  4  , 
quarré  du  fécond  dénominateur  z ,  car  9  s=  1x4  -f-  i 
=  8  -+-  I. 


De  même  dans  îe  quatrième  terme  189  ^  quarré  du 
quatrième  numérateur  17 ,  furpafte  de  x  le  nombre  z8^> 
qui  eft  le  double  de  144,  quarré  du  quatriénie  dénomi- 
nateur Xi,  car  x89==2»x  144-4-  i  ==«  188 -f-  1. 

Dans  le  (ixième  rernie  i8ox  ,  quarré  du  iixiéme  no- 
mérateur  99  ,  furpafle  de  x  le  nombre  9800  ,  qui  eft  le 
double  de  4900 ,  quarré  du  lîxiéme  dénominateur  70 ,  car 
9801  sszx  4900  -+-  I  =  980a  H*  I  ,  &  ainfi  de 
tous  les  termes  pairs  à  TinfinL 
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•    Cette  (erie  pour  i/Tcft  la  fcrie  prîmitiTC  &  fonda- 
mentale y  c'eft  une  ferie  incomplexe ,  donc  chacun  des 
termes  exprime  le  rapport  cherché  alternativement  par 
excès  &  par  défaut. 
.   Oeft  la  premié|;e  efpéce  du  premier  genre  des  (cries^ 

Jiui  comprend  fous  lui  une  infinité  d*efpéces  de  fériés  dlf^ 
érentes. 

Cette  première  efpéce  peut  fe  «réfoudre  d'abord  en 
deux  fériés  complexes  dérivées  de  celle-ci  ,  Tune  par 
addition  continuelle  faite  au  premier  terme  de  la  diffé- 
rence des  termes  excédans  aux  termes  défaillans  immér 
diatement  fuivans. 

C'eft  la  féconde  efpéce  du  premier  genre  bu  la  pre- 
mière (erie  dérivée  complexe  par  addition  ;  le  premier 


l-H      /i      ^^n  .ff  5 


Iterme  -j —  eft  défaillant ,  j —  eft  excédant  ,  le  (uivant 


P-  eft  défaillant ,  c'eft  L } 

donc  leur  différence  eft  ^,  j'ajoute  cette  différence  au 

premier  terme  j — ,  ce  qui  donne  pour  le  premier  terme 

complexe  de  la  férié  dérivée  par  addition  {  hh-  7^. 

•    Je  prends  enfuite  y  &  t;  qui  font  le  3c.  &  le  jc.  terme 

tleraillans  ,•  or •      * 


5x1^  14J  ^^   14  j  » 

c'eft  leur  diflPérence. 
De  même  je  prends  le  5^.  &:  le  7c.  i^  &:  775  qui  font 

.tous  deux  defaillans  «=: x,x»i^9        =7       5901 

yj-, ,  ce  qui  donne  la  première  ferie  dérivée  j 
10    ■  •  77;  -+-  7^, ,  &c.  les  dénominateurs  10  s=s 

I.  145  ==al44  -f-  I, 

La  troifiéme  efpéce  du  premier  genre  qui  eft  la  fé- 
conde férié  dérivée  fe  forme  par  fouftraâion  ,  elle  fe 
nomme  complexe  par  fouftraûion ,  &  fe  fait  en  ôtant 
continuellement  du  premier  terme  de  celle-ci  qui  eft  tou- 
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jours  le  fécond  de  la  férié  primitive  ,  les  différences  de 
chaque  deux  termes  immédiatement  fuivans. 

Le  premier  terme  eft  ^  qui  eft  défaillant ,  le  {è« 

cônd  terme  eft  '--^  qui  cff  le  premier  des  termes  excé- 

dans ,  je  prends  la  différence  des  deux  termes  qui  fuivenc 
ce  fécond  terme,  c'eft  f  &  77  qui  font  le  4^  &  le  ;«•  dff 

,        /^    .  •        •    •  17  7  17X5 11X7 

la  Icrie  primitive  -,  or  7^ 7  1=  -: — "^^ 

—is  -ilH-i  ==  -^ ,  c'eft  le  fécond  terme« 

De  même  j'ôce  la  différence  du  j«.  &:  du  6^.  terme 


4«-t-      99 9  9  4,  9^X19 41x70 

1^  '70        >  70  19  70X19 

1871 1870  I 


,^,^  ,.^.«^^'eft  letroifiémè  terme  delà  (e- 

1030  1030  ' 

conde  férié  dérivée. 

Seconde  férié  dérivée  pour  v^T.   { 77 ;^  >  &c. 

DES    FORMULES. 

P^i^r  trouver  les  Séries  ratiêntlles  infir^ies  ,  primitives 

ou  du  fremier  genre, 
four  exprimer  ou  transformer  les  nombres  irrationaux  dtê 

fécond  degré. 

Soit  propofé  de  trouver  la  racine  quarréede  3,  La 
première  idée  qui  fc  préfence  à  Tefprit ,  eft  que  3  eft  un 
quarré  imparfait  compris  entre  les  deux  qnarrez  parfaits 
2  y  dont  la  racine  eft  i  ,  &  4,  donc  la  racine  eft  z  ;  il  eft 

évident  que  K  5   eftenti-e  i  &  i,  plus  grande  que  i  ,  & 
plus  petite  que  z  ,  par  conféquent  V^  ne  peut  être  re- 

préfènté  que  par  une  fraAion  ^  dont  le  numérateur  a ,  foie 

plus  gr  and  que  1  ^,&  plus  petit  que  z  b\  mais  il  eft  démon- 
tré dans  le  7^  le  S  &  ^  Livre  des  Eiémens  d'Euclide  ^  que 
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lôrifquc  A  n*eft  pas  mefuré  par  b  ,  il  elt  impoflible  que  le 
quarré  aa  ^..foic  mefuré  par  le  quarré  hh  \  d  où  il  fuit  que 

la  ftaûion  t  jae  peut  point  être  exa£ke&  en  même  cems 

rationelle  pour  exprimer  la  valeur  dcV  3  .  Ainfi  tout 
ce  que  peut  faire  une  intelligence  finie  telle  qu'eft  Tefpric 
humain ,  fe  réduit  à  trouver  deux  (eries  en  nombres  en- 
tiers a&c  b^  tels  que  aa  ==3  5  bb  Hh  r-,  enforte  que  la  dif- 
férence  c  foit  par^  excès ,  ou  par  défaut  j  (bit  la  plus  pc 
tite  différence  poffible . 

•■  •  * 

Première  série  des  Formulesrationelles,  0u  Série  primitive 
&  fondimentale  en  lettres ,  four  Y  ^ 


Premier  terme» 


4 

T 

%  d  -f-  %b  c 

Second   terme,       '^ — "—-tt-  =  "j 


Troifîcme terme.     ^^    ■    ^^  ==?=»   y 


Quatrième  terme.    ^  ^    .    ^  >  =*    ^ 


Cinquième  terme.    ^  ^    .    ^^^  *=  'J 


Sixième  terme.  •«•  &c.  Ainfidefuite  à  Tiniini. 
BxflicatiM  &  formation  de  cette  Série  primitive. 

Pans  I  on  peut  fubftituer  tel  nombre  qu'on  voudra  { 

mais  le  plus  court  chemin  eft  de  fuppofer  a  s=±  à  la  ra* 
çine  du  quarré  prochain  plus  petit  ou  plus  grand  que  le 
quarré  imparfait  propofê  \  ici  je  fuppofe  la  racine  %  du 
quarré  plus  ^rand  4. 

Dans 


Livre    second.  ^jj 

Dans  le  fccanà  terme ,  il  y  a  feulemenc  deux  lettres 
lépétées  a  &cJ^.  avec  des  cœfiieiens. 

Dans  le  numérateur  ie  coefficient  de  a  eft  la  racine  z 
du  quarré  prochain  4  ;  aans  le  dénominateur  le  coefficient 
de  ^  eft  2 ,  car  ces  deux  coefficiens  font  toujours  égaux. 

Dans  le  numérateur  ,  le  coefficient  de  i  eft  toujours 
donné ,  c'eft  3  dans  ce  cas ,  parce  qu'on  cherche  la  racine 
de  5, -en  général  c'eftrexpofantdelapuifTance  propofée. 

Le  coefficient  de  a  dans  le  dénominateur  eft  toujours 
Funité  conftante  i  a ,  dans  le  fécond  terme. 

S£conde  Série  des  Formules  rationelles  comfofée  des  deux 

feules  lettres  a  c^  b. 

Pour  former  cette  féconde  férié  dérivée  de  la  (cric 
primitive  &  fondamentale,  J'ai  d'abord  les  deux  premiers 
termes  tout  formez. 

T 


Premier  terme. 


Second  terme. 

I  A  Hh-  ^^ 

Le  troifiéme  terme     * : t  fc  forme  ainfi. 


I  A  -H  %b 


44  — I-  j  b 

Je  fubftituë  dans  le  troifiéme  terme  ^^'^^^  de.la  fcrie 

fondamentale  &  primitive  au  lieu  des  lettres  c6cd^  leur 
valeurs  comme  il  fuit, 
c  74-f-  5^ 


Ponc —2 — -7—^ — 2 , 

.   &  irs=ttX4-+-  ^B 


Donc  -^  ,  .       L 

I  ^  -r+-  1  a==:  44 -t- 7  ^ 

ce  qui  donne  pour  le  3  ^  terme  ^  ^  ^  «  ^  comme  ci-dcflus» 
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Û  eft  facile  de  continuer  les  termes  de  cette  (erie  par 
{a  ^cme  Méthode ,  c'eft  ainfi  qu'on  a  trouvé  les  termes 
fiiivans* 


274-+.  4y 


f 


97  à --^  l6%b 


j^uatriéno^c  terme. 


Cinquième  terme.    -— r 

te  ainfi  de  fuite  à  rinnni. 

On  peut  auffi  continuer  dircftcment  cette  féconde  fcrie 
lorfqu'on  a  deux  premiers  termes  comme  il  fuit. 

Puisque  dans  le  numérateur  d'un  terme  fuivant  quel- 
conque ,  le  coefficient  de  a  eft  compofé  de  deux  nombres 
pris  dans  le  numérateur  du  terme  précédent  ^  ces  deux 
nombres  font  le  double  du  coefficient  de  4  avec  le  coefficient 
de  b ,  car  dans  le  troifiéme  terme ,  le  coefficient  de  4  dans 
le  numérateur  eft  7  ==  1  x  z  -+-  3  ,  c'efl- à-dire ,  74 

2x2  4  -4-  3-  Or2  &  3  font  les  cœfficiens  du  nun^éra* 


teur  du  terme  précédent. 

Dans  le  dénominateur  le  coefficient  de  ^  efl  7  ^  toujours 
égal  au  coefficient  de  fon  numérateur  a. 

Dans  le  dénominateur  le  coefficient  de  4  efl  4  compofc 
de  deux  nombres  ;  fçavoir,  du  coefficient  2  de  4  pris  dans 
le  numérateur  du  terme  précédent  &  de  1  double  de  i 
coefficient  de  a  pris  dans  le  dénominateur  du  terme  précé- 
dent. 

De  même  dans  le  quatrième  terme  le  coefficient  de  4 
dans  le  dénominateur  efl  15  compofe  de  7--f-  4,Hr:  4> 
qui  font  les  cœfficiens  de  4  pris  dans  le  numérateur  &  dafis 
le  dénominateur  du  terme  précédent. 

Dans. le  nomérateur  le  coefficient  de  b ,  efl  toujours  le 
triple  du  coefficient  de  a  trouvé  pour  le  dénominateur  du 
même  termç  ,  ainfi  ce  coefficient  efl  le  dernier  qoe  Ton 
trouve  ;  ce  qui  fe  réduit  à  trouver  les  coef^cicos  de  4  pour 
le  numérateur  ^  k  dénominateur. 


.-  \,» 
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Exemple.  Ayant  le  croifiémc  terme  y^*^'**  pôut 

trouver  par  fon  moyen  le  quatrième  terme  >  je  dis  2  x  7 
-I-  Il  c=  14  -f-  i%  =  z6.  ce  qui  donne  pour  le  nu- 
mérateur 16  a  y  &  en  même  tems  pour  le  dénominatçur 

z6  h ,  puifquUls  font  toujours  égaux  llf  "^^ 


Je  prends  dans  le  troifiéme  terme  les  cœfficiens  de  4 , 

74  -f-  2x44  ==  7-4-84  ==  I  y  4 ,  c'eft le  coefficient 
dii  dénominateur  a. 

V  Enfin  je  triple  ce  coefficient  ly  xj  ==:  4^  ^  c^eftlc 
coefficient  du  numérateur  45  ^^    Ce  qui  donne  pour  le 


«làtriéme  terme  cherché  ^^^-^4!^^ 


Règle  générale. 
Soit  le  terme  précédent  HT*"  ^  ''^ 

.  dé 


Le  terme  fuivant  fera , 

%c  -h  3  ^/  X 4   -+-    6 d-Jn ^  c  xè 


i  III 


C  X4    -*-     ic-hd  X  ^. 


Soit       c=j.    dt=^.    3^:==iz. 
Donc  if-f-5^X4=:  14-*- iit=«26  4, 

ït        2^-hrX4=38-H7=a  ly  4, 

Remarque.  Pour  continuer  cette  féconde  féric,  il  fuffit 
de  trouver  les  deux  cœfficiens  de  4  ,•  fçavoir ,  celui  du  nu- 
mérateur &  celui  du  dénominateur  ,  car  le  coefficient  de 
4  du  numérateur  ,  donne  le  coefficient  de  b  dans  le  dé- 
nominateur ,  qui  lui  eft  égal ,  &  le  coefficient  de  4  étant 
trouvé  pour  le  dénominateur ,  fon  triple  donne  le  coeffi- 
cient de  h  pour  le  numérateur. 

L'ufage  de  ces  formules  confifte  à  fubftitucr  des  nom- 
bres à  la  place  des  lettres  pour  trouver  en  nombres  entiers 
des  fcries  rationelles  ^ui  expriment  par  approximation  la 
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racine  du  quarré  imparfait  propofé,  ce  que  j'appelle  trans- 
former la  racine  d'un  quarré  imparfait  dans  une  férié  in- 
iSinie  racionelle. 

Il  y  a  trois  genres  de  Permutes  four  le  s  fériés  rationtllcs 
dans  chacune  des  quatre  fériés  primitives. 

Le  premier  genre  contient  la  féric  primitive  &  fonda- 
mentale comme  la  précédente,  donc  les  termes  fe  fuiveot 
par  ordre ,  comme  les  nombres  ordinaires  i .  i.  j,  4,  y.  &c. 

Le  fécond  genre  contient  la  férié  des  termes  pris  en 
progreflion  Arithmétique  quelconque  y  en  (autant  ou  un 
terme  ,  ou  deux  termes ,  ou  trois  ou  quatre  termes,  &c, 
en  progreflion  Arithmétique  quelconque  différente  de  fa 
progreflion  naturelle  àts  nombres  ,  laquelle  fait  feule 
le  premier  genre ,  fans  pafler  par  les  termes  moïens. 

Exemples,  i''*  Pour  fauter  un  terme  ou  pluiîelirs  tout 
d'un  coup  fans  pafler  par  les  termes  moyens,  il  faut  avoir 
des  formules  propres  pour  chacun  des  nombres  de  termes 
que  Ton  veut  fauter  :  or  ces  formules  ont  toujours  aie  h 
tant  au  numérateur  qu'au  dénominateur  \  ainfî  toute  là 
difiîculté  confifte  à  trouver  les  cœfficiens. 

Pour  trouver  les  cccflîciens ,  il  faut  d'abord  trouver  tmc 
férié  en  nombres  fur  la  férié  primitive  &  fondameiualc 
en  lettres  pour  le  quarré  imparfait  propofé. 

Ainfi  pour  V^T>  la  férié  primitive  en  nombres  cft- 


«-r     l —     7  H-     17 —     4'+     pp —     o^^ 

I  1  S  iz  Z9  70 

Expofans  r.  2.       j.         4.  y.        6.  des  termeSé 

'Le  premier  terme  étant  t  =  -  la  formule  pour  fe 


troiCéme  terme  eft  iirhlf  =  L±±  ==:  Z 


Suppofant  le  troifiémc  tei*mc  ==  -  ,  =  Z  ,  là  formulé 
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1^^4i  ,^  i^7-^4^s  ,^  ^i-^^  ,=-  IL.    Donc  le 

cinquième  terme  =  IL. 

Or  le  fécond  terme  de  la  («rie  j  donne  ces  cœfïîciens, 
car  le  numérateur  3  donne  dans  la  formule  le  coefficient 
3^  4  du  numérateur  ,  &:  le  coefficient  3  If  du  dénominateur. 

Le  dénominateur  1  donne  le  coefficient  xa,&c  fon'&oa- 
ble  donne  le  coefficient  4^  du  numérateur ,  de  même  pre- 
xunt  un  terme  quelconque  pour  premier  terme  de  la  féric, 
on  aura  par  la  même  forme  le  croifîéme  terme  fuivant,. en 
fautant  le  terme  moïen  fuivant  la  formule  exemplaire 


^p.  Pour  fauter  deux  termes ,  la  formule  exemplaire  eft 
f  &  ^^"^'^  les  cœfficiens  font  tirés  du  troifiéme  terme 
4claférie7carî=f,&7l-^'^^^-=7-f-io__  17 


S  h       \         y/i-t-7^  5 -+7  I» 

3^.  Pour  fauter  trois  termes,  la  formule  exemplaire  eft 
^  &  i2lJ!Ji±ll  les  cœfficiens  font  tirés  du  quatrième  ter- 

me  de  la  féric  numérique  IL.  Or  '7^-^^^[  ,=-  i7-+i4 

41 

4^.  Pour  fauter  quatre  termes ,  la  formule  exemplafirc 

eft  -  &  4iiff  y8^    41-f  y8 P£,^ 

On  peut  continuer  à  trouver  des  formules  à  Tinfîhi  pour 
fauter  tel  nombre  de  termes  qu'on  voudra  ;  ce  qui  abrège 
la  formation  de  la  férié  &c  la  rend  plus  convergente ,  puif^ 
que  les  termes  les  plus  éloignez  donnent  toujours  une  ap- 
proximation plus  grande  de  la  racine. 

Si  on  prend  un  terme  éloigné  dans  la  première  fcrie 
fondamentale  pour  premier  terme  de  la  férié  du  feconi 
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^enre  où  Ton  faute  plufîeurs  termes  ea  progreifîoi^ 
arithmétique ,  dès  le  fécond  terme  on  avancera  beaucoup 
fans  pafTer  par  les  termes  moyens  i  mais  on  ^vaocei:^ 
encore  davantage  en  fautant  les  termes  en  la  progreîfîoii 
géométrique  qui  fuit  ,  qui  efl:  le  troifîême  genre  des 
formules. 

j^c  troifîême  genre  contient  les  formtrfes  pour  fauter 
un  nombres  de  termes  moyens  en  progreffion  géométri- 
que fans  pafTer  par  les  termes  moyens. 

Ce  troifîême  genre  comprend  toutes  les  progrcfGoro 
géométriques  à  Tinfîni  ;  il  avance  à  pas  de  géans  &  rend 
la  (erie  beaucoup  plus  convergente ,  &  par  confêquent 
les  termes  plus  approchés  que  les  deux  genres  précédent. 
Car  la  formule  de  la  progreffion  géométrique  double  , 
donne  un  terme  double  du  précédent.  La  progreffion 
triple ,  donne  un  terme  triple.  La  progreffion  quadruplé, 
donne  un  terme  quadruple^  &c. 

La  formule  exemplaire  ,  générale  82  primitive  potn: 
fauter  un  nombre  de  termes  en  progreffion  géométrique 

double,  fans  pafîer  par  les  termes  moyens  cft  ^  Ôc 


%  MM 

m 


%  Mb 

Lorque  le  terme  fimple  eft  impair ,  le  numérateur  de 
la  formule  eft  zda  H-  i*  Mais  lorfque  le  terme  fîmplè 

(sft  pair,  la  formule  cikida i«  c'eftla  plus  fîiQple,  la 

plus  prompte  &  la  plus  élégante  de  toutes  les  formules 
générales.  C'eft  par  fon  moyen  qu^on  »  çoBfl;rii|t  la  tabfe 
fuivante. 
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TahJe  générale  des  formules  pour  trouver  les  termes  en  progreûto» 

Pr6gr.  géom.  géométrique  pour  VT. 


Simple 


^numérateur 
dén0minateur 


I  X 


>/ 


'mm^ 


J>$ublé 


numéraf.     z  x^  "f*  i 
dênomin.        %  x^  y 


i«-^ 


Triple 


numerat.  4  x^  *r  ^  x^ 


dénomin.   4x^7  "4"  \y 


Quadruple 


J^intupU 


»  x+  -H  8  x^ 


%x^y  •+14-^^7-*-  ly 


■» 


16  X* 


10  X 


} 


y-^ 


iWi* 


l6x^ y-^i  12  x^/H-  ij^ 


Sextuple 


3  XX 


48x^-Hi8x^ 


32X^j'Hh  j2,x^y-^6x^y 


Septuple 


6/^x 


IIIX' 


^éx^'^y  X 


é^x*^^  %OX^Jf 


14A-V 


i-T 


Oituple^ 


ii8x*:+ i56x*-4-iéox'*:±l  3ix^«H-i 


^-■■^ 


1 18  x'^^f  ^  192,  X*  j^-+- 80  x5>' 3::^  8  x^  y 

Il  ■*■...  I...  «      -  ■-■  ■  I"*    ■  ■  ■        !>■    I 


NêiUUpU 


zy^x^Hh  y76x^H-43ix'^l  iiox^-+-9^ 


1  y 6x*7:+:448  x^l/ -4- 240  x^ 7  Ht  40  x^ ^^-4- 17 


Décuple 


Ondicuple 


yixx'°Hh  Ii8ox'-Miiox''dl400'^'^-*^50'»^^'±.  i 


yixx^j^H^  io^x4x^j'-H67ix^7H^i6ox-7-Hiox^7 

1' 


ioi4x":±.i8itfx'-hi8i6x^:+:i2.3ix*H-2iox5H:iiix 


ioi4x"'y4'i304x*y 


\-j9Tu  x^y^^éo  x'* y-\r  60  x^y^  ly 


dodécufU 


1048  x'*^  «I44x"'rt^9I2,^*±.3î84•**-^-840x'^±7lx^ 


2048x"^^f  izox'j'-l-46o8x'^H;^i  yjix'^-t-iSox'j'^^  li-^'J' 


&:c. 


&c. 


&:c. 


|.8o 
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Tahle  des  numérateurs  des  ternies  en  progre0on  géométrique 
pour  VT. 

i^lc.  colon.     3=.  colon,    4c.  colon.      y«. colon.  ^.  «olon.  l7<^L 


&c. 


.1  jr« 

ix^ 

j; 

1 

4^' 

^: 

3x> 

8x« 

+ 

S«' 

-4- 

I 

l«*' 

+ 

zo  x' 

-1- 

?■«■ 

ji*' 

± 

48** 

•4- 

18*'    rt 

I 

6i{x^ 

^ 

111*' 

-1- 

;««i      ± 

7* 

liSx" 

+ 

156x* 

-^- 

ido^t   ± 

JIX'        + 

I 

2jfi  Jf* 

■+ 

5)76*' 

-+- 

43»*'   ± 

liox'     H- 

?■«■ 

JIA*' 

°± 

I180.V 

■-1- 

Il  10  ;«••:+ 

400  x*    -+- 

jox'      ± 

I 

IOI4X 

■^: 

zSKx 

-+- 

z8l(!;t'rt 

Iiji;('  -t- 

iiojf'  ■+:. 

u» 

1048^ 

■H; 

S144Ï 

"-t- 

6SIlx'± 

3!84x'-+- 

840  x«  ± 

7"" 

to. 

&c. 

«ce. 

«£C. 

«ce 

ta. 
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TahU  des  dénominateurs  des  termes  en  progtejfton  géométrique 

pour  y^T. 

i«.colon.  fi^. colon.  |  5e.<;olon.  .  4e. colon.  |  y',  colon.  1  <?«.  colon.  ] 7«.col 


Simple 


DouUe 


Triple 

Quintuple 

Sextuple 

^■^■^^^■^■^^■^■"•^^■^ 

Septuple 
OSluple 


i^ 


2.x^y 


4^V 


%x^y 


17 


A,x^y 


Noncuple 
Décuple 
Ondécuple 
Dcdécuple 


Sec, 


i6  xy 

3zx^y 
6^x*y 
izix^y 


ILX^y 


' 


^y 


ixx^y 


6x^y 


80  xV 


19ZX  jr 


448  X  V 


1014x^-4- 


I  o  14A;  '  ^+ 1 1  j  04x^-1- 


yiiox*^»^ 


fifC. 


"!» 


i4>fV  ± 


80  x'/ 


i40x*^  Hh 
I7^ix*^^ 


460  8x^ 


&c. 


T 


1/ 


8x7 


40  X^Jf 


^p^- 


I  tfo  x' J' 


I79IXV 


&c. 


^pi^MMI* 


ï^ 


lOX^Jf 


éox'-j  H-li^ 


iSox'^rrJiiJf'^ 


&€. 


&c. 


AnAlyfs, 


hhh 
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Table  des  cœfficiens  des  numérateurs^ 


I 

X 

z 

t 

4 

3 

• 

8 

8 

I 

16 

lO 

S 

3* 

48 

18 

I 

H 

HZ 

56 

7 

xi8 

3.^6 

160 

3* 

I 

i$6 

576 

452. 

12.0 

9 

^. 

ji* 

xz8o 

IIZO 

400 

jo 

t 

102,4 

x%i6 

iti6 

1^1% 

£10 

IS 

A044 

«144 

€911 

isU 

840 

7* 

T^^/?  ^^f  cttffciens  des  dénominateurs. 


Z 

• 

# 

* 

4 

I 

8 

4 

i^ 

IZ 

I 

3* 

5^ 

^ 

«4 

80 

14 

f 

itS 

192, 

80 

8 

256 

448 

240 

40 

r 

511 

1024 

éyz 

1^0 

10 

1014 

4304 

179Z 

ytfo 

éo 

I 

2048 

5110 

4608 

1792, 

z8o 

l> 
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C^nJlruSHon  de  la  Table  des  Formules  rationelles  ,  des  ter^ 
mes  de  la  férié  fondamentale  en  frogreffion  géométrique. 

Comme  chaque  terme  delà  fcrie  contient  unefradion 
dont  le  premier  terme  eft  le  numérateur ,  &  le  (econd  ter- 
me le  dénominateur  pris  dans  la  férié  primitive  pour  cha- 
que cas  particulier. 

Je  fais  deux  cables  dont  Tune  contient  les  numérateurs 
de  la  (cric  primitive  pris  en  progreflion  géométrique  fans 
pafTer  par  les  termes  moïens. 

La  féconde  table  contient  les  dénominateurs  corrcfpon* 
dans  au  numérateur  de  chaque  terme. 

On  peut  continuer  ces  tables  à  Tinfini ,  puifqull  y  a 
une  infinité  de  progreflîons  géométriques  à  Tinfini  ;  je 
me  borne  ici  au  douzième  terme  de  la  progreflion  ,  ce 
qui  ci):  fuf&fant  dans  la  pratique. 

Explication  (^formation  de  la  Table  des  numérateurs  four 

la  série  ratio  ne  lie  de  v^T. 

Cette  table  contient  fepc  colonnes. 

La  première  colonne  contient  les  expofansou  les  noms 
des  progreflîons  géométriques ,  fimple  ,  double ,  triple , 
quadruple ,  &:c.  dodécuple. 

Toutes  les  autres  colonnes  contiennent  les  puiflances 
de  X  prifes  de  fuite  avec  des  cœfficiens  5  mais  ces  puiflan- 
de  AT ,  ne  commencent  qu'après  un  intcrval  occupé  par 
Tunité  pour  aller  d'une  colonne  à  la  fuivante.. 

La  féconde  colonne  contient  les  puiflances  de  x  prifes 
de  fuite  avec  des  cœflicietts  qui  font  les  puiflances  de  la 
progreflion  géométrique  de  z ,  expofant  du  degré  de  la 
racine  cherchée  qui  commence  par  l'unité  pour  commen- 
cer d*aufli  loin  qu'il  efl;  poflible  ,  c'efl:  i.  z.  4.  S.  lé.  3 1;  ^4. 
&c. 

La  troifiéme  colonne  qui  commence  par  l'unité  à  la 
£cconde  cellule  vis-à-vis  le  dodble ,  contient  dans  les  cel- 

Jl^hh  ij 
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Iules  fuîvantcs  les  puiflanccs  de  x  à  commencer  par  Ift 
croifiéme  qui  en  contient  la  première  puifTance  x\  Commo 
les  autres  puiflances  font  de  fuite  &  leurs  expofans  croi(^ 
fenc  toujours  de  Tunité ,  il  n*y  a  aucune  difficulté  dans  leur 
formation. 

Dans  cette  troifiéme  colonne,  toute  la  difficulté  con- 
fîfte  à  trouver  les  cœfficiens  numériques  de  chacune  de  ces 
puiiTances  de  x,  le  premier  eft  l'unité  que  f  écris  dans  la 
féconde  cellule.  Le  fécond  eft  3  égal  à  la  fomme  i  —h  r. 
Or  I  eft  le  premier  coefficient,  ou  le  coefficient  du  premier 
cerme  précédent  dans  la  même  troifiéme  colonne ,  &  i 
eft  le  coefficient  qui  eft  à  côté  dans  la  première  colonne^ 
auquel  j'ajoute  la  première  puifTance  dex'  ;  ainfl  j'ai  pour 
fécond  terme  ^x'  qui  répond  à  la  prc  ^reffion  triple. 

Pour  avoir  le  troifiéme  terme  8  ,  je  prends  la  (bm- 
me  des  deux  termes  précédens  de  la  même  colonne  i  -Kj 
===:  4 ,  plus  le  terme  4  à  côté  du  dernier  dans  la  colonne 


précédente.  Ce  qui  donne  i  -+-  j  -+-  4  =  8.  avec  la 
icconde  puifTance  de  ^ .  c'cft  8x^.  


Le  quatrième  terme  eft  10  x^  ;  or  20  ==  i  -4-  5  -f-  8^ 
^  8.  Ce  dernier  8  eft  dans  la  colonne  précédente  à  côte 
àxx  terme  précédent. 


Le  cinquième  terme  48^"^  vient  de  i  -+•  3  -*-  8^-  10 

itf ,  ce  1 5  eft  à  côté  de  lo.  &  ainfides  autres. 
La  quatrième  colonne  commence  vis  à- vis  le  quadruple 
à  la  quatrième  cellule,  i,  jat,  \%x^  ^  $6x^ ,  i6ox^  j  écc. 
Ce  font  les  puiffances  de  fuite  de  x  avec  des  cœfficiens 
dont  le  premier  eft  l'unité ,  le  fécond  y  vient  du  coefficient 
de  la  même  colonne  i ,  &  des  deux  cœfficiens  pris  de  la 
colonne  précédente  i  -H  3  ==4,  en  laifTant  8  qui  çft 
à  côté  du  terme  précèdent  de  la  quatrième  colonne. 

Le  troifiéme  cœfficient  1 8  vient  de  i  -i-  y  =  tf  pris  dàns^ 
la  même  quatrième  colonne  précédente.  Or  6  •+•  ïz. 
c=  18. 

Le  quatrième  cœfficient  56  vient  de  i  -4-  y  -f-  lî 
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14  pris  dans  la  quatrième  colonne  ^  &  de  i  '*+-  j. 
8  Ht  20  &==:  3 1  pris  dans  la  croifiéme  colonne^   Or 

Il  eft  facile  de  continuer  de  même  cette  quatrième 
colonne  6e  les  fuivantes  par  la  même  Méthode. 

Explication  dr  formation  de  la  Table  des  dénominateurs 
des  termes  de  la  Série  primitive  en progrejfion  géomé'- 
trique  pour  v^. 

Cetce  Table  contient  fept  colonnes  comme  celle  des 
numérateurs. 

La  première  colonne  contient  les  expo  fans  ou  les  noms 
des  progrellîons  géométriques  ,  double  ^  triple  y  qua- 
druple, &c. 

Les  autres  colonnes  contiennent  les  puifTances  de  x 
prifes  de  fuite  multipliées  par  j^ ,  avec  des  cœifîciens  nu^ 
mériques. 

Les  cœfficiens  numériques  de  la  féconde  colonne  font 
X.  %.  4.  8«r  16.  &c.  Ce  font  les  puiffances  de  i  ^  à  comment 
cer  par  Tunité. 

hcs  cœfficiens  de  la  troifiéme colonne  i.  4.  i  z ,  3 1.  &c. 
fe  forment  ain(i. 

Le  premier  coefficient  i  eftà  la  troifiéme  cellule  vis-à^ 
vis  du  triple.  C*efl  Tunicé. 


Le  fécond  coefficient  4 ,  ==  i  -+-  i  -+-  z.  c'eft- à-dire 
4  égale  lecœfficient  i  qui  le  précède  dans  la  troifiéme  co- 
lonne ,  ajouté  à  la  fomme  des  termes  de  la  colonne  pré- 
cédente I  «-i-  1  jufqu'au  terme  du  rang  précédent  exclu-^ 
fivcment, 

Le  troifiéme  coefficient  12  =3  i 


y  fomme  des  termes  précédens  de  cette  troifiéme 
colonne ,  plus  7  fomme  des  termes  précédens  jufqu'au' 
pénultième  rang  dans  la  féconde  colonne. 


Le4ïnc.  coefficicnt3i  =  i-h4-h  iz  -4-  !-♦- 1-4-4^-8^' 
=  17  •+.  I  j ,  fomme  des  termes  précédens  dans  cette* 

hhh  iij 
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colonne  &  dans  celle  d'à  côté  non  compris  celui  du  pénul* 

tiéme  rang ,  &c.  ainfî  des  autres. 

La  quatrième  colonne  qui  commence  à  la  cinquième 
cellule  vis-à-vis  le  quadruple  par  l'unité  eft  i ,  6.  x^  80. 
&:c.  Le  premier  coefficient  eft  i. 


Le  fécond  coefficient  6  ==3 1  -f-  i  -4-  4 ,  c'eft  la  fomme 
du  coefficient  précédent  de  la  même  colonne  &:  de  celle 
qui  précède  non  compris  le  rang  précèdent.  ' 


Le  troifiéme  coefficient  14  ==  1-4-6  -+-  1-4-4-4-11 
ou  7  -+-  17  qui  eft  la  (bmme  des  cœfficiens  précédens  de 
la  même  colonne  &  de  celle  qui  la  précède  non  compris 
le  rang  précédent. 

Remarque,  i^.  Dans  les  numérateurs  contenus  dans  la 
Table  ,  le  dernier  coefficient  eft  toujours  impair  ;  ainfî 
dans  le  fimple  où  il  n*y  a  qu'un  terme ,  c'eft  i  x  qui  eft 
impair. 

Dans  le  double  c'eft  i  ,  l'unité  (Impie ,  dans  le  triple 
c'eft  ix\  dans  le  quadruple  i  ^  dans  le  quintuple  ^jc,  &:c. 

De  forte  qu'il  fe  trouve  toujours  une  unité  fimple  pour 
dernier  chifre  d'un  terme  compris  entre  deux  cœfficiens 
de  la  première  puiflance  x^,  lefqucls  cœfficiens  font  égaux 
à  l'expofant  du  terme. 

10.  Les  féconds  termes  font  tous  pairs ,  &  même  tous 
les  termes  excepté  le  dernier  chifre  ou  le  dernier  terme 
(èuL 

3^.  Dans  la  Table  des  dénominateurs ,  chacun  eft  le 
cœfficient  ou  le  multiplicateur  de  j^  ou  de  quelque  poif- 
fance  de  x  multipliée  par  j^. 

Le  cœfficient  des  termes  pairs ,  eft  toujours  un  nom- 
bre pair ,  même  dans  le  double  qui  n'a  qu'un  feul  terme , 
iL  il  eft  égal  à  l'expofant  du  terme. 

Mais  le  cœfficient  de  chaque  dernier  terme  impair  eft 
l'unité. 

Tous  les  autres  cœfficiens  font  des  nombres  impairs. 
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At^tre  Uéthùde  four  trouver  les  cœfficiens  du  numérateur 
é'  du  dénominateur  des  termes  en fr ogre ffign géométrique 
four  vV. 

rélcvc  le  binôme  i  x  -+-  \y  à  la  puiifance  qui  a  le 
même  cxpofanc  de  la  progreffion  gcomccrique  dcfirèc. 

Pour  la  progreffion  double  ,  fclevc  le  binôme 

I  X  -+-  ly  à  la  féconde  puifTance  ^ 
X  ijr  -f-  \ y 


IX* y'  -HJZ! 


}e  prends  les  termes  alternatifs  pour  en  faire  les  deux  ter* 
mes  de  la  fra£tion  de  la  foroMile,  le  premier  terme  ix^ 
&  le  troifiéme  terme  ly^  font  le  numérateur* 

Après  les  avoir  préparé  comme  il  fuit ,  je  multiplie 
Fexpofant  x  de  la  progreffion  double  donnée  par  lecoeffi* 
cicnt  I ,  j'ai  i  x  i  ==  2.  coefficient  du  numérateur  2.x^ ,  & 
je  retranche  jr"^  du  dernier  terme ,  laiflant  Tunitc  feule ,  ce 
qui  donne  le  numérateur  %x^  ■***  i. 

Le  fécond  terme  donne  le  dénominatear  x  x^f ,  ce  qui 

X  X  ^^  r 
donne  y^  pour  le  double.. 

X  X  y 

De  même  pour  la  formule  de  la  progreffion  quadruple 
dont  Fexpofant  eft  4 ,  j'élève  le  binôme  xx  -t-^  i^  à  la 
quatrième  puiifance 

lAT^ -H  1  x^y -*-  ly.  Seconde  puifFance; 


1  ji;'^  •+•  X  x^y  -H  I  x*y 

z  x^y  H-  4  x^/*  -#-  X  x^y^ 


1  «1  ^1^  ,  v^  «5  ..X.  r  1^4 


I  x*y  -♦-  1  x'^'  -4^  ly 


riMT' 


I  x+ -I- 4  X  y -4- «  x^y -H  4vy  H- 1^^ 

je  prends  les  termes  alternatifs ,  fçavoir  le  i^^  le  j*.  le  J^' 
&  autres  impairs  pour  en  faire  le  numérateur  après  le» 
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avoir  préparé  comme  ci-deflus  ;  &  les  termes  pairs ,  fça- 
voir  le  fécond  ,  le  quatrième  &  autres  pairs  pour  en  faire 
le  dénominateur  de  la  formule  qui  fuit, 
8x^  -^    Sat^  -i-i. 


Or  cette  formule  vient  des 

termes  impairs.  termes  pairs. 

I  x+  '     4-^'/ 

^^ ^   ^  ,  8  ^^  Comme  aU 

J>u  mUtt»  &  des  extrmes,  j^^^ ,^^^^^  ^^..^^^ 

Ainfî  le  premier  terme  du  numérateur  &c  du  dénomi- 
nateur ont  S  pour  coefficient  qui  efl:  égal  à  chacune  des 
fommes  alternatives  des  coefiiciens,  ce  qui  donne. 

^\x^'±^^  ^/  -  Formule  pour  le  quadruple. 

Ceft-à^dirc ,  le  premier  terme  impair  donne  le  premier 
terme  du  numérateur  ^  &  le  premier  terme  pair  donne  le 
premier  terme  du  dénominateur  dont  les  cœfficiens  font 
changez  &  égaux  à  chacune  des  fommes  alternatives  des 
cœfficiens. 

Je  retranche  dans  tous  les  termes  pairs  les  puiiTances 
ijity ,  en  laifTant  leurs  cœfficiens  ;  de  forte  que  dans  le  der- 
nier terme  qui  eft  la  haute  puifTance  de^ ,  j'ai  feulement 
I ,  au  lieu  de  ly^. 

Dans  les  termes  pairs ,  je  laifTe  feulement  la  première 
puifTance  dej ,  c'efiy ,  &  je  réduis  à  cette  puiflance  les 
autres  puiffances  dej^  lorfqu'il  s'y  en  trouve. 

Il  en  efl  de  même  dans  la  formule  de  la  progrefCon  fex« 

,       ?Lx*  "♦"   48  A-^  +   iS^"-  rt   I.  .    j 
tuple.  ~  ■■ --: 7-7-; —  &  dans  toutes 

les  autres  formules. 

Mais 
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Mais  il  y  a  de  Tare  à  décerminer  les  coefficiens  de^ 
autres  termes  y  comme  nous  Talions  voir. 

Examen  &  formation  directe  des  cœfficiens. 

Pour  connoître  la  nature  de  la  progreffion  qui  règne 
dans  ces  cœfficiens ,  je  les  écris  dans  leur  ordre ,  dans  des 
cellules  égales  difpofées  fur  un  triangle  reûangle  comme 
ci-defTus  dans  la  quatiéme  table,  afin  de  voir  comment  les 
mêmes  nombres  fe  répondent  en  ligne  diagonale. 

i^.  Je  trouva  que  les  cœfficiens  des  numérateurs  con- 
fidércs  en  ligne  diagonale  donnent  plufieurs  progreffions 
arithmétiques  5  ces  diagonales  font,  !<>.  tous ,  les  premiersf 
chifres  de  chaque  colonne,  x°.  tous  les  féconds ,  y.  tous 
les  troifîémes  termes,  &:c. 

La  première  diagonale  eft  i.  i.  t.  i.  &c.  dont  la  dif- 
férence cft  zéro ,  c'eft  la  première  progreffion  arithmé*» 
jtique  de  zéro  degré. 

La  féconde  diagonale  efl  3.  5.  7.  9.  11.  &c.  dont  la 
différence  confiante  eft  z  ,  c'eft  la  féconde  progreffion 
arithmétique  du  i^^.  degré,&  la  (eriedes  nombres  impairs. 

La  troifiéme  diagonale  efl:  8.  18.  31.  50.  &c.  c*efl;  la 
troifiéme  progreffion  arithmétique  du  fécond  degré  , 
dont  la  différence  confiante  efl  4.  Il  eft  facile  detrou» 
ver  de  même  les  progreffions  qui  régnent  dans  les  autres 
diagonales  ;  mais  il  eft  plus  facile  pour  les  trouver  d'é- 
crire de  fuite  fur  une  ligne  tous  les  premiers  nombres, en- 
fuite  tous  les  féconds^  &:  continuant  ainfi  jufqu'à  la  fin, 
8c  négligeant  les  premiers  nombres  de  chaque  rang  , 
parce  que  ce  font  les  puiffances  de  2  ,  &  prenant  par 
fouftradion  les  différences  de  chaque  rang ,  on  trouver 
ra  le  degré  de  la  progreffion  &  la  différence  conftantc, 
comme  il  eft  explique  ci-deffus  dans  le  Traité  des  pro- 
greffions arithmétiques. 

z°.  On  trouvera  de  même  que  les  cœfficiens  des  dé- 
nominateurs pris  en  diagonale  font  i.  i.  i.  i.  &:c«donc 
Ànalyfe.  i  i  i 


45^a  Analtsi    ginerale, 

la  difFcrence  confiance  =  o  ,  c'cft  une  progrcffion  de 
zéro  degré. 

La  féconde  progreffion  arithmétique  àc$  cœfficiens  pris 
en  diagonale ,  efl  z.  4.  6.  î.  lo.  &c.  dont  la  première 
«lifiFérence  confiance  «=:  x ,  les  nombres  générateurs  fonc 
%  ic  ly  cecce  progreffion  efl  du  premier  degré. 

La  croifîéme  progreffion  des  cœÔîciens  pris  en  diago- 
nale efl  4.  I  z.  14.  40.  60.  donc  la  féconde  différence 
confiance  efl  4 ,  elle  efl  du  fécond  degré  ,  fes  nombres 
généraceurs  fonc  4.  8.  4^ 

La  quacriéme  progreffion  prife  en  diagonale  efl  8.  31. 
80. 160.  180. 448.  &c.  la  difrérence  confiance  ==  8.  fes 
nombres  générateurs  fonc  8.  X4.  Z4.  8. 

jiutre  formation  des  cœfficiens^ 


progreffion  quelconque ,  le  i^^cerme  «=:  z"*""'  x',  ainfi 
pour  le  7^  cerme  j'ai  z^    '==  z*  ==i  64  x^. 

Dans  la  cable  des  numéraccurs  la  croifîéme  colonne 
1.  3.  8.  10.  fe  forme  ainfi.  v^ 

doiêble  I  s==  I-          ou  bien  i  =  i 

triple  3=3X^  3  =  zx  i-f-i 

quadruple  8=4X    z  8  =  zx  3 -H    z 

quintuple  zo  =  jx    4  zo  =  zx  8-*-    4 


fextuple        48==6x    8  48==zx   zo+    8 

&c.      iiz=7Xi^  iiz==zX48    -Hi^ 


zy6==8x3Z  zy6==zx  iiz*4^3z 

j76==9X  64  ^j6^=zx  t^6  ^64. 


^ 

r 
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Fêrmule  f «x  x  /— ^» ,  f  cft  rexpofant  du  terme 

«yCxpofanc  de  la  colonne^  foie  le  quadruple  donc^s=r49 
j*ai  4 1  X  i'^ — ^  ou  1 X  4==  8. 

Dans  la  Table  des  numérateurs,  la  quatrième  co* 
lonne  des  cœfHciens  commence  au  quadruple  c'eft  \.y\%. 
^6.  Sec.  qui  fe  forment  ainfî. 

qmâdrufU     i 


quint uf  le      y  =  4x1  Hh-   I 
fextufle       1 8  ==  8  x  z  -+-  2. 


feftufU      ^6  =M  i6x  3  --h  8 
aBufU      160  ==  j  IX  4  Hr  3  z* 


&c.      &c.         &:c.         &c. 

Formule  pour  trouver  tout  d*un  coup  un  terme  quel- 
conque ,  p ff  X  i''^"    ' ,  foit  p  l'expofant  du  terme 

cherché  ^=7  pour  le  fcptuplc,  &:  (oitn  ,  rcxpofaatdc 
la  colonne  =3  4. 

J'ai  / n  ==:  7 4  ==  3 . 

or  3  X  1 6  =2  y  6 ,  donc  le  coefficient  du  feptuple  cft  y  tf  xK 
Or  Tcxpofant  >  de  la  puiffance  de  x=  7 4==^  3  y 

ou  / /^trouvé  ci-dcfTus  ==  3. 

La  cinquième  colonne  des  coefficiens  des  numérateurs 

commence  aufeptuple,  c'eft  i.  7.  3x.  i2,,o.  400. 

Sextuple      1  =a  I 


feptuple       7  ==  4x1  Hh  3 . 
oStuple      31  =  8  X  4 
noncuple  i  lo  ==  1 2.  x  10. 
décuple   400  =  10  X  20. 

ondécup.\%i%^=^  Il X 100  -f-  32. ou 400x5  HH  5Xt 
d0décup.i^%/^=i  IZ32X  2-+-  1120. 
&:c.  &c.  &c. 


•  •  •  t  • 


49t>  Analysb    gekekaie, 

La  Série  des  cœfficiens  de  la  fixiéme  colonne  des  numé* 
raceurs  commence  à  l'oâuple ,  c'eft  i.$.  50.  izo.  840*^ 

ùHufU  c=:  1 6=5  I  eu  iy.\ 

nôncMple         e=5  ^  =^=  4  -+*  4  Hh-  i  ^«3x3 


décuple  jo=jxio,    .    .    ^/s^yxio 

êndécuple  210  =  6x  70  .    .    .  ou  jy.  30  — f-  la 

dodécuple  840  =  8  x  80  .    .      ou  ^x^o  -+-  3^ 

^^  7x^0  -f-  10. 
&c.  &c.  &c. 

Pour  les  cœfficiens  des  dénominateurs  ,  la  féconde 
colonne  de  la  cable  qui  efl:  la  première  colonne  des  cœf* 
ficiens  numériques  eft  ly.  ix^j.  4  •^^7.  8  x^y.  &c. 

Les  nombres  font  la  progreâion  géométrique  double 
ou  les  puiiïances  de  z  ^  à  commencer  par  Tunicé. 

On  pourra  trouver  tout  d'un  coup  le  terme  de  cette 
progreffion  correfpondanc  à  un  expofanc  quelconque/,, 
par  cette  formule  z^'^'x  x  '""'  xy. 
Si  f  =  7  ;  2  '"^  =  %^  =  ^zx^ y 

La  troifîémc  colonne  1.4.  iz.  3Z.  80.  &c.  font  for- 
mer ainiî« 

triple  i  ==  I  X I 

quadruple  4  =^=5  i  x  2 

quintuple  1 1  =  3x4 

Sextuple  31==  4  X  8 

feptitple  8o  =  jxi6                                            ' 

cifuple  i^t==:  6x  )z 

noncuple  448  ===  7  x  ^4 

décuple  1 0 14*=  8x118 

endecuple  2304=  $x  ijtf 

dodécuple  5120  =  xo x  5 1 2» 

Donc  Texpofant  quelconque  de  la  progreffion  étant 
s=/ ,  le  coefficient  numérique  du  terme  correfpondanr 
dans  la  troificme  colonne,  eft/ 2  x  2'*'"'  XAr""   V' 


Litre    second.  ^52 

Aînfi  foît^==:7,  onaura/—  z  — :  7  -*—  z  ■ y 

&  a  '"^  =*=  z^=^  y  X  id  =  80. 
3.  expofant  de  la  colonne. 

Donc  p z  xi^~^  ==s  80 ,  auquel  ajoutant  x  ^~V> 

y^iiox^j^  pour  le  feptiémc  terme  cherctc. 

La  (crie  des  cœffîciehs  de  la  quatrième  colonne  cfl; 
I.  6.  24,  80.  qui  fc  forment  ainfî  en  commençant  au 
quintuple. 

quintuple  1  ==î  i  x  i  x  o 

fcxtupU  6  =  1x3x1  p  — ~  4 

feptupU  24  =  3x4x2]  X  / 3 

ûitupU  80  ==4x5x4  3, 

noncuple  240  ==  y  x  ^  x  8  ^ ^^ 

décuple  672«==  6x7x1^  l^ 

gndécuple  I792==7x8x32  /^ jp^^^iu 

dodécupU  46o8==8x9X^4 

Ucxpofant  quelconque  d'un  terme  de  la  progreflîon 
étant  =  p ,  le  terme  correspondant  dans  la  quatrième 
colonne  fera/> 4  x^ — —  5  x  7}~^  x  x'^^  y. y. 

Soitp=r7.p — -4=^7 4  =  î- 

/—  3=7 }  ==4,  or  3x4=  12. 

X  2'   ^==5  2  ^    ^  ==^  2.  or  12  X  2=  24,c*eft  lecœf& 
cien  numérique  cherche. 


12 


x^    ^  =  x^xy  ==x^y 


donc  le  7^.  terme  de  la  progreflîon  cft  24  x^/; 

Autrement.  Soit  Texpofant  ==  p  ==  7,  le  terme  cft 


pp 7  ^  -+-  I  2  X  2*^       X  X  '       X  J'. 

pp=^  ^9,'—7 p  = 49  =  0. 

H-  12x2'   ^  5=3  24Ar^j'.  Voyez  la  multiplication  ci- 
defTus. 


•  •  • .  t  •  * 

SttttJ 


f 94  Analyse    gen^erale^ 

La  férié  des  cœfHciens  de  la  cinquième  cotonnc  qui 
commence  au  fepcuplc  eft  1.8;  40.  160.  &c.  fc  formQ 
ainfî. 

é 

fepfupte  1=1  XI  ^      , 

9âf»fle  8  =  X  X  4,^/^  I  *+  I  X  IX 2.  .  ..^ 

HoncnfU        40  =:  j  X  %^ou  4H-  1x4x1.  * 

décuple        1 60^=10x1 6  y  ou  ^  XIX  16,  <?//8-4-ix  itf 

ûPiciécuple    y  éo =y  X7  x  i  (î,^/^  17x3  2-*+- 1 6, 
dodccupl€i-j9i=i\zx  64^-145  oujxZx^ty 

Pour  avoir  un  terme  quelconque  du  coefficient,  fott^ 
Texpofant  du  terme  cherché  ==  9  ,  les  expofans  ncga* 
tif.d.  la  colonne  font  y ,  4&  le  double  8. 

/. î  xp  - —  4  X  2  **"■•  XX  '""*  x/ 

jfc-r—  5  X  9^ 4  X  2^  X  x^  xj^ 

ou  4  X  y  X  2  =  40  X  x^y  ,  ou  40  s^y. 

Soit  /  ==  1 2 ,  &  les  expofans  négatifs  — —  y  ,  —  4, 

—^8, on  aura  12 jx  12 4X2**"'^xx**"^'x7. 

ou  7  X  8  X  jrxx^j'. 

017x8=:  y6,&  3:^x32=  1792» 

Soît/>=  II,    II-, —  ex  II 4x2^^"^^. 

Qi»  JXJKl,**       ^^    ou   2^=a  I^^XAT'      ^X^ 

35  X  itf==:y^o  X^J. 

La  férié  de  la  fixiéme  colonne  efl:  t.  lo.   60.  %%o. 
1 120.  à  commencer  au  noncuple  &;  fe  forme  ainfi* 

ikn'^Hfl'ê   ,  laecslX      IX      O 

décuple  io==ix    ixio 

êndécuple  ^ô  =»  2  x  3x10 
4ttdécufU  280==  4 X  7X  10 
trédécuple  1 1 20  ===  8x14x10. 

Il  eft  facile  de  trouver  la  formule  pour  avoir  un  terme 
quelconque. 

Remarque.  Ayant  trouvé  les  cœfficiens  des  numcra- 
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ceurs  y  on  aora  par  fimple  addition  du  terme  qui  eft  à  côté 
les  ccc£Sciens  des  dénominateurs  pour  la  colonne  qui  a 
le  même  expofant. 
Troifiéme  colonne  Troifiéme  colonne 

des  numérateurs.  des  dénominateurs. 

dçubU     I        •    •    • 
triple  5  donne  1  s==:    i  -+•    o 

quadruple    8     ....    .  4==    ^  "4"     J 

quintuple  lo    .    .    .    .    .  izs==z   4  -4-    g 

fextufle    48 32==  12 -+-10 

feptuple  11^    .....  8oc=3z-4-48 

Régie  pour  les  Jignes  des  formules  en  progrefjion 

géométrique. 

La  table  générale  contient  dans  tous  les  termes  pairs 


les  deux  fignes  H-  ,  parce  que  ces  formules  peuvent  fer- 

pour  le  binôme  pofitif  a  -t--  k  ,    fie 


vir  généralement  pour 

pour  le  binôme  négatifs hy  ainfî  il  faut  fuivrela  régie 

générale  des  fignes  pour  les  puiifances  de  ces  deux  bi- 
nômes; or  dans  les  puifTances  du  binôme  pofitif,  tous  les 
termes  ont  le  fîgne  •+-  ,  mais  dans  les  puifTances  du  bi- 
nôme négatif,  les  termes  pairs  font  précédez  du  figne 
^  &  tous  les  termes  impairs  font  précédez  du  figne 


Méthode  très-promte  pour  continuer  la  férié  des  formules 

pour  V~. 

Soit  donné  le  cinquième  terme  jjr  ==  \  Pour  avoir 

le  fixiéme  terme ,  je  fubftituë  dans  la  formule  , ,_.  ^  > 


les  valeurs  trouvées  ci- deffus  de  4  &  de  ^  dont  je  forme 
deux  colonnes. 


49^ 


Analyse  gekirale, 


3b 


xa 


u 


7M 
617 

1551      I    Donc  I  a  -i-  z  b 


I  a 
zB 


$6l 
418 


780- 


Donc  le  fîxicmc  terme  eft 


il!' 
780' 


6' 


Pour  trouver  le  fcptiéme  terme  fur  la  même  formule  > 
je  fubftituë  la  deruiéie  valeur  de  ces  lettres  a  ^b. 

za  =  17.  01  la 

5  y  ==  ij.  40  1  ^ 


z  a 


5^ 


50.41 


13  yi 

IS  60 


I  ^ 


2^ 


19  11 


ce  qui  donne  le  feptieme  terme 


S04Z 


Je  prends  ces  valeurs  de  a  &c  b  pour  avoir  par  fubfti. 
tution. 


xa 
3^ 


10084 
8755 


Zd 


3^  =  18817 


I  d 
z6 


^îzz 


id 


zb 


10864 


ce  qui  donne  par  le  huitième  terme  iMîZ.. 
^  ^  10864 

Vfdge  de  Id  Tdhlc  génêtdle  des  Formules  des  termes  en 

frogreffion  géométrique. 

La  première  table  des  termes  en  progreflîon  géomé- 
trique eft  celle  dont  nous  parlons  ici  3  elle  contient  pour 
chaque  progreflîon  le  numérateur  avec  le  dénominateur , 
&  les  deux  tables  fuivantes  où  ils  font  (eparez  ne  fervent 
qu'à  éclaircir  la  conftruflion. 

Exemple.  Soit  la  férié  primitive  pour  K       ,  fçavoir 

I^  z^.   3^  4^    f.    6^ 

1.1  7  17_  4I_  2JL 

7.^       »    >       7   >        IX    >        19    >       70  • 

.  Pour  continuer  indéfiniment  cette  férié  en  fautanr  d'un 
terme  à  un  autre  en  progreflîon  géométrique  fans  pafler 
par  les  termes  moyens.  Par  exemple ,  pour  trouver  un  ter- 
me en  progreflîon  géométrique  triple. 
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Si  je  prends  le  premier  terme  \  dont  Texpofânt  eft  im- 
pair pour  premier  terme  de  la  progrcffion  i.  $.6.9.11.  &c« 

Je  prendrai  dans  la  table  les  formules  qui  ont  ces  nom- 
bres pour  expofans ,  il  fuâît  même  de  prendre  les  deux 
premières. 
Simple.         Triple. 


17  ^y^ij 

Le  premier  terme  de  la  (crie  -  ==  * ,  donne  x 
f£j  =  I .  Suftituant  ces  valeurs  dans  les  formules ,  j'ai 

ixi         4x1  +  3  X  I 


ixi      4Xixj--f-.  ixi  ' 


i".    Triple. 
ce  qui  donne   1    llti  =  T.  %^.  terme. 

*  I      4-+^x  S 

Si  je  veux  continuer  la  férié  fur  la  même  formule  ;  je 
fuppofe  Z  =3  1  ,  &:  fubftituant  cette  valeur  dans  la 

formule  triple  3 2 —  ,    j'ai  -L-i-2 1 — L 

4x^7^-17  4X4jx5H-ixy 

^  4X345-4-XI  _^ 2172:+^  =^  i3£i(5^terme 

4XZ4j-+.y  98o-4-y  ^Sy 

&  ainfi  de  fuite. 

Si  je  prends  pour  premier  terme  de  la  progrcffion  triple 

Celui  qui  cfl:  le  fécond  dans  la  férié  primitive  i  =s=  î 

dont  rexpofant  cfl;  pair ,  je  trouveriai  mettant  le  ligne  — r 
dans  la  formule  des  termes  triples  à  expofant  pair  ^  la 
tf*.  car  3  X  X  =5==  1^,  la  1%^.  car  3  x  tf  ==  18.  la  y4^  car 
3x18  ==  y4 ,  &:c.  Mais  il  fuffit  d'en  trouver  d'abord  unç 
qui  cft  ici  la  fixiéme  &  de  réïtcrer  à  fubftitucr  des  nom- 
bres en  la  place  des  lettres  comme ;dans  Texemple  précé- 
dent 9  pour  ^voir  toutes  ces  progreilions. 


^jg  AnALYSI      CIKERALE, 

i\  3^.  £bxîmulç^,  ou  mpk  avec  le  %ttc 

_^   10»— 9,  ^^  ^^  c^çft  le  (ixicmc  terme, 
71  —  X  70 

J'obfer ve  de  mettre  toujours  le  figne — cbns  la  formule 
de  la  progreffion  géométrique  lorlquê  TcxpoCant  d»  ter- 
me pris  dans  la  férié  primitive  pout  le  premier  de  çdle- 

çicftpair» 

6^.  terme. 

De  même  fuppofant  ?L  :==  5 ,  &  fubftituant  cette  va- 
leur  dans  la  formule  triple  ^K'^^f^  ,  là  fubftitutiqn 

A  4^99'  ==  ^^99       4X8Ô4ÎÎ7— ^y? 

^''°''  T^STjo-  1x70  4X»643X7<^-7^ 

5459^x70 — 70        X4ii6îo 

i.  4^171.0 — 70.  

Ainfi  tiKon  a  pjufieurs termes  dans hiifériè  primitive, 
iC  qu'oo  fubftituë  le  cinquième  terme  ou  te  fixiéme  dans 
la  tormi^le  décuple  of)  aura  tout  d'un  coup  le  cinquan* 
tiéme  terme  ou  le  foixanticme  ,  car  y  x  10  =s^  50  y  Si 
4  x  10  ;ot3=  éo  y  &c  cominuant  JEur  la  mcn^e  formuljp,  on 
auEa  dès  h  féconde  opération  un  terme,  incomparajble- 
ment  plus  avancé,  car  ioxyo=:yoo,&iox  tfos=»6oQ. 
Ccft  ainfi  qu'en  peu  de  tem^  on  avance  à  pas  de  geans 
ckns  la  (crie  (ans  paflTer  par  les  termes  moïens ,  ce  qui 
épargne  beaucoup  de  tems  ^  Sç-  ce  qui  abrège  extrêmement 
lecalcuL  *  .     i      ^        ,    - 

Remarqutfut  It.  ntmArt  des  tttmcs  Je  cha^Me  furie. 

Il  cft  toujours  avahtageux  de  former  quatre  fériés  cn- 
fcmblç  pour  chaque  nombre  irrationcl  propofe  ^  fçavoir , 
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deux  fcries  fur  chacune  des  deux  formules  exemplaires  ^ 
donc  la  première  eft  cirée  de  la  racine  du  quarré  parfaic 
moindre  que  i'irracionel  propofé  ^  &  la  féconde  efl;  cirée 
delà  racine  du  quarré  parfaic  immcdiacemenc  plus  grand. 
On  peuc  concinuer  chaque  ierie  indéfiniment  s  mais  pour 
V.uùt^c  il  éuffic  de  trouver  un  nombre  fuffifanc  de  cermes 
pour  conftruire  le  criangledes  rapporcs  ^  c'eft^-à-direquie 
le  dernier  crouvé  foie  un  nombre  capable  de  donner  plu* 
fieurs  quociencs ,  comme  nous  le  verrons  dans  la  Seâion 
fuivance  ,  lequel  donne  la  férié  la  plus  exacte  ,  la  plus 
convergence  &  la  plus  parfaire  pour  exprimer  couce  racine 
îrrationclle. 

Ite^/e  four  les.Jîgnes  fjt  les  limites  de  chaque  ferme 

des  séries. 

En  général  pour  décermincr  les  limices  d'erreur  ou  d*ap- 
proximacion  ,  foie  par  excès  foie  par  défaut. 
1*^^  terme  2<  terme.  3^ 

a  1  a  H—  }  B     7  a  -H  I  z  b 

If  la'+'it       4  a  -+-  yT 

Je  dis  qu'en  comparancle  quarré  du  numérateur  du  fior 
cond  cçrme  444  -f-  11  au  -p-  9^^,  avec  le  criplâ  du 
quarré  du  dénominaceur  344  -+-  izaù  -§-  iiM,  la  dit 
Mrence  eft  -4-  44  IfT  3  ^^ ,  félon  le  rapporc  qu'on  fuppo* 
fera  encre  a&c  B. 

Ainfi,  fi  4  t=:  ^==  I  ,  la  différence  confiance  fçr;^ 

-4- I  ^^  •'— *  5  ^^  = *• 

Mais  fi  4  ==:  1 ,  &  ^  =s  I  ,  la  différence  confiance 
fera  H-  i  ad 3  bh  =  i. 


.  DemêmelecroifîémecermeeflZldliL*  ,  fon  quarré 


idii«  +  54    ii^'>+*4P    bb  .         ï6  MM^$6MÙ^^(^bb* 

triple  du  quarré  du  dénominateur  48  aa  -H  168  4^+147 
bi  étant  ôcé  du  numérateur  ^  la  diâférence  cft  encore 

kkk  ij 


joo  Akaltsi   cbkbb.ale^ 

^  X  4ir  ^  3  ^^  9  comme  ci-deflus ,  &  ainû  de  fuite  à  Thr- 

finû 

La  diflFcrcnce  dans  le  numérateur '^idaZf  ^  iJ^  ,  ctt 
toujours  confiante ,  mais  le  dénominateur  augmente  con* 
cinueilement  &  indéfiniment  ;  ainfi  prenant  deux  nom« 
bres  quelconques  pour  la  valeur  de  4  &  de  ^ ,  quelqu'éloi* 
gné  que  foit  leur  rapport  du  rapport  donné ,  la  îérie  ap^ 
prochera  cependant  indéfiniment  de  la. valeur  de  Tirra^ 
tionel  cherché. 

Exemples  en  nomhrts paur  la  vaUur  de  V"^ 

lo.  Soit  a  ==  I  &  ^ r ,  j'ai  par  la  formule  ci-deflus 

v^T  =  L± ,  X±,  £^±.,  11±^  ^JL±  la  différent 

ce  confiante  dans  le  numérateur  eft  x  44  —  ^  th  =:  r 

Car  le  premier  terme  de  la  (crie  qui  eft  toute  par  dé- 
faut ,  cft  i  ,  &  fon  quatre  eft  1  =  3  —  f .  Or  ce  quarré 
approche  indéfiniment  der  y  quarré  de  VJ^.  11  eft  évident 
que  la  fraâion  du  fécond  terme  I  dont  le  quarré  eft  y- 
c=  3  — j  approche  encore  elle-même  indéfiniment  de  la 
^valeur  de  V~* 

Le  troifiéme  terme  i^  dont  le  quarré  eft  Ifî  =  5 


m 


Le  quatrième  terme  jf,  fon  quatre  {ffî  =  j  —  Tff^ 
2®.  Soit  a  ==  30 ,  &  ^  ==  7 ,  dans  là  formule  exem- 

plaire  pour  V^~>  ï  ^  -^TT^^  >  j'aurai  i  44 —  3  t6t=i6oo 

—  147==  7y 3, excès  conftant  dans^le  numérateur,  la 
férieefti^,H,^:,&c. 

Dans  le  premier  terme -2^,  fon  quarré  eft^s= 
qui  furpaffe  3  de  •^. 

Dans  le  fécond  terme  ^,  fon  quarré  eft  .^J  ==s  j 


3  ^^  4> 
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,^,^  ,  excès  conftant  au  numérateur. 
Dans  le  troifiéme  terme  ^ ,  fon  quarré  eft-fiflf  =  î^ 
^jl ,  excès  conftant  au  numérateur.. 


3^  Si  Toti  fuppofè  4==  X ,  &  h  ==  i ,  on  aura  dans 
la  même  formule  y  =*=  y  ==  t ,  donc  la  férié  par  excès 

fera  i ,  î ,  i£ ,  ^ ,  &c.  Et  la  différence  conftante  cft  1 44 

3  ^A==  4 3  ==  I ,  &  c*eft  la  phis  excellente  de 

toutes  les  hypothéfes,  puifquc  la  différence  ne  peut  ja- 
mais ccrc  moindre  que  lunitc  entre  le  triple  du  quatre 
du  dénominateur  &  le  quarrc  du  numérateur. 

Dans/le  troifîéme  terme  1,  fon  quarré  7  ==  3  -f-  f. 

Dans  le  fécond  terme  ^  le  quarré  ^  =  5  -+-  77. 

Dans  le  troifiéme  terme  |I ,  le  quarré  5-777=  3  "•^TlTi^ 

4°.  Soit  a  ==:  3  ,  &  ^  ==  I G  ,  on  aura  dans  la  même 
formule  la  férié  par  défaut -j^  >  17  ^  ir  >  &^* 

Dans  le  premier  terme  -^ ,  fon  quarré  -^  ==  3  — -  ^ , 
or  291  eft  la  différence  conftante  du  numérateur  ,  caf 
I  aa 3  bb  ==5 300  = 191. 

Dans  le  fécond  terme  — ,  fon  quarré  ^  =  3 ||yy 

différence  conftante  au  numérateur. 

Dans  le  troifiéme  terme  ~  ,  fon  quarrc  -/yVV  ==*  f 
7^4,  &c.à  l'infini. 

Méthode  pour  connoitre  la  plus  parfaite  dt  U  f  lus  conver^ 
gtnte  des  quatre^  ferles  primitives  qui  expriment  une 
racine  irrationelle. 

Le  triangle  des  rapports  qui  fuit  donne  toujours  la  (c-^ 
rie  la  plus  parfaite,  comme  nous  le  verrons  dans  la  fcc- 
tion  fuivante  \  mais  comme  il  faut  l'employer  avec  les 
fbrmules  rationelles,  lefquelles  fervent  à  lui  préparer  des 
matériaux  pour  fa  conftruâion  ;  il  s'agit  ici  de  comparer 
cnfemble  les  quatre  fériés  données  par  les  fbrmules  ra- 
rionelles ,  pour  Juger  de  celle  qui  mérité  la  préférence 
&  qui  eft  la  plus  parfaite  &  la  plus  approchée  par  exccs^ 
ou  par  défaut. 

Exemple.  Pour  Tirrationel  1^7»"  >  les  quittes  fériés  pri-- 
micives  font^ 

hkk  iif 


yôi              Anaxysb    oemerale, 
Première  lene  des  racines  ^ — ,  ^^^ ,7^^^ — ,  j^j— 

La  fcrie  des  quarrez  cft  alocmatiycment  par  défaut, 
&:  par  excès. 
£_ ± 

144  +^  "^  '44 

xitoi  4^  '  11101 

14  0019  S89  ^ly 


41 


34 151.  04  .       ^      •  M«îi04 

^  ainfi  de  fuite  à  l'infinL 

Seconde  (cric  des  racines!  ,  tï  »  ^^^  TT^f  >  la  fcrie 
des  quarrez  par  rédudion  à  moindres  termes  font  tous 

par  excès.  , 

49  ,    s 

"-=S=   AI     — +-   - 


"4^  ^  49 

1109  ^        *       ^*o^ 

4068189  H     . 

' «==4.1  -4—   THTT'oCC. 

P9115  ^'      •        99"f 

—      -/.f         /v   .     j  .  7-H     «5—      »Q?l^^     117^7  — 

Troifieme  Icrie  des  racines  7- ,  ,7-,  ,7; — >  i';;^", 

la  (erie  des  quarrez  efl;  alternativement  par  excès  Se  par 

défaut. 

49 £ 

éSSp  40      10^19^1  100 

»  ■  ■  ■       /l   T       MH^HS  -  Il      11  ■■      ■  I      I    ■■         MIT  ^    1      ,  I    -  _ 

Tg).  yo7'1^9  1000 

)98Soo9    ' '  4^  3988009    '  ^^ 

Quatrième  férié  des  racines |,ii,i^*J±L^  ,  U  féric 
des  quarrez  font  tous  par  défaut. 

^89  ^  ' 

Z69  ~^  4  i^^ 


U4099^ 


41 
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ÎO3 


50176 
xii.  964.  614,  if^ 

54.  3«    ^H    =4^''~  J4.J81K'  ^^" 

TaralUle  duftcQnd  dr  du  quatrième  terme  de  cei  quatre 

Jertes 


I  ^^  fcrie  par 

excès. 
z^.  terme, 

4«.  terme. 


1^^.  fcrie  pari  5C.  (erîe  par- 
excès,  défatit. 
1^.  terme. 


él5 


é4 


341S 104 


T"*  "   99X1Î 


41 


4ï 


40 


4«.  fcrie  par 
défaut. 


r  000 


39SS009 


4^ 


41 


40 

169 


160 


3)9889 


Il  eft  facile  de  juger  quelle  eft  celte  de  ce^  quatre  fé- 
riés qui  approche  davantage  par  excès  ou  par  défaut  ^ 
c'eft  la  féconde  ,  puifqne  41  -f-  ^  eft  le  terme  le  plus 
appproché  de  41  paf  excès. 

Mais  pour  m'en  afTurer  davantage  je  divife  chaque 
numérateur  par  le  dénominateur  dans  chacune  des  frac- 
tions ,  &  chaque  divifion  donnera  un  quotient  complexe^ 
qui  fervira  dans  la  fuite  à  formter  le  triangle  des  rapports 
comme  nous  le  verrons  dans  la  feâion  fuivante  ,  qui 
donnera  la  férié  la  plus  convergence  &-  la  plus  parfaite.. 

Pour  41  -t-  774 
Divi/eur.   Ç  Dividende. 


■»^ 


144 

O 
I 


000 


\   o:   173.  6. 


•^^v 


■^•■f^iF-^Mw*  "ff^ 


&c. 


3 


144 

Ioé:o 

ipo  8 

j   z:o 
.  4  j    z 

%  8:0 
.    .       8    f  4 
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Pour  41  -*-  if 


Divi/eur.   Ç  Dividende,  f  Quotient 
49.     \     itf  :  00      \     o:  3itff 


0 

3 

•    • 

H 

7 

/ 

I 

5:0 

• 

& 

•    • 

• 

3     *! 

0 

^ 

•    • 

• 

*    9 

4 
^  :  0 

î 

•    • 

• 

.        % 

4  y 

Pour 

41 

— 

40 
i«» 

I     f  :  0 

Divifeùr 
169 

{ 

Dividende 

40  :  000 

•    /  Retient. 
\    0.  23^^  •+• 

.0 

%   .  ^  338 

6iéX  o 
5    •    •    jo  7 

II     3  2<5 
i(     .     .      10     1     4 

X   I    ^  :  O 
tf    .    .    •  I  o    I    4 

14^:  o 

Ainfi  comparatic  enfemble  ces  quotiens  ^  je  petR  juger 
.quelle  eft  la  férié  la  plus  parfaite ,  &  je  la  trouverai  par 
le  triangle  des  rapports  formé  (ur  ces  quotients: 

De  même  je  peux  comparer  les  féconds  termes  des 
fériés  des  racines ,  &  trouver  par  ladivifion  les  quotients. 

Pour  tI,  i'*.  fcrie  fécond  terme. 
Divifeùr.     j  Dividende,     c     £luotient. 
ir       \     77:00        \       64166  - 

4 . .. 
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.   .    71  ou  ^41^7 

y:  o 

•     •    •   i}i     S 

%:  o 

•        •       •       •  I        2r 

8:  o 


«       • 


•      7    * 

S  :o 

pour  1^  =  T  j  fécond  terme  de  la  féconde  fèric. 
Divifeur.     f  Dividende.  J  ^jtttient. 


•        «      • 


•       •       • 


41  OU  64Z.86 

3  •  ^ 


^     8 


•    •    • 


•    •    •    • 


I  4 

6  :  o 


4  :  o 

y  -*- 3    y 

y  :  o 
pour  fj,  fécond  terme  de  la  3c,  g^  ^e,  férié. 

Divifeur.    j  Dividende,  j    .^otient. 
13        L      85-00       L     ^38^3-*- 


•    • 


78  ou  ^58j4 

y:o 
3    ...  3    9 

I    1:0 
8    .    .     X  o    4 

^:o 

y  •  '  •  '    ^  y 

4" —  .  ^  .  .    y  A 

Ponc  le  rapport  de  yf"^  qui  réfulte  des  quotiens  trou- 


pS  AkAXTSE    CEîïBl.Atl, 

vcz  pat  la  divïfion  du  fccoad  ccritic  des  quatre  iSrieseft, 
fçavoir ,  • 

de  la  i«.  fêric  entre  {  ^^J^^ 
de  la  lK  (crie  entre  /  ^^^^^ 

dela.3=.&4'.  ^"c  {  6385^ 

Or  par  le  triangle  des  rappoctsexpliqttet  cipaprésâanj 
la  Scûion  fuivanté ,  on  trouve  pour  le  rapport  de  Vi^ 


64031 
ou  6yo3» 

Or  de  640 ji  -f-     de     «4031 


ôcez      64166  -H     otez  64167 


différence^  1 3  y  diff.  —  1 3  j  trop  grande  de  i jj. 


de         64031  -f-     de     64031 
ôtcz      6418  j   -H     ôcez  64186 


diflFérence— zy4  diff.— 154  trop  grande  de  Xî4. 


de         64031   -H     de     64031 
ôtez      63853   -+-     ôcez  63854 


différence  -4-177  -t-  I77   =«"0?  petit  de  i77' 

Conclufion,  La  première  fcrie  approche  davafttagc , 
puifque  fon  excèy  ijy  eft  U  moindre  des  différences 
trouvées  ;  d'ailleurs  elle  eft  alternâcivement  par  excès 
&  par  défaut ,  ce  qui  eft  eflentiel  ;  je  la  cfeoifis  préfera- 
blement  à* toute  autre  pour  en  former  le  triangle  des  rap- 
ports comme  il  fuit ,  qui  donnera  la  férié  la  plus  conver- 
gente &  la  plus  parfaite.  •>/•'• 
Je  prends  le  quatrième  terme  de  oet«e  première  leric 

"8n—    ^  le  -c.  terme  ^'^^'^^^   je  fais  la  divifion  (cparc- 

1848  '  xzipii  , 

ment  dans  chacune  de  ces  fradions  du  numérateur  par 
leur  dénominateur  comme  fi  jd  voulois  les  réduire  à  raom- 


Livre    second.  ^07 

dres  termes ,  &:  trouver  leur  commune  mefure  en  divi- 
fant  d'abord  le  numérateur  par  le  dénominateur  ,  écri- 
vant ce  quotient  à  côté ,  &  le  premier  reûe  au-deflous. 

Puis  je  divife  le  numérateur  par  ce  premier  reftc  ; 
j'écris  le  quotient  à  côté ,  &  le  fécond  refte  au-defTous. 

Enfuite  je  divife  le  premier  refte  par  le  fécond  refte  ^ 
j'écris  le  quotient  à  côté  ^  &  le  troifiéme  refte  au-deffous. 

Je  çontipuc  cette  opération  jufqu'àce  que  je  trouve  un 
quotient  qui  foit  double  du  premier  quotient ,  car  pour 
lors  l'opération  eft  finie ,  &  j'ai  par  ce  moyen  la  période 
réglée  des  quotients  générateurs  pour  former  le  triangle 
des  rapports. 


Opération  fur  le  4^.  termél 


Divid.    1 1 8  3  3 


{ 


^uotitns, 
6 


Divifeur  1848 
ï"./r^^/.  11088  l  1 


Oférationfur  le  y^.  terme. 

{Retiens, 
6 

Divi/l      zi9tl 


l".  rejfe    745 
i^.prûd.  1490    i    t 


i^rejfe      358 

$\ produit  ji6   \   ii 



f.  rejte        2.9 

4^. produit  54$    I   1 

4^  refte       lo 
^^.  produit  zo 


i^Kprod.  13751^1  * 
i*^^  rejle    ^^40 
l^.prod,   18480  I   1 


z^.  refie  4441 

}^  prod.  888i  |  l^ 

l"".  refie        l^%  ^ 

4^  prod.  41^6  \  L 


4C.  rç/?^~i4y. 


p;9 


6\  refif 

Puifque  j'ai  le  quatrième  quotient  1 1  qui  eft  précifc-* 
ment  double  du  premier  quotient  6  l'opération  eft  finie,  8C 
f  ai  la  période  réglée  des  quotiens  générateurs  qui  revien- 
nent toujours  excepté  le  premieMI  car  c'eft  une  maxime 

///  ij 
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confiante  ,  que  lorfque  l'on  trouve  dans  la  divifion  un 
quotient  qui  eft  précifcment  le  double  du  premier  ^  fi  on 
ajoute  des  zéros  au  refle  y  &  qu'on  continue  la  divifion  y 
on  trouvera  toujours  la  mêm  j  période  des  mêmes  quo- 
tiens  qui  reviennent  continuellement  /cette  période  efl 
donc  compofée  de  quatre  termes  6.  ^•  i.  i  x.  dont  le 
premier  eÂ  hors  d'œuvre  &  ne  revient  jamais ,  &  les  trois 
autres  reviennent  continuellement,  &:  cette  période s'ex- 
prime  ainfi. 

6  II  !•  1.  Il  [|  z.  1.   Il  I  [  z.  Zr  iz  1 1  &c. 
c'efl  cette  période  réglée  des  quotients  qui  fcrvira  à  for- 
mer le  triangle  des  rapports  inverfe  comme  il  fuit ,  qui 
donnera  la  ferie  la  plus  parfaite. 

I$rmation  du  triangle  du  rapport  inverfe  pour  V^  47. 

Chaque  colonne  contient  plufieurs  cellules  ou  carreaux 
qui  ont  chacun  quatre  termes  ou  nombres. 

Le  premier  efl  toujours  l'unité ,  &  le  fécond  cfl  l'un 
des  nombres  générateurs  ou  des  quotients  de  la  pério<:^e, 
car  chaque  colonne  a  fon  nombre  générateur  particulier. 

La  première  colonne  a  le  premier  quotient  6 ,  qui  efl 
hors  d'oeuvre  &  qui  ne  revient  plus  le  premier  dans  au- 
cune autre  colonne. 

Chacun  des  trois  autres  quotients  donne  les  trois  nom- 
bres générateurs  des  trois  autres  colonnes ,  &  fe  met  en 
tête  après  l'unké  confiante  qui  commence  chaque  co- 
lonne. 

Les  trois  mêmes  nombres  générateuîrs  font. encore  dans 
le  même  ordre ,  les  féconds  nombres  particuliers  des  4^. 
j^.  &  6«.  colonne. 


LlTRl     SECOND. 

'riàngle  du  rapport  deV"^.  formé  fur  la  période  des  nombres 
générateurs  6  \\  i.  i.    it    \\  t.  i.   ii  ||    &c. 


\ 


3l. 


■■««■ 


I1X9ÎO 
-+-8zy8 

131168 


yio  Analyse    générale, 

La  formation  de  chaquis  colonne  fe  fait  alcernative- 
menc  par  multiplication  &  par  addition  dans  chaque 
terme ,  comme  il  efl:  expliqué  fort  en  détail  dans  la  Sec- 
tion fuivante ,  avec  cette  différence  qu*on  y  trouve  le 
triangle  dn  rapport  direâ ,  &  celui-ci  eft  inverfe  ;  cha- 
que colonne  donne  deux  nombres ,  un  eft  le  dénomina- 
teur y  Tautre  en  bas  eft  le  numérateur  de  la  fraûionoudu 
rapport  cherché. 

Voici  leur  férié. 

i^'.  Terme. 

—        Ce  premier  tfcrme  eft  hors  d'œuvrc  &  ne  r^ 
I 

vient  jamais  dans  la  Période  des  quotients. 


8itf 
y  1877 


3^ 

5    ' 
2049 


4 .  terme. 
197 

15414 


310    '      1969 
1511^8 


Io^  terme. 
i6%6.  893 


82y8    ' 

3384m 
518641 


10435    154. 
8396.  801 


078 

ii$S  terme. 
104146566 


'  131 1360  '  16164961. 
On  peut  enfuite  continuer  cette  (crie  à  Tinfini  par  les 
formules  fuivantes  dans  lefquelles  le  premier  terme  eft 
hors  d'œuvre  ,  c'eft-à-dire  ,  qu'il  n'entre  point  dam  la 
période  réglée  des  quotients  qui  revient  toujours  dans  la 
férié  continuée  à  l'infini. 


Lit  hk^    secoms. 

formule  four  U  Série  des  dénominateurs. 


•  •  •  I  ,  •  • 


b 
xa-i-  o 


d 
6x 


lie 


•■  • 


119 
xd 


•  • 


•  • 


•  • 


^xo 
xe-+-  d 


g 


h 


^s  -+-/|i^ 


••lo^Sy.. 


k 
254078 


1 
518641 


m 
1311360 


n 
15752.961 

12  m   -H  / 


FêrmuU  pour  la  Série  des  numérateurs. 


,  I . 


•  •  • 


A 

6  .. 

A 


E 

..Îx6 
xD 


6 
13 


•   • 


zA 


•  •  ■ 


...  31 
zB-hA 


D 


•  t  • 


397 
I  xC 


fi 


. . Z049 . . 
C|iE-hD 


. . .  15414 
IX  F  -+-  E 


I 


H 


. .  yzSyy.. 
zG-4-F 


I 

131168 
zH-4-G 


K 

ï6x6%9^ 
izi-l-H 


3.  384.  9V4 

zK-Hl    1 


M 
8.  $96.  801 
zL-*-K  1 


N 
zo.  178. 
|izM 


L 


J" 


^UL  Akalysecsnerase» 

Examen  de  U  différence  des  tfuarrez». 

Préfentemcnt  fi  j'examine  la  fcrie  des  défauts  &  des 
excès  dans  les  quarrez  des  termes  de- la  véritable  &  par- 
faite fcrie  formée  par  le  triangle  des  rapports  &  réfuU 
tante  des  autres  fériés  les  plus  approchantes ,  je  trouve  que 
CCS  diflFérences  tant  par  excès  que  par  défaut  font  des  pé- 
riodes réglées , —  y,  -+-  j,  — I  i|H-  y — -yH-  i> 
^ — y,  -H  y,  —  ill-^  y,  —  y,  -^i\\  >^&<^-  où 

chaque  terme  d'une  période  a  le  figne  contraire  à  (on  ter- 
me correfpondant  dans  la  période  fuiyantc  ,  &  comine 
ce  font  les  troit  mêmes  nombres  dans  chacune  des  pério* 
des^  ils  fe  trouvent  détruits  parles  frois  nombres  de  la 
période  fuivante  qui  font  égaux  avec  des  fignes  contraires. 

Racines.       ^udrrez,  du  numérateur. 

f....  36    =:  41  xr-^5=a4i  —  j î= } tf.  défaut  —  y. 
^ . . ,  I  ^9  z=  4 1  X  4  •+*  5  s=;  1 64*4-*  y  ,  cxcès>4^  y. 


~...  ][oi4==4ixzy  —  is=:ioiy  —  i.  défaut — i. 


• .  157^09=5  41  X  3  844 -H  y.     excès -f-  5. 
681176=41x16641  —  y.  défaut — j. 


Ï2JL 

tl<^  -  ' 

TÎ9  •  •  • 

•49  .-^o .      -      -.-.^^ 


j77  .•  •  4198401  =41  X  102400  •+•  I.  excès -H  i. 


^2^  • .  64^8713966=:  41  X  15751961  —  y.  dçfaut— y. 
£t  ainû  de  fuite  de  tous  les  autres  à  Tinfini^ 
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SECTION    CINQJJIE'ME. 

La  Science  univerfelle  des  Rapports. 


Difcours  Préliminaire  fur  U  nature  des  Rapports  ^ 
leur  étendue^  ft)  la  nécejjîté  de  connaître  tous 
les  Rapports. 

Toutes  les  vcritez  géomécriques  en  général ,  ne  font 
que  les  rapports  des  grandeurs  comparées  enfem* 
bic. 

L'Analyfe  qui  eft  la  fource  &:  le  fondement  des  Ma- 
thématiques ,  confîfte  uniquement  à  découvrir  des  gran- 
deurs inconnues  par  le  moyen  des  rapports  connus.  Cefl: 
là  où  fe  réduit  la  ré(blution  de  tous  les  Problêmes  des 
Mathématiques  pures,  &  des  fciences  Phifico-Mathéma- 
tiques  ;  il  eft  donc  important  de  connoître  parfaitement 
les  rapports  des  grandeurs ,  puifque  c'efl:  de  leur  connoif- 
fance  qu'on  doit  efperer  la  perfeâion  de  rAnalyfe  &  de 
soutes  les  Mathématiques. 

Cependant ,  je  ne  fçais  par  quelle  fatalité  ^  les  Géomè- 
tres ont  néglige  une  fcicnce  (i  néceflaire,  elle  fe  trouve 
très-bornée ,  on  ne  connoît  parfaitement  que  le  rapport 
d'égalité  qui  n'eft  pas  la  moitié  du  premier  genre  ,  mais 
feulement  une  partie  infiniment  petite  de  tous  les  rap- 
ports^ car  nous  verrons  dans  la  fuite  qu'il  y  a  une  infi- 
nité de  genres  entre  les  rapports,  une  infinité  d'e(péces 
fimples ,  une  infinité  d'efpéces  compolees ,  primitives ,  fie 
fubalternes  ou  dérivées ,  toutes  infinies ,  ic  dont  chaque 
rapport  en  particulier  eft  le  premier  terme  &  Toriginc 
d'une  (cric  infinie  d'individus ,  telle  eft  l'étendue  des  rap- 
ports d'inégalité ,  ils  s'étendent  de  toutes  parts  à  l'infini^ 
Analjfff»  m  mm 
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&  ils  font  entièrement  inconnus ,.  on  fçait  feulement  ea 
gros  &  confufèment  qu*il  y  a  une  infinité  de  rapports 
d'inégalité  plus  grande  ou  plus  petite  à  Tiinfini. 

N*y  a-t-il  pas  heu  de  s^tonner  que  les  Geonfietres  en 
foient  demeurez  là  ,  &  n'aient  pas  pouffé  plus  loin  leurs 
recherches  fur  une  matière  fi  vafte  &  fi  importante?  quelle 
utilité  ne  devoit-on  pas  efpérer  ?  à  en  juger  par  le  feul  rap- 
port  d'égalité  qui  eft  celui  qui  nous  foit  connu  ,  puit 
que  c*eft  la  fource  de  la  fciencc  des  proportions  &  géné- 
ralement de  toutes  les  vèritez  géométriques  qui  nous 
font  connues  ;  quel  fecours  ne  detoit-on  pas  attendre 
de  la  connoiffance  entière  &exaâ:edes  rapports  de-tous 
les  genres  &  de  toutes  les  efpéces  à  l'infini  ?  pour  la  per- 
feûion  del'Analyfe,  pour  les  lignes  courbes  &  pour  les 
iciences  Phiiico^Machèmatiques. 

Cette  confidération  m'a  porté  à  examiner  de  plus  près 
la  nature  des  rapports ,  j'ai  trouvé  cette  matière  encore 
neuve  ,  je  me  fuis  fait  une  route  (impie  natàrelle  &  fa- 
cile par  laquelle  je  conduirai  mon  leâeur ,  pour  lui  don- 
ner leplaifir  de  découvrir  avec  moi  tout  ce  qui  regarde 
une  matière  fi  vafte  &  fi  utile. 

Définition.  Le  rapport  des  deux  grandeurs  4  &  ^con- 
fifte  ou  dans  leur  égalité  ou  dans  leur  inégalité  ;  ou  dans 
leur  égalité  qui  fait  que  la  première  a  contient  la  fé- 
conde b  y  autant  de  fois  qu'elle  y  eft  contenue  ,  &  réci- 
proquement ,  ou  dans  l'inégalité  qui  fait  que  la  première 
M  eft  la  plus  grande  &  contient  la  moindre  b  un  certain 
nombre  de  fois  avec  un  refte  ou  fans  refte. 

Ainfi  le  rapport  de  deux  grandeurs  confiftr  ou  dans 
leur  égalité  ou  dans  leur  inégalité ,  c'eft  le  fondement 
de  toutes  les  comparaifons  qu'on  en  peut  faire ,  lafrac- 

tion^  &:  -  eft  la  plus  fimple  expreffion  du  rapport  de  ces 

deux  grandeurs  ;  or  une  fraûion  indique  uni  divifipn 
dont  le  Dividende  eft  le  premier  terme  ou  le  dénomi« 
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liatcur  ;  c*cft  donc  le  quatient  qui  rcfultc  de  cette  divi- 
fion  qui  caraâérife  le  rapport  ^  ainfi  fubfticuant  des  nom* 

bres  à  la  place  des  lettres  dans  ^  &  dans  -  y  le  quotient 

exprimera  en  nombres  ce  rapport. 

S^aic  I  =  T ,  i>  I  >  4  >  I  >  Sec.  dans  chaque  fraûion 

àe  cette  férié ,  en  nombres  j'ai  i  pour  qugtient ,  qui  cft 
la  marque  &  le  caraàére  du  rapport  le  plus  fimple  qui 
eft  celui  d'égalité ,  car  Tantécédent  contient  une  fois  fon 
çonféquent ,  &  réciproquement  le  confêquent  contient 
une  fois  fon  antécédent  y  c'efl:  le  plus  (impie  des  tous  les 
rapports ,  le  rapport  d'egalicé  qui  eft  feul  de  fon  genre 
&  de  fcs  efpéces ,  &  qui  n'a  fous  lui  que  des  individus. 
Mais  dans  cette  féconde  férié  de  rapports  ou  fradions', 

7>Tif>4iT>^>  ^^'  ^^"^  ^^^  rapports  font  fembla- 
bles ,  puifque  chaque  antécéHent  contient  deux  fois  fon 
cpnféquent ,  &  chaque  quotient  qui  réfulte  de  la  divi« 
(ion  eft  z  ,  ce  qui  montre  que  tous  ces  rapports  font 
égaux  &  font  très-fimples  ,  puifqu'ils  n'ont  qu'un  feul 
quotient  qui  eft  le  moindre  qui  foit  poffible  dans  les  rap- 
ports d'inégalité. 

Cette  féconde  férié  ne  contient  qu'un  feul  &  unique 
rapport,  qui  eft  le  plus  (impie  rapport  d'inégalité  7, qui 
cft  l'origine  de  cette  férié  ,  le  refte  de  la  férié  font 
des  individus  du  même  rapport  qui  eft  le  plus  fimplc 
rapport  d'inégalité  ,  qui  fait  le  premier  degré  ou  genre 
du  rapport  d'inégalité  j  les  rapports  plus  compofcz  font 
les  degrezfupérieurs. 

La  troificme  férié  des  rapports  fuivans,  {,  |,  f ,  —^  tt,&c. 
contient  les  individus  du  premier  i  qui  eft  l'origine  de 
|a  férié,  chaque  antécédent  contient  une  fois  fon  con- 
fcquent  avec  un  refte ,  &  le  conféquent  contient  deux 
fois  ce  refte  ^  ce  qui  donne  deux  quotients,  i  &  2. 


Jl€  A  K  ALT  SB     GEIYEHALE^ 

Dividende  3 

Vivifeur      1 
Rejte  I 

Voilà  déjà  deux  quotients  qui  marquent  le  fécond  de^ 
gré  ou  fécond  genre  des  rapports  d'inégJ^itê  ,  mais  le 
plus  fîmple  de  fon  genre  ,  puifque  les  quotients  i.  &:  ii 
font  les  plus  fimples  ^  car  le  quotient  i  efl:  fi  fimple  qu'il 
fe  trouve  même  dans  le  rapport  d'égalité  qui  eft  le  plus 
fimple  de  tous  y  &:  le  quotient  i  e^  le  plus  fimple  qui 
|)ui(re  fe  trouver  dans  le  rappoK  d'inégalité. 
.  Mais  comme  ces  deux  quotients  peuvent  varier  par 
la  fuite  des  nombres  naturels,  ils  donneront  des  rapports 
difFérens  en  ce  cas  :  mais  d'ailleurs  on  peut  conferver 
ces  deux  quotients  conflans  &  invariables  ^  &  fubftituer 
en  la  place  de  \  tous  les  multiples  | ,  |  >  &c.  qui  font  des 
individus  :  de  même  audi  dans  chaque  variation  de  l'un 
des  quotients,  on  aura  une  férié  infinie  de  raports:  dans 
la  variation  de  l'autre  quotient  on  aura  encore  une  autre 
férié  infinie  diiFérente  :  en  faifant  varier  le  refte  ou  fa 
commune  mefure  on  aura  aufli  une  autre  (erie  infinie; 
de  même  fi  on  fait  varier  deux  quotients ,  on  aura  en- 
core une  (erie  infinie  de  rappors;  fi  Ton  fait  varier  l'un 
des  quotients  d'abord  avec  la  commune  mefure  &  enfuite 
l'autre  quotient^  puis  tous  les  trois  enfêmble^  dans  tous 
ces  cas  on  aura  autant  de  fériés  infinies  de  rapports  tous 
difFérens ,  &  chaque  terme  de  l'une  de  ces  fériés  pourra 
être  pris  pour  l'origine  &  le  premier  terme  d*une  férié 
infime  de  rapports  femblables^  que  je  nomme  des  indivi- 
dus. 

Pour  traiter  cette  matière  fi  «tendue  avec  ordre ,  & 
d'une  manière  claire  qui  porte  la  lumière  dans  cevalte 
païs  de  l'infini ,  j'établis  entre  les  rapports  difFérens  dei> 
grer  ou  genres  à  l'infini  ^  je  divife  chaque  genre  en  fcs 
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efpéces  primitives ,  fott  Amples ,  foie  composées ,  chaque 
cfpcce  primitive  a  Tes  efpécts  fubalternes  ou  dérivées , 
'&  chaque  rapport  en  particulier  eft  Torigine  &  le  pre- 
mier terme  d'une  férié  infinie  d'individus  ;  )e  diftingue 
cela  fans  peine  &  fans  fatiguer  la  mémoire  du  leâeur  ^ 
c^eft  par  le  nombre  &:  la  qualité  des  quotients  &  de  la  corn- 
jxiune  mefure  que  Ton  trouvera  par  la  divifion  que  nom 
allons  expliquer  dans  le  Problême  qui  fuit. 

LEMMEET    PROBLEME 

i^'.  &  fondamental. 

Trouver  la  cêmmune  mefare  de  deux  nombres ,  ou  Méthode 
nouvelle  four  faire  la  divifion  propre  pour  connoitre 
les  rapports  des  grandeurs  exprimées  en  nombres. 

Nous  expliquerons  dans  la  fuite  la  Méthode  d'expri- 
mer les  rapports  géométriques  par  les  nombres  ^  qui  eÛ: 
la  feule  expreffion  claire  &  fenûble. 

Soit  un  rapport  exprimé  par  la  fraâion  ^  ==  -j  ^ 

Opération. 


l^^  Dividende.  A  ==39 

l".  Divifeur       B  ==z%^. 
^fécond  Dividende. 


l".  Refte.  M 


ly 


%K  Divifeur  &  J^.  Divid. 


%K  Refle.  N 

3*.  Divifeur^  &  â^.  Divid. 

3«.  Refte.  O 


4^.  Divifeur  y  &  ^"^^  Divid. 

4^  Refte.  P  =  3 

ér  commune  mefure. 


I  ==  C.  premier  ^otient, 


Y>.  fécond  ^otient. 


E.  troifiéme  ^0 tient. 


I  ==  F.  quatrième  Quotient. 


1  ==  G.  j^.  &  dernier  ,^ot. 


/ 


•-»  • 


mmmtt) 


Bxflieâtian.  J'écris  le  phis  grand  nombre  A  nfe)  9  potft 
premier  dividemie ,  &  ao-dcflbus  le  plus  petit  du  rap* 
•porc  propofé  B  s=a  14  pour  le  premier  divifeur  ;  )'ôoe  le 
divifeur  du  dividende  5  9  autant  fois  qu'il  eft  poflible,  id 
il  y  eft  une  fois ,  j'ôtc  donc  une^fois  t4de  59 ,  le  premier 
^àe  eft  M  s=s  I  y  que  j'écris  au-deftbus  pour  fécond  divi- 
ieur,  j'écris  auffi  à  côté  le  premier  quotient  i  ==  C.  Voilà 
la  première  opération  finie. 

}'ai  Bas  14  pour  fécond  dividende ^  &  Mts  ly  pour 
fécond  divifeur  ;  f  ôte  M=rjde  8  =  14,  autant  de  fois 
qu'il  eft  poflible ,  c'eft-à-dire  une  fois  qui  donne  i  =:  D 
pour  fécond  quotient  j  or  ^4 —  i  j  b=s  9 ,  j'écris  le  fécond 
refte  N  =9  9  au-dcffous  pour  troifîéme  divifeur  ;  voilà  la 
féconde  opération  finie. 

}'ai  pour  la  troifiéme  opération  M  =3  i  y  pour  troifîéme 
Dividende,  &:  N  r=3  9  pour  troificme  divifeur^  dont  le 
Quotient  eft  E  =  1  ,  &  le  refte  O  «=  tf. 

Pour  la  quatrième  opération ,  j'ai  N  =  9 ,  quatrième 
dividende,  '&  O  =:  ^,  quatrième  divifeur  ,  qui  donne 
pour  quotient  i  =«  F ,  &:  pour  quatrième  refte  P  =:  3. 

Pour  la  cinquième  opération  j'ai  O  =  6  ^  binquiéme 
dividende  ^  &  P  &=?  5  ,  cinquième  divifeur ,  qui  donne 
pour  cinquième  quotient  1 1=:  G ,  qui  étant  exaû  ne  donne 
aucun  refte,  partant  c'^ftle  dernier  quotient,  &  P  i=  3 
jfift  la  commune  meflire  des  deux  jidmbr es  donnez  du  rap- 
port propofé  j^. 

Remarane.  i.  Lorfqu'un  divifeur  donne  un  quotient 
exaÛ  U  (ans  refte ,  ce  divifeur  eft  la  commune  mefure  des 
•deux  nombres  propofez ,  parce  qu'il  fe  mefure  lui-même 
-par  l'unité. 

1.  Si  dans  l'opèpation  un  divifeur  rft^o  fois,  50  fols, 
j  y  fois  ^  ou  100  fois,  150  fois  ,155  fois  dans  le  dividen- 
de ,  ou  même  davantage  ,  le  quotient  eft  exprimé  par 
deux  ou  trois  chifres  ou  même  par  un  plus  grand  nombre, 
&  n'eft  pas  moins  un  feul  quotient  %  alors  pour  ôter  plus 


«ommodçmont  du  di?ideode  le  produk  du  âivi&m  par  ce 
quotient ,  j'écris  à  part  ou  fous  le  divifeur  ce  produit  pour 
ne  le  pas  confoacke  avec  lerefte  do&fié  par  cette  opéra- 
tion. 

* 

Coro  tUire  fremicr ,  général  ^fondamentaL 

Il  fuit  de  la  divifion  précédente,  ;dans  le  rapport  den« 
ne  j^  ,  i^.  que  3  eft  la  commune  mcfure  de  ces  deux, 
nombres ,  laquelle  marque  par  Tes  trois  unirez  que  ce  rap«« 
port  eft  le  troifiéme  individu  de  fou  genre  tL  de  (es  ef-^ 
péces.  ♦       . 

z^.  Il  y  a  cinq  quotients  ,  dont  y  eft  Texpofant  qui 
marque  tout  enfemble  le  degré  &  le  genre  de  ce  rapport 
qui  font  toujours  les  mêmes.  Il  marque  auffi  le  nombrq 
des  diviflons  qu'il  faut  faire  pour  connoîcre  ce  rapport  ^ 
donc  chacune  donne  un  quotient. 

^?.  Le  cinquième  iL  dernier  quotient  1  marque  quei 
ç'eft  un  rapport  d'inégalité  ;  mais  le  plus  fimple  de  fon 
genre  ,  car  dans  le  rapport  d'égalité  le  dernier  quotienc 
eft  toujours  I ,  &:  dans  le  rapport  d'inégalité  y  le  dernier 
quotient  ne  peut  être  moindre  que  %  y  mais  il  peut  croître 
à  i'iniini. 

40,  Lesquatre  quotients  qui  précédent  le  dernier  font 
des  unitez,  ce  qui  marque  que  ce  rapport  eft  le  premier 
&  le  plus  (impie  de  fes  efpéces  :  mais  fa  commune  mefure 
3  marque  qu'il  eft  le  troifiéme  individu  de  fon  genre , 
Icpccmier  individu  eft  encore  plus  fimple  que  le  propoféj 
ce  qui  s'éclaircira  dans  la  fuite. 

Corollaire  fécond  y  général  é*  fondamental. 

Ce  Problêmç  montre  que  la  commune  mefure  des  deux 

nombres  ptopofez  avec  les  quotients  trouvez  par  la.diviy 

ijpft  ^font  les  fculs  Elémens  qui  entrent  dans  la  formation 

^ies  rapports. 
Ce  qui  m'engage  à  développer  les  proprictez  dccesEle-^ 


^  * 


mens  d*o&  dépend  coûte  la  théorie  des  rapp<nrts  »  comme 

il  fuie 

T  H  E'  O  R  F  M  E. 

^uels  fpnt  les  Elémens  des  Rapports  î  Leurs  propriétez  ? 

Ou  Théorie  générale  dis  Rapports. 

Les  Elémens  d'un  rapport  exprimé  par  deux  nombres 
quelconques  y  (ont  la  commune  mefure  de  ces  deux  nom- 
bres ,  &  les  quotients  que  l'on  trouve  en  divi(ant  le  plus 
grand  nombre  par  le  plus  petit ,  par  une  divifion  réitérée 
îuTqu'à  œ  qu'on  ne  trouve  plus  aucun  refte.  Comme  ces 
Elémens  (ont  les  feuls  qui  entrent  dans  la  formation  des 
rapports,  leur  variation  qui  eft  la  Teule  propriété  que  je 
con(idére  ici ,  eft  aufli  l'unique  fource  de  toutes  les  diver* 
fîtez  qui  peuvent  fe  rencontrer  entre  les  rapports. 

1*.  La  variation.dans  le  nombre  des  quotiens  eft  la  four** 
ce  ,de  la  plus  grande  diver(]té  qui  fe  trouve  entre  les  rap« 
ports ,  elle  me  fournit  la  première  idée  pour  diftinguer  les 
rapports  comme  les  pui(rances  par  différens  degrez  a 
rinfîni  que  je  nomme  aufli  les  genres  des  rapports ,  parce 
qu^ils  ont  différentes  efpéces  du  même  degré  ,  &  par 
confequent  du  même  genre.  Voilà  la  première  &  la  plus 
importante  diftindion  entre  les  rapports,  tirée  de  la  na- 
ture &  de  l'effence  des  nombres. 

z^.  La  variation  de  chacun  des  quotients  cau(e  une 
moindre  diverficé  entre  les  rapports ,  elle  fe  trouve  entre 
les  rapports  d'un  même  degré  ou  genre,  c'eft-adire  en- 
tre ceux  dont  on  trouve  la  commune  mefure  par  un  nom* 
bre  égal  de  divifions  qui  donnent  autant  de  quotients , 
comme  cette  variation  eft  moindre  que  la  précédente,  je 
m*en  fers  pour  diftinguer  les  efpéces  différentes  entre  les 
rapports  différens  d'un  même  genre. 

5c  nomme  e/péces  primitin/es  Jhuples  j  celles  qui  (ont 
formées  pour  la  variation  d'un  feul  quotient ,  &  dent 
la  (erie  infinie  contient  des  rapports  qui  croisent  en 

même 
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même  tems  au  dénominateur  Se  au  numérateur. 

Je  nomme  ejpéces primitives  comfofies  celles  qui  font 
formées  par  la  variation  ou  de  deux  quotiens ,  ou  de  trois 
quotiens  y  ou  d*un  plus  grand  nombre  qui  varient  en- 
fcmble ,  combinez  enfemble  ou  avec  la  commune  mefure , 
de  toutes  les  manières  poflîbles ,  &:  dont  la  férié  infinie 
contient  des  rapports  qui  croifTent  en  même  tems  au  dé- 
nominateur &  au  numérateur. 

Mais  je  nomme  efpécesfuhalternes  ou  dérivées  les  (eries 
infinies  des  rapports  qui  croiflent  feulement  au  numéra- 
teur ,  tandis  que  le  dénominateur  eft  conftant  &  invaria- 
ble y  qui  ell  toujours  le  même  que  celui  du  rapport  qui  efl: 
le  premier  &  l'origine  d'où  la  férié  eft  dérivée. 

3  ^.  Enfin  la  variation  de  la  commune  mefure  des  deux 
nombres  qui  expriment  un  rapport ,  eft  celle  qui  produit 
entre  les  rapports  la  moindre  diverfité  qui  foit  poffible, 
je  m'en  fers  pour  établir  la  diftinétion  des  individus  entre 
les  rapports.  "^ 

Voilà  le  fondement  des  diftinftions  que  j'établis  entre 
les  rapports  ,  genres ,  efpéces  y  individus ,  qui  fufHfenc 
pour  developer  tout  ce  qui  appartient  à  la  (cience  des 
rapports  ;  ces  diftindions  font  fimples  &  tirées  de  la  na- 
ture des  nombres;  pour  les  mettre  dans  leur  jour  ,il  faut 
entrer  dans  le  détail  &  former  les  fériés  de  ces  genres ,  de 
ces  efpéces ,  de  ces  individus  comme  il  fuit. 

Formation  de  U  férié  infinie   de  tous  les  genres  des 

Rapports  a  P infini. 


à  rinfini. 
Ixpofans.        l^^  1.  3.  4.  y.  6.    7.    8.    9  Io^  genre 

Le  premier  genre  eft  double  ,  il  contient  le  premier  &: 
le  plus  fimple  rapport  d'égalité  qui  eft  ■-,  avec  le  premier 
^  plus  fimple  rapport  d'inégalité  | ,  qui  font  tous  deux 

Anaiyfe.  nnn 
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du  premier  degré  &  du  premier  genre,  puifqu'ils  ne  peu- 
vent avoir  qu un  feul  quotient^  car  7  =  i ,  &  t  donne 
X  pour  quocienc. 

Le  premier  terme  de  la  (cric  cft  7 ,  rantccédcnt  &  le 
confcquent  font  égaux. 

Pour  le  fécond  terme  f  fon  antécédent  z  eft  égal  à  la 
fomme  de  lantécédent  &  duconféquent  du  premier  terme 
qui  le  précède  i  -4-  i  =^  2 ,  fon  confcqucnt  i  cft  égal  à 
l'antécédent  précédent. 

Pour  le  troifiémc  terme  i ,  (on  antécédent  3  eft  la  (bm- 
me  de  Tantécédent  &  du  conféquent  du  terme  qui  le  pré- 
cède immédiatement  1  -+-  i  ==  5. 

Son  conféquent  l  ,  eft  l'antécédent  du  terme  précédent. 

La  même  analogie  règne  dans  toute  la  férié  que  Ton 
peut  continuer  indéfiniment,  chaque  rapport  a  pour  nu- 
mérateur la  fomme  du  numérateur  &c  du  dénominatear 
précédent ,  mais  le  dénominateur  eft  toujours  le  numé* 
teur  précédent. 

DêmonJlraÈion  de  la  fer  if  des  genres  des  Rappots. 

Pour  démontrer  i/r/^r/  que  cette  féric  comprend  les 
rapports  les  plus  fimples  de  tous  les  genres  à  Tinfini ,  il 
fuifit  de  démontrer  qu'un  rapport  quelconque ,  par  exem- 
ple, celui  du  cinquième  genre  ^^  eft  le  rapport  le  plus 
iîmple  du  cinquième  genre  ,  or  cela  eft  évident  par  fa 
formation ,  puifqu'il  contient  tous  les  rapports  les  plus 
fimples  que  le  précèdent  &  qu*il  lesfurpafîe,  car  il  con- 
tient &:  furpafte  le  plus  fîmple  rapport  du  quatrième 
genre  | ,  &  en  rétrogradant  de  même  jufqu'à  l'origine , 
on  trouvera  qu'il  contient  &  furpaffe  le  rapport  du  troi- 
fième  genre  \ ,  celui  du  fécond  genre  \  ,  celui  du  pre* 
mier  genre  d'inégalité  j,&  enfin  qu'il  contient  &:  furpaffe 
I  qui  eft  le  rapport  d'égalité  ,  le  premier  &  le  plus  (im- 
pie de  tous  les  rapports. 

Comme  la  même  chofe  (e  trouve  dans  chacun  des  rap- 
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ports  de  cette  (crie ,  il  fuit  de- là  que  la  (erie  continuée 
à  l'infini  comprend  par  ordre  les  rapports  les  plus  fîmpîes 
de  tous  les  genres  à  Tinfini. 

On  démontrera  encore  lamcmechofe  ifqfieriori^zt 
la  divifîon ,  car  on  trouvera  que  chacun  des  rapports  pris 
à  dsfcrécion  dans  la  (erie ,  comme  ici  le  rapport  du  cin* 
quiéme  genre  il  contient  tous  les  rapports  les  plus  fim- 
ples  des  genres  précédens  dans  la  férié,  &  il  efl:  évident 
que  chacun  de  ces  rapports  eft  le  premier  &  le  plus  fim* 
pie  de  fon  genre ,  puifque  chaque  quotient  cft  Tunitc , 
excepté  le  dernier  quotient  i  qui  ne  peut  être  moindre 
dans  le  rapport  d'inégalité  ,  ce  qui  efl  de  l'efTence  du 
rapport  d'inégalité. 


1*'.  Dividende. 
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i"\  Divifeur 

dr  1^.  Bivividende. 
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1^^  Mefle.  1^.  Divifeur 
dr  l^  Dividende. 


x^.  Refle.  3C.  Divifeur 
C^  4^  Dividende. 
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I .  premier  .^otient. 
I.  jA.  Retient. 
I.  i^.  ^^uotient. 
I.  4«.  Quotient. 


mm 


z.  j^  ^mtient. 


3C.  Rejle.  ^.  Divifeur 

^  ^^.-  Dividende.  % 

dernier  Divifeur  i 

(è*  commune  mefure. 

Tormation  des  fériés  inf nies  des  efpéces  fmples  (^  frimi^ 

tives  des  rapports. 

Entre  les  rapports  d'un  incme  genre  ou  degré ,  par 
exemple,  dans  le  fécond  genre  ou  degré  qui  a  cinq  quo- 
tients ,  on  peut  former  une  férié  infinie  des  efpéces  Am- 
ples &  primitives  par  la  variation  d'un  feul  quotient,  en 
prenant  pour  origine  (tc  premier  terme  de  la  (crie  infi- 

nnn  ij 
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nie  le  premier  &  plus  (impie  rapport  de  ce  cinquième 
genre  ou  degré, 

Ainfi  je  prends  le  rapport  le  plus  fîmple  &  le  pre- 
mier du  cinquième  genre  ^ ,  j'en  cherche  les  quociencs 
par  la  divifion  expliquée  dans  le  premier  Problème ,  ic 
a  côté  de  cette  opération»  j'en  fais  une  toute  contraire 
en  multipliant  la  commune  mefure^  &c  remontant  de  bas 
en  haut  par  la  fuite  des  quotients ,  après  en  avoir  chan- 
gé un  feuJ  (  pourvu  que  ce  ne  foit  pas  le  premier  pour 
les  raifons  que  nous  verrons  )  dans  cet  exemple  j'ai  chan- 
gé le  dernier  i ,  &  j'ai  mis  en  fa  place  3  pour  premier 
multiplicateur. 


l^*v  Dividende.  1 3 

*l^^  Divi/eur.  dr 
2,<*.  Dividende.    8 
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I. 
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\^\Refi.%KDivif. 
&  ^^.  Divid.       j 

2^.  Aejt.  i^.Divif. 
d*  4^.  Divid.        3 

3  c.  Refie  4C.  Divif. 
&  ^*  Divid.        1 

^4^  Re/e  d^'.  Divi/. 
^  comm.  mtfure.  i 


1^.  £iuot. 
i. 

r. 
2.* 


J^  nombre  ^ 
amultip.  II 

4%  .nombre 
À  mnltip.  7 


Multiplication. 

j^  eu  dernier 
i8    iMuhiplicat. 

4"^.  Multiplie. 


3- 


Multiplie. 
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3^  nombre   \x^.  Multiplie, 
à  multip.    4 

z^.  té  ombre     1 
i  multip.    3   3 
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nombre 


à  multipl. 


Multiplie. 


& 


ou  com.  mef. 

Je  fuppofc  la  commune  mefure  toujours  conftantc 
I ,  je  la  multiplie  par  îe  dernier  quotient  3  mis  à  la 


place  de  %  pour  fervir  de  premier  multiplicateur,  lepro 
duit  eft  3  ,  que  j'écris  à  gauche  pour  le  fécond  nombre 
à.  multiplier. 

Le  a^.  multiplicateur  au  deflus  eft  I,. or  1x3  -+•  1=4 
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quefccris  au  dcflus  pour  troifîcrnc  nombre  à  multiplier. 

Le  3^.  multiplicateur  eft  i,  &  le  troifiéme  nombre  à 
multiplier  4,  or  i  x  4  =  4 ,  auquel  j'ajoure  le  nombre 
trouvé  au  deflbus  5,4-1-3  ==  7  ,  j'écris  7  pour  4% 
nombre  à  multiplier. 

Le  4C.  multiplicateur  eft  i ,  &  le  4^.  nombre  à  multi- 
plier 7,1x7  ==  7 ,  j'ajoute  4 ,  nombre  trouvé  au  deflbus 
7  -4-  4  ==  1 1  ,  que  j'écris  pour  cinquième  nombre  à 
multiplier. 

Enfin  le  y^.  multiplicateur  eft  i  ,  &  le  yc.  nombre  à 
multiplier  1 1 ,  or  i  x  11  ==  1 1 ,  j'ajoute  7,  nombre  trou^ 
vé  au  deflbus  i  r  HF-'7  ==5 18 ,  nombre  défiré ,  qui  finie 
l'opération. 

Si  le  cinquième  quotient  i  croît  ainfî  continuellement 
de  Tunité  &:  que  l'on  fubftituë  fa  valeur  en  fa  place  pour 
avoir  les  premiers  multiplicateurs  pour  réitérer  la  fe* 
conde  opération  qui  précède ,  on  trouvera  les  termes  de 
la  férié  infinie  de  la  cinquième  efpéce  fîmple  &  primi- 
tive du  cinquième  genre  des  rapports ,  (  je  dis  la  cin- 
quième efpéce ,  parce  qu*elle  vient  de  la  variation  du 
cinquième  quorient  )  comme  il  fuit. 

àerie  —  ,Tr>  tT'TT^  ir>  77,  i7>  «^c.  a  1  innm. 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  croiflentde  3,  c'eft' 
la  valeur  du  premier  multiplicateur  conftante. 

Les  numérateurs  croiflent  de  y  ,  &  c'eft  l'expcfautda 
genre  de  cette  férié  ,  &  du  rang  qu'occupe  parmi  les 
quotients ,  le  cinquième  quotient  dont  la  feule  variation 
produit  cette  férié. 

Ce  qui  fournit  un  moyen  facile  de  la  continuer  indé- 
finiment par  addition  continuelle  de  3  au  dénomina- 
teur précédent  pour  avoir  le  (liivant ,  &c  par  addition^ 
de  y  au  numérateur  pour  avoir  le  fuivanr. 

COROLLAIRE   L 

On  formera  de  même  une  férié  infinie  d'efpéces  fîm- 

nnu  iij 
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pies  &  primitives  par  k  variation  feule  da  quatrième 
quotient  qui  eft  ici  le  pénultième ,  dont  le  plus  (impie 
rapport  du  cinquième  genre  efl:  encore  l'origine  &  le 
premier  terme. 
bcrie-j-,7r,77,  77,  rî,inr,  îT>  ^c.  a  imnni. 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  &  les  numérateurs 
croiflent  en  même  tems^cequi  eft  de  Teflence  des  es- 
pèces primitives. 

Les  dénominateurs  croiflcnt  de  4 ,  c*cft  l'expofant  du 
rang  de  ce  quatrième  quotient  dont  la  variation  feule 
produit  cette  férié. 

Les  numérateurs  croifleat  de  tf  =  y  -f-  i,  ou  4  •+- 1, 


COROLLAIRE    IL 

On  formera  aufli  par  une  femblable  opération  une  fé- 
rié infinie  d'efpéces  amples  &  primitives  par  la  variation 
feule  du  troifiéme  quotient  qui  eft  Tantèpénultième  dans 
cet  exemple  ^  en  le  fuppofant  ou  le  faifant  fuceflive» 
ment  égal  à  i.  x.  5.  4.  &:c.  à  l'infini ,  le  premier  &  le 
plus  fimple  rapport  du  cinquième  genre  ^'  eft  encore 
l'origine  &  le  premier  terme  de  cette  férié. 

Cirîi»'*'     lî    IL     LL     11     ^^     ±L     fLrr    à  V infini 

oerie  -^^  ~  »  tï  >  77  >  7^  >  17  >  lî  >  û^c.  ai  mnni. 

Dans  laquelle  les  dénominateurs  croifTent  de  3,  qui  eft 
Texpofant  du  rang  du  troifiéme  quotient  dont  la  varia- 
tion donne  cette  férié. 

Les  numérateurs  croiffent  de  6 ,  c'eft  le  double  de  5, 
expofant  du  rang  du  quotient  générateur  pris  en  remon- 
tant ,  ou  bien  6  eft  triple  de  i ,  expofant  du  rang  da 
quotient  générateur  en  defcendant. 

COROLLAIRE    IIL 

La  feule  variation  du  quatrième  quotient  en  remon- 
rant  de  bas  en  haut ,  donne  la  férié  des  efpèces  fimples 
èc  primitives  qui  fuit. 

5crie  Y>  TT>T8  j  rr>  st>  î7>  itj  ît>  »c.  a  iinaoï. 
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Dans  laquelle  les  dénominateurs  A:  les  numérateurs 
croiflent  conftamment  de  y. 

COROLLAIRE    IV. 

On  ne  peut  pas  former  une  fèrie  infinie  d'e^éces  fint- 
pies  ^primitives  par  la  variation  feule  du  i«^  quotient^car 
alors  le  dipnominateur  dcmeureroit  le  même  8  confiant^ 
ce  qui  eft  de  Teffence  des  efpéces  fubalternes  ou  déri- 
vées ,  comme  nous  le  verrons  ,  en  quoi  elles  différent  des 
efpéces  primitives ,  dont  Teffence  confifte  à  varier  en 
même  tems  tant  au  dénominateur  qu'au  numérateur. 

Cependant  Ci  on  veut  faire  varier  le  premier  quotient 
de  manière  qu'il  donne  une  férié  dont  le  dénominateur 
&  le  numérateur  varient  en  même  tems  i  ce  qui  eft  de 
TefTence  des  efpéces  primitives  ,  il  faut  en  ce  cas  faire 
varier  ce  premier  quotient  conjointement  avec  la  com- 
mune mefure ,  ou  avec  quelqu'autre  quotient  ,  mais  la 
férié  qui  en  réfulte  contient  non  pas  des  efpéces  fîmples 
&:  primitives  des  rapports  ,  mais  feulement  des  efpéces 
primitives  &  compolées  comme  il  fuit. 

Formation  des  fériés  des  e/péees  eomfofées  &  primitives 

des  Rapports. 

Les  efpéces  compofées  &  primitives  ,  font  celles  qui 
fe  trouvent  dans  une  férié  infinie  de  rapports  qui  croiffent 
en  même  tems  tant  au  dénominateur  qu'au  numérateur, 
ce  qui  fait  l'effence  de  Tefpéce  primitive  ,  &  qui  font 
formez  par  la  variation  des  deux  quotients  enfemble  , 
ou  de  plufieurs  quotients  en  quelque  nombre-^ol^j^  foie 
combinez  entre  eux  ,  ou  avec  la  commune  nMBK  va- 
riable déroutes  les  manières  poffibles.  W^' 

Entre  les  efpéces  compofées ,  il  y  en  a  de  pins  com- 
pofées les  unes  que  les  autres  y  par  la  variation  des  deux 
quotients  elles  font  moins  compofées  que  par  la  varia- 
tion de  crois  y  de  quatre^  de  cinq>  de  fix ,.  &c  de  tout  autre 
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nombre  de  quotients  à  l'infini  ;  à  mefure  que  le  genre 
du  rapport  efl:  plus  élevé  ^  il  y  a  un  plus  grand  xiotn- 
bre  de  quotients  qu'on  peut  combiner  &  faire  varier  en- 
fèmble. 

La  férié  la  plus  compofée  des  rapports  du  cinquième 
genre  ou  degré  eft  celle  qui  fuit. 
Série  ^\  itï ,  ^\  'AU  ,  ^^'.  &c.  à  l'infini. 


£lle  (e  forme  par  la  variation.de  tous  les  cinq  quo- 
tients &  de  la  commune  mefure ,  comme  on  le  voit  dans 
les  opérations  fuivantes. 

Primitif. 


13 

I 

198 

8 

I 

8x 

% 

I 

34 

3 

I 

14 

^ 

%■ 

6 

I 

X 

1407 1J_ 

3 


3 


416 
39 


3^ 

4 


i88y 
44y 


4 
4 
4 
4 
y 


S016 
966 
lié 

3^ 


l 
6 


Comme  la  commune  mefure  croît  avec  les  cinq  quo< 
fiencs ,  la  variacion  de  ces  fix  nombres  font  croître  les 
dénominateurs  &  les  numérateurs  tout  en(emble  le  plus 
<|u*il  efl:  poffible  dans  le  cinquième  genre  ou  degré. 

COROLLAIRE.    V. 

On  peut  par  des  opérations  femblables  &  reitérées 
trouver  des  (cries  d'efpéees  de  rapports  compofées  & 
primitives  par  la  variation  de  deux  quotients  quelcon- 
ques ,  ou  de  trois ,  ou  de  quatre  ,  ou  de  cinq  quotient^ 
ou  par  la  variation  de  la  commune  mefiure  conjointe* 
ment  avec  un  ou  plufieurs  quotients ,  c'eft  ainfî  qu'on  a 
CEOUvé  les  fériés  fuivantes. 

Série  formée  par  la  variation  des  trois  premiers  quo 

tienCS     il    û£    Ul     Ul     iU     Zli .  Xrr    à  VinUni 


Sçric 
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Série  formée  par  la  variation  des  trois  derniers  quo- 

tients  ,  — ,  rr^,  "H" ,  n7  >  -TTi  >  ir»  >  o^c.  a  1  infani. 

Série  formée  par  la  variation  du  fécond ,  du  troifiéme 
&  4^  quotients  ^  ,  If ,  |l. ,  ifl ,  Ui ,  lll ,  &c.  à  l'infini. 

Formation  des  fériés  des  efpéces  fubalfernes  oti  dérivées 

des  Rapports. 

Dans  les  fériés  fubalternes  ou  dérivées  ,  le  dénomi*^ 
nateur  eft. toujours  confiant  &  le  même  que  celui  du 
premier  terme  de  la  férié  qui  en  eft  l'origine ,  &  le  nu- 
mérateur feul  eft  variable  &:  croît  continuellement ,  Voi- 
là Teflcnce  des  fériés  fubalternes,  entre  lefquelles  il  y  en 
a  qui  font  dérivées  des  cfpéces  fîmples  primitives ,  &  les 
autres  font  dérivées  des  cfpéces  corapofées  primitives. 

Les  fériés  fubalternes  ou  dérivées  fc  forment  par  la 
variation  du  feul  premier  quotient  du  premier  terme  do 
la  férié,  ce  qui  augmente  le  feul  numérateur;  ou  ce  qui 
revient  au  même  pour  former  les  fériés  fubalternes,foit 
un  rapport  ou  terme  quelconque  d'une  férié  infinie  d'ef- 
péces  primitives  pris  pour  premier  terme  ou  origine  de 
la  férié  défirée  ^  on  aura  les  numérateurs  fuivans  en  ajou- 
tant au  premier  numérateur  fon  dénominateur ,  &  con- 
tinuant de  même  par  Taddicion  du  premier  dénomina- 
teur à  chaque  numérateur  trouvé  pour  avoir  le  fuivant, 
on  trouvera  de  la  forte  tous  les  numérateurs ,  fous  lef- 
quels  on  écrira  le  premier  dénominateur  qui  eft  le  dé' 
nominateur  commun  &  conftant  .de  tous  les  termes  de 
la  férié.  Exemple  ,  foit  le  plus  fimple  rapport  du  cin- 
quième degré ,  &  le  plus  fimple  d'une  cfpéce  primitive  , 

&c.  à  l'infini ,  ce  qui  donne  la  férié  dérivée  ou  fubal- 

«-/>t-n#»      ii-      *^        *'        '^      +^       ^'        ^'        A/r     \  l'Infini 

terne  ,  —  j  —  ,— ,  T">T"'T>T">  ^^*  ^  ^  mnni. 

Les  dénominateurs  font  les  mêmes ,  c'eft  celui  du  pre- 
mier terme  de  la  férié. 

Analyfe.  000 
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Les  numérateurs  croifTent  conftammenc  de  S  qui  eftle 
premier  dénominateur  du  premier  terme  qui  eft  l'ori- 
gine de  la  (erie. 

Formation  des  Séries  infinies  des  individus  des  rapports. 

Chaque  rapport  particulier ,  ou  chacun  des  termes  pris 
dans  une  (erie  de  rapports  ,  foit  dans  la  férié  des  genres , 
foit  dans  les  fériés  .^es  efpéces  primitives  (impies  ,  foit 
dans  les  (erics  des  efpéces  primitives  composées  ,  foit 
enfin  dans  les  (cries  des  efpéces  fubalterneyou  dérivées  ^ 
ce  rapport  quelconque  pris  dans  Tune  de  ces  (cries  à  vo- 
lonté ,  peut  fervit  de  premier  terme  &  d'origine  à  une 
(crie  infinie  d'individus  de  rapports;  ce  qui  donne  une 
infinité  de  fériés  infinies  d'individus  de  rapports^  dont 
les  fériés  fe  forment  de  la  manière  qui  fuit. 

Pour  former  une  férié  d'individus  de  rapports  fur  un 
rapport  donné  quelconque;  par  exemple,  loit  le  premier 
&  plus  fimple  rapport  du  cinquième  degré  ou  genre  ^^ , 
je  multiplie  (cparément  le  numérateur  &  le  dénomina- 
teur par  1 ,  2 ,  3  >  4 ,  &c.  qui  eft  la  fuite  naturelle  àcs  nom- 
bres pour  avoir  les  multiples  de  ce  numérateur  &  de  ce 
dénominateur  qui  font  les  termes  de  la  férié. 
Bxpofans.  i^.  ^^.  f.  4^  y^.  «S  &c. 
S'rie.  IL,  if, li,,ii., IL,  If.  &c.àrinfini_ 

Il  eft  facile  de  former  de  la  même  manière  les  férics 
des  individus  de  tout  autre  rapport. 

COROLLAIRE   GE'NE'RAL. 

Cela  fufïit  pour  donner  une  idée  de  l'étendue  de  la 
fcience  des  rapports ,  &:  pour  former  les  fériés  des  rap- 
ports dont  on  peut  avoir  befoin  ;  il  eft  bon  de  s'exercer 
fur  les  rapports  de  différens  genres ,  &  former  (bi-mcme 
les  fériés  des  efpéces  primitives  fîmples,  enfuitc  des  ef- 
péces primitives  compo(ees  ;  &  après  en  avoir  formé 
plu(ieurs  pour  les  mieux  po(rèder  ^  on  pa(rera  aux  (eries 
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des  individus*,  ccc  exercice  efl:  le  meilleur  moïen  pour 
apprendre  aux  commençans  la  théorie  des  rapports ,  & 
leur  donribr  la  facilité  de  les  trouver  dans  le  befoin. 

PRO  B  L  E'ME    IL 

Un  Rapport  étant  exprime  par  deux  nombres ,  le  réduire  i 
faplusfimple  expreffion  ,•  ou  deux  nombres  et  ans  donnez, 
qui  ne foient  pas  les  plus  petits  de^leur  rai  fin  ,•  trouver 
les  deux  plus  petits  nombres  quifiient  en  même  raifin. 

Soientlesdeux  nombres  donnez  1J91&68S,  ou^n* 
jo.  je  cherche  leur  commune  mefure  &  leurs  quotients 
par  la  diviGon  expliquée  dans  le  Problême  premier  com* 
me  il  fuit.. 


i*^.  colonne. 

l"^^.  Dividende  IJ91 

l".  Divifiur 

dr  2.^.  Dividende  688 

l^^  rejle  i^.  Divifiur 
&  ^^.  Dividende  1 1  j 

x^.refie  i^.Divifi  ^^ 
(j^  commune  mefiire. 


colonne. 
^uotiens 


3^.  colonne. 
Produits. 

iSxaH^c. 
37c=i6xi-Hy  = 


31+5 


î6 


cxb 
=  yx3 


I    4==^ 


I  l'unité  confiante. 


lo.  Je  me  fers  des  quotiens  contenus  dans  la  féconde 
colonne  pour  former  une  troifiéme  colonne  comme  il  fuit 
par  multiplication. 

J'écris  en  bas  l'unité  confiante  i.  dans  la  troifiéme  co- 
lonne qui  efl  celle  des  produits  à  droite  vis-à-vis  la  com- 
mune mefure  43. 

Enfuite  j'écris  y  au-deffus  de  i  dans  la  troifiéme  colon- 
ne vis-à-vis  de  y  ==r  de  la  féconde  colonne. 

Je  multiple  ce  y  par  le  quotient  qui  le  précède  dans  la 

000  ij     • 
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féconde  colonne  3  =  ^  ,  &  au  produit  f  ajoute  Tunitc 


confiante  qui  eft  au-deflous ,  j'ai  rx  ^  -4-  i ,  oi^y  x  3  -+- 1 
qui  donne  16  que  j'écris  vis-à-vis  du  pénultième  quotient 
3  ==^. 

Je  multiplie  ce  16.  par  4,  au  produit  j'ajoute  r,  c'eft 
16x4--*-^^=  16x2  -t-  5==:  37,  j'écris  le  produit  3  7 
vis-à-vis  1==  4. 

Ainfî  les  deux  nombres  cherchez  font  37  &  i^,  ou  if 
qui  font  les  plus  petits  qui  (oient  en  même  raifon  que  le 
rapport  propofé 


I  f  91 


68(1 


Demonfiration.  Je  dis  que  la  troificme  colonne  des  pro- 
duits contient  les  mêmes  nombres  que  la  première  colon- 
ne qui  contient  les  dividendes ,  avec  cette  différence,  que 
dans  la  troifiéme  colonne  ils  font  divifez  par  43  qui  eft 
la  commune  mcfure. 

Dans  la  troifiéme  colonne  Tunité  confiante,  repréfentc 
cette  commune  mefure  43  divifée  par  elle-même. 

Le  nombre  j  qui  eft  au-dcffus  dans  la  troifiéme  colon- 
ne égal  au  (quotient  j  qui  eft  à  côcé  ,  repréfcnte  le  pre- 
mier refte  ii  j  divifé  par  la  commune  mefure  43  ,  cardi- 
vifânt  il  y  par  43  le  quotient  eft  y. 

Le  troifiéme  produit  1 6 ,  qui  vient  de  r  x  ^  -+-  i  s=  5x3 
'•+-  I  ==  I  y  -f-  I  ==  \6  repréfente  le  fécond  quotient 
3  ==^ ,  multiplié  par  le  troifiéme  quotient  y  augmenté 
de  l'unité,  &  cette  fomme  16  repréfcnte  le  premier  divi- 
fcur  ou  fécond  dividende  688  divifé  par  43  ,  puifque  fon 
quotient  eft  16. 

Enfin  le  dernier  produit  37  repréfente  le  premier  di- 
vidende iy9i  diviféparla  communeme(ùre43  ,  cariy^i 
divifé  par  43  donne  au  quorient  37. 

Donc  les  deux  nombres  du  rapport  ij-  font  les  plus  pe- 
tits nombres  qui  foient  en  même  raifon  que  le  rapport 
—l.  Donc  ce  rapport  eft  réduit  à  k%  moindres  termes  ^ 
ce  qu'il  falloir  trouver  &  démontrer. 
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Î55 


l''^  colonne. 
Dividendes. 


1^^.  Dividende. 


8.  ^6.16 


I  ^^  Divifeur  & 

x^.  Dividente 

Son  produit  y.  y 

À  oter  du  i  ^.  Divid.  7.  8  y .  8  y 


i.yy.  17 


I^^  Refie.  1^.  Divijèur 

^  3^  Dividende.         50.  3 1 

Son  produit  x  3 

i  ^/rr  ^/y  1^.  Divid.  i.  yo.  93 

2^,  yîç/?r.  3^  Divifeur 

(jt  4^  Dividende  6.  24 

«y^/;  produit  x  8 

4  ^/^r  ^/-«  3^.  Divid.      49,  52 


i^Vi 


3^.  iîç/?^.  4^.  Divifeur 

(jf*  commune  me  fur  e  39 

Son  produit  k  oter 

du  4^  Divid.  6.  14 


aj«  col. 
J^ot. 

y=4 


3 


^ 


8 


16 


Dernier  refte. 


00 


3^  colonne. 
Produits. 


11.  44* 
40JXJ  H 

h  I29w 

403 

-    1^ 

129 

=    i6x«  -t 

-  I. 

I^ 

ï  I  xi6* 

I. 

5  7- 

X 

17 

y 

7- 

8  5. 
X  S 

8y 

OfirAtions  /khfidiaires. 

S.  3^.  16     50.  31 
7.8^.  8y         xj      ■ 


50.  31      150P3 


I.  J7.17. 
6     Z4 


49.91 


yo.31  39 

49.  91     y.  i6 

J9      é.  14. 


.0  0  iij: 
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}'ai  formé  les  deux  premières  colonnes  par  la  divifîoti 
expliquée  dans  le  Problême  i .  qui  m'a  donné  les  quotiens 

5  ==  4,3  ==  h ,  %  zz=  r ,  1 6  =  d  (  que  je  diftingue  par 
des  lettres  pour  éviter  robfcurité  )  avec  la  commune  mc- 
furc  59. 

J'ai  formé  enfuite  la  troifiéme  colonne  qui  eft  celle 
des  produits  ,    comme  il  fuit. 

Le  i^^  termeeft  i ,  Tunité  confiante  premier  produit* 

Le  fécond  produit  i  ^  eft  le  fécond  quotient  1 6  ==s  d 
écrit  dans  la  féconde  colonne  vis- à  vis. 

Ce  produit   ï6  multiplié  par  le  quotient  précédent 
8  ==f  donne  i6xc^  ou  ,5x8  ==118  -+-  x  ==  iip 
troifiéme  produit  qui  eft  en  bas  vis-à-vis  8==5r. 

Multipliant  iipx  j  ==  h ,  au  produit  387  ,  ajoutant 
119  ,  produit  précédent  la  fomme  403  eft  le  quatrième 
produit  vis-à-vis  3:=^. 

Enfin  multipliant  403  kj  quotient  précédent  s==  4, 

6  au  produit  ici  y  ajoutant  le  produit  précédent  119, 
la  fomme  1144  eft  le  cinquième  produit  vis-à-vis  le  quo- 
tient y  ==  a. 

L'opération  eft  finie ,  &:  les  deux  derniers  produits  de 

la  troifiéme  colonne  *-iîl  font  les  deux  plus  petits  nom- 
bres  cherchez,  qui  expriment  en  moindres  termes  le  rap- 
port des  deux  nombres  propofèz  JLliii^, 

Démonfiration.  Dans  la  troifiéme  colonne  qui  eft  celle 
des  produits ,  en  bas  l'unité  vis-à-vis  la  commune  mefure 
39,  repréfente  39divifé  par  lui-même. 

Le  fécond  produit  \6  vis-à-vis  du  quotient  \6\ d^ 

repréfente  le  fécond  refte  delà  première  colonne  tf  14  di- 
vifé  par  la  commune  niefure  39  ,  car  par  hypothéfe& 
par  conftrudion  59  mefure  614.  par  16 ,  puifqutt  le  quo- 
tient 16  eft  celui  que  donne  la  divifion  de  éx4par  39. 

Le  troifiéme  produit  1 19  repréfente  le  premier  refte 
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de  la  première  colonne  divifé  par  la  commune  mefure 
39  ,  car  par  hypothcfe  &  par  conftruâion  le  premier 
reftc  5031,  contient  le  fécond  refte  61^  huit  fois  , 
plus  une  fois  39  ,  c*eft-à-dire  624x8  -H  39  =  yo.  31. 

ou  8x'Î6x7p  •+•  39  >  ou  TïslTjT'  H-  39  =  7xpx"j'^ 

De  même  le  quatrième  produit  403  ,  reprcfenté  le  pre- 
mier divifeur  i.  yy.  17,  divifc  par  la  commune  mefure 
39  ,  car  par  hypochcfc  &  par  conftruftion  i  yyiy  ,  con- 
tient trois  fois  le  premier  refte  5031  plus  une  fois  ^4, 
c'cft-à^dirc^i  5717  &=  ^Tîp  xTp  "^  î^xsp  =  JïjlTîTxJ^ 

=  403  X  3P  • 

Enfin  par  la  mêmeraifoh  dans  la  troifiéme  colonne  lo 
cinquième  produit  tr.  44.  reprèfcnte  le  premier  dividen- 
de S.  36.  16.  divifè  par  la  commune  mefure  ^9 ,  car  par 
hypothèfe  &  par  conftruftion  836.  16.  contient  Je  pre- 
mier divifeur  1 57.  17  cinq  fois ,  plus  une  fois  le  premier 
refte  J031,  G>ft-à-dire  que  8.  36.  ï6=  fx^o^  X39 
^^5031=5x3x8x16x39  =^ï^7^. 

Donc  le  rapport  ^^  exprime  dans  les  plus  petits  ter- 
mes poffibles  le  rapport  donné  ^^  ^^  ,  ce  qu'il  falloir 
trouver  &  démontrer. 

PROBLEME     III. 
Inverfe  du  précédent* 

Trouver  les  moindres  termes  d*uM  Rapport  donné yC^efi-à- dire 
d'un  rapport  dont  les  quotiens  font  donnez,  5  ou  trouver 
la  fuite  des  deux  plus  petits  nombres  quifoient  tels  ,  que 
divifant  le  plus  grand  des  deux  nombres  p^  le  plus  petit  y 
cf  le  plus  petit  nombre  par  le  premier  rtf  es  dr  continuant 
4  divifer  le  premier  refie  par  le  fécond  ^  (^  ainji  de  fuit  a 
jufquau  dernier  refte  qui  foit  un  divifeur  exaSt  y  les 
quo tiens  foient  ceux  du  Rapport  donné. 

Par  exemple.  Soit  donné  la  fuite  des  quotients  y .  3.  î.  16, 
qui  font  ceux  d'un  rapport  donné  du  quatrième  genre  ou; 
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degré ,  exprimer  ce  rapport  par  la  fuite  de  deux  nombres 
premiers  encr'eux, 

G'cll-à-dire,  on  demande  les  deux  plus  petits  nombres, 
qui  étant  divifez  continuellement  donnent  les  mêmes 
quotiens  &  dans  le  même  ordre  propo(c. 

Il  faut  que  ces  deux  nombres  cherchez  foient  tels  que 
le  plus  grand  divifé  par  le  plus  petit  donne  5  pour  pre- 
mier quotient  avec  un  premier  refte.  \ 

Qiie  ce  premier  refte  divifant  le  plus  petit  des  deux 
nombres ,  donne  3  ,  pour  quotient  avec  un  %^.  refte. 

Que  ce  fécond  refte  divifant  le  premier  refte  donne  8 
pour  quotient  avec  un  troifiéme  refte. 

Et  qu'enfin  ce  troifiéme  refte  divifant  le  fécond  refte, 
il  lemcfure  exactement  par  16  fans  aucun  refte. 

Régie.  J'écris  à  gauche  dans  une  colonne  tous  les  quo- 
tiens donnez  dans  le  même  ordre  qu'ils  font  propofcz. 

Je  forme  à  côté  vers  la  droite  une  féconde  colonne  des 
produits  par  la  multiplication  expliquée  dans  le  Problême 
précédent. 

J'écris  d'abord  i  en  bas  pour  premier  produit,  &  au- 
deiTus  le  deuxième  produit  1 6  vis*a-vis  le  dernier  quotient. 

Je  multiplie  ce  produit  1 6  par  8  pénultième  quotient , 
ce  qui  donne  ix8  y  j'ajoute  le  premier  produit  i ,  c'eft 
118  Hh-  I  ==  129  que  j'écris  pour  troifiéme  produit  vis- 
à-vis  8. 

Je  multiplie  le  troifiéme  produit  119  par  le  troifiéme 
quotient  3  ,  au  pjroduit  3  87  »  j'ajoute  le  fécond  produit  1 6 , 
j'ai  403  pour  quatrième  produit  que  j'écris  vis-à*vis  3. 

Enfin  je  multiplie  le  quatrième  produit  403  par  le  qua- 
trième quotient  5  ,  &  au  produit  201  y,  j'ajoute  le  troi- 
fiéme produit  129,  j'ai  2144  pour  cinquième  &  dernier 
produit  que  j'écris  vis-à-vis  de  y. 

Ce  qui  donne  le  rapport  ^~  qui  contient  les  deux 
nombres  cherchez  qui  ont  les  conditions  requifcs  par 
le  Problême. 


i'^ 


ï^^.  colon. 
Quotients 
donnez. 

x«*«.  colonne. 
Produits. 

y 

1 1 .  44.  dern.  prod. 

3 

4.03.  At^.froduit. 

8 

2.  29.  i"^. produit. 

16. 

\  6. 1^. produit. 
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Opération, 
itf   dernier  quotient 
X   8  pénultième  éfuot. 

I.  i8...  1*^^.  produit. 
I.  Punité  confiante. 


119...  i^^.fomme. 
X   3...  3C.  quotient. 


I.  f^.  produit. 


387...  x^.  produit. 
I  tf..  ^^r;r.  c^  4^.  ^«^/. 


403...  z^^.fomme. 
X    y...  i^^  quotient. 


20.  ly...  i^.  produit. 
1.29...  i^^.Jomme* 


II.  44...  3^  ^  dern.Jom. 

PROBLEME   IV.    FONDAMENTAL. 
Pour  la  conftruâion  du  triangle  des  Rapports. 

Trouver  U  fuite  de  tous  les  nombres  premiers  entr'eux  , 
^/^/  expriment  le  plus  exactement  quil  ejl  pojjible  le 
Rapport  de  deux  grandeurs  données. 

Il  y  a  deux  cas.  Puifque  ces  grandeurs  font  commen* 
furables  ou  incommenfurables. 

Premier  cas.  Si  les  grandeurs  font  commenfurables  , 
on  trouvera  facilement  deux  nombres  qui  reprcfenteront 
leur  rapport  ,  &  fi  les  nombres  donnez  ne  font  pas  le^ 
moindres  termes  de  leur  rapport,  on  les  réduira  à  moin- 
dres termes  par  le  Problème  prccédenr. 

Second  cas.  Si  ces  deux  grandeurs  étant  incommenfu- 
rables, font  exprimées  au(fi  exaûcment  qu'il  eft  poflible 
pat  deux  grands  nombres  qui  différent  de  moins  d'une 
unité,  Tun  par  excès ^  l'autre  par  défaut^  qui  ne  foienc 
Analyfe.  ppf 
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pas  des.  nombres  premiers  entr'eux ,  c'çft-à-dire  les  moin- 
dres termes  de  leur  rapport ,  on  les  réduira  à  moindres 
termes  qui  feront  en  même  raifon  par  le  Problème  pré* 
cèdent. 

Mais  û  les  nombres  qui  expriment  le  rapport  donné  (ont 
premiers  entr'eux,  ou  les*  plus  petits  nombres  de  leur 
raifon  ;  alors  pour  avoir  la  fuite  des  plus  petits  nombres 
qui  expriment  d*une  manière  approchée  le  plus  ejeaâe- 
ment  qu'il  eft  poffibie  le  même  rapport ,  ce  qui  eft  plus 
commode  dans  la  pratique.  Voici  la  Méthode  pour  trou* 
yer  la  fuite  de  tous  les  nombres  qui  expriment  le  plus 
exa£lement  qu'il  eft  pofFiblele  rapport  de  deux  grandeurs 
données  en  nombres  entiers* 

Exemfle.  Soit  donné  le  rapport     '     '    exprimé   par 

deux  nombres  qui  font  les  plus  fîmples  de  leur  raifon  , 
&  premiers  entr*eux  ,  qui  expriment  ce  rapport  le  plus 
exaûement  qu'il  eft  poffibie, 

1°.  Je  fais  fur  ces  deux  nombres  la  dlvifion  expliquée 
par  le  Problême  i^^  qui  me  donne  les  fept  quoriens  fui- 
vans  que  je  diftingue  par  des  lettres  pour  éviter  la  con- 
fufion. 

4,  b^  f,  d,  e^fyg: 

a,  5,  1,1,  1,18,  S.  Dans  cetordre,  ce  qui  me  donne 

deux  colonnes* 

La  première  colonne  contient  les  dividendes  ^  les  di- 
vifeurs  &;  les  reftes. 

La  féconde  colonne  contient  les  fept  quotients  n^b  yC ^ 
V,  ^  y  fyg  >  exprimez  en  chifres  &  en  lettres. 

Il  s'agit  de  former  d'autres  colonnes  que  je  nomme  les 
colonnes  des  produits (  fur  ces  deux  premières^  ainO  conf- 
truites  ^  )  ce  qui  fe  fait  de  la  manière  qui  fuit. 

La  troifîéme  colonne  vers  la  droite  fe  forme  de  cette 
fbrte^  J'écris  i  qui  eft  Tunitc  pour  premier  produit  vis* 
à- vis  le  dernier  quotient  8==^.  Je  forme  tous  les  pro- 
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duits  de  cette  troiûcjncxolonnc  enremontanc  ,.dc  la  ifna- 
niére  expliquée  dans  le  Problème  précédent ,  ce  qui  fc 
fait  en  multipliant  chacun  des  produits  trouvez  par  le 
quotient  de  la  féconde  colonne  qui  eft  du  rang  au-defTus , 
&  ajoutant  à  ce  produit  celui  qui  eft  au^-dellous  du  mul« 
tiplic  dans  la  troifiéme  colonne. 

Ceft-à-dirc ,  j'écris  dans  la  troifiéme  colonne  le  fécond 
produit  18  vis-à  vis  du  quotient  i8==/,  de  la  féconde 
colonne. 

Je  multiplie  ce  produit  28  par  le  quotient  du  rang  fu- 
périeur  i  ==  e.  Au  produit  .18  j'ajoute  le, premier  pro- 
duit I  de  la  troifiéme  colonne  ,  j'écris  la  fomme  29  dans 
la  troifiéme  colonne  pour  troifiéme  produit 

Je  multiplie  ce  troifiéme  produit  29  par  le  quotient 
précédent  de  la  {cconde  colonne  i  ==-d.  Et  au  produit 
29  j'ajoute  le  produit  précédent  28,  &  )'écris  la  fomnic 
57  dans  la  troifiéme  colonne  pour  quatrième  produit. 

Je  multipJiece  57  par  le  quotient  prccédeijt  i==3r  de 
la  féconde  colonne,  &Lau  produit  57,  j'ajoute  le  produit 
précédent  29  ,  &  j'écris  la  fomme  86  dans  la  troifiéme 
colonne  pour  cinquième  produit. 

Je  multiplie  ce  %6  par  le  quotient  précèdent  5:^^=3^  ; 
&  au  produit  450  j'ajoute  le  produit  précédent  57  ,  f£ 
j'écris  la  fiDmme  487  dans  la  troifiéme  colonne  pour  fixiè- 
me  produit. 

Enfin  je  multiplie  ce  487  par  lejquotient  précèdent  qui 
eft  le  premier  de  la  fçcondc  colonne  2  =  4;  &l  au  pro- 
duit 974  j'ajoute  le  produit  précèdent  487 ,  &  j'écris  la 
(bmme  10.  60  dans  la  troifiéme  colonne  pour  le  feptiémc 
&  dernier  produit. 

Je  conclus  de  la  formation  de  cette  troifiéme  colonnç, 

que  le  rapport  — —  contient  les  pluspetiçs  nombres  que 
expriment  le  plus  exaâ:emcnt  qu'il  eft  poffible  le  rapport 
donné  ?l-iZ. 
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Nous  verrons  cnfuite  la  formation  des  autres  coloones. 


Première  colonne. 
Contenant  les  Dividendes, 
les  Divi/eurs  c^  les  Refies. 

2^^. 
col. 

21=34 

jme. 

col. 
10.60 

4.87 

86 

^7 
%9 

z8 

4™. 
col. 
Prod. 

37 

17 

5 

1 

I 

• 

I 

col. 
Prod. 

24 

1 1 

2 
I 

I 

col. 
Prod* 

I 
I 

col. 
Prod. 

it 

col. 
Prod. 

2 
I 

f^.  Dividende.       8  y.  17 

i^'.  Divifeur 

&  x^.  Dividende    3  9*.  13 

7-* 

8=,^ 

y 

\^^.Refle.  i^.Divif.  6.  pi 
C^  j^.  Dividende     34.  5  y 

I 

x^.  Refte.  3C.  Divijcur 

&  ^^.  Dividende       4*  y  8 

3^  Rejie. /^.Divifeur 
C^  yc.  Dividende        2.3} 

■ 

4C.  Jî^^.  yc.  Divi/cur 

Ô*  6^.  Dividende       i.  14 

^ 

yc.  Jîey?r.  6«.  Divifeur 

&  7C.  Dividende  ....     8 

J^A?  produit  par  28. . .  224 

I 

éc.  Jîç/?r.  7C.  Divifeur 

d*  /4  commune  mefure     i 

Formation  de  la  quatrième  colonne 

1^.  J'écris  dans  la  quatrième  colonne  Tunicc  i  dans  une 
cellule  \is'à-vis  le  fécond  quotient  28  =/  de  la  féconde 
colonne  pour  le  premier  produit  de  la  4^.  colonne. 

2".  Je  multiplie  cet  i.  par  le  troificme  quotient  rt=f 
de  la  féconde  colonne  ,  &  j'écris  i  pour  le  fécond  pro- 
duit de  la  quatrième  colonne. 

}°.  Je  multiplie  ce  fécond  produit  ixr  ,  j'ajoûtelc  pre- 
mier produit  qui  eft  i ,  &:  j'écris  la  fomme  2  dans  la  4^.  co* 
ionne  vis-à^vis  de  i  :=  ^pour  3^.  produit  de  la  4^  colonne; 
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40.  Je  multiplie  ce  troifiémc  produit  2  par  le  quotient 
précédent  i  ==  ^ ,  &  au  produit  1  j'ajoute  le  produit  pré* 
cèdent  i ,  &:  j'écris  la  fomme  3  pour  quatrième  produit. 

j°.  Je  multiplie  ce  quatrième  produit  3  par  le  quotient 
précèdent  y  ==  ^  ;  &  au  produit  1 5  j'ajoute  le  produit  pré- 
cédent 2 ,  &  j'écris  17  pour  cinquième  produit. 

6^  Je  multiplie  ce  cinquième  produit  17  pat  le  quotient 
précèdent  2  =:  ^,  &  au  produit  34,  j'ajoute  le  produit 
précédent,  5  ,  Se  j'écris  la  fomme  37  pour  (îxiéme  6c 
dernier  produit. 

D'où  je  conclus  que  les  nombres  du  rapport  \j  font 
encore  fenfiblement  dans  le  même  rapport  que  les  nom*- 
bres  donnez  I^Tj-,  car  divifant  les  uns  &c  les  autres  par 
la  divifion  expliquée  dans  le  Problème  premier,  ils  don- 
neront les  mêmes  quotients  qui  font  par  conftrudion  les 
multiplicateurs ,  dont  les  nombres  ou  produits  de  la  qua-^ 
triéme  colonne  ont  été  formez,  excepté  le  dernier  quo* 
tient  que  j'ai  fuppofè  1 ,  au  lieu  de  i  ^. 

Formation  de  la  cinquième ,  Jrxiéme  ,feftiéme  &  huitième 

colonnes. 

On  formera  encore  de  la  même  manière  la  ^^.6^.y^*6c 
8^  colonnes  qui  donneront  les  rapports  77- ,  ^ ,  t"'  ^  > 
qui  font  encore  chacun  fenfiblement  égaux  au  rapport 

donné  JiiZ- on  aura  ainfi  la  fuite  de  tous  les  nombres 

premiers  ehtr'eux ,  qui  expriment  le  plus  exaftement  qu'il 
crfpoffiblele  rapportde  8y  I7,à  39  13  ,  telle  qui  fuit  dans 
les  deux  rangs  que  nous  avons  détachez  ^z%  coIonnes^ 
formées  ci-deflus. 


I'^  col.        3^  col 


y^' 


tf«. 


7^ 


8^ 


i 


8y.  17. 

1060. 

17- 

24. 

13- 

6. 

II. 

2 

35>.  13. 

487- 

17- 

II. 

y- 

I 

.■■■          > 

m  »j 
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On  petit  toujours  augmenter  le  nombre  des  colonnes 
jufqu'àce  qu'on  arrive  à  une  colonne  qui  n'ait  que  deux 
nombres,  après  laquelle  on  ne  peut  pas  en  former  d*auxrcs. 

Démonfiration  du  Problême  dr  du  réfultat  de  chaque 

colonne  des  produits. 

On  peut  démontrer  le  Problême  en  généra!  en  cette 
forte,  deux  nombres  qui  ont  exademenc  le  même  rap- 
port que  deux  autres  nombres ,  donnent  précifément  la 
même  fuite  de  quotients ,  &  plus  leur  rapport  eft  appro- 
chant ,  plus  auffi  la  fuite  de  lelirs  quotients  doit  être  ap- 
prochante ;  or  par  la  conftruftion  les  nomtu^es  1060  ic 
487,ont  les  mêmes  quotients  que  les  deux  nombres  8517 
&:  3915  ,  excepté  le  dernier  quotient  8  que  j*ai  omis 
exprès  dans  la  colonne  des  produits  pour  mettre  en  fa 
place  runitCjdonc  les  nombres  du  rapport -jjy  font  fort 
approchans  des  nombres  qui  expriment  le  rapport  |y|-j  ; 
pour  s*en  convaincre,  il  faut  examiner  leur  différence, 
c'efl-à-dirc,les  limites  d'approximation  par  excès  &  par 
défaut  comme  il  fuit. 

Limites  d'approximation  au  examen  des  erreurs ,  tant  far 

excès  que  par  défaut. 

Comme  il  eft  impoflîble  d'exprimer  exaôement  le  rap- 

?port  donné ,  il  y  a  erreur  ou  par  excès  ou  par  défaut  dans 

chaque  terme  delaférieci-deffus  ^^  j  f?  j  rî  >  '^j  -r^^» 

'pour  connoître  les  limites ,  il  faut  remonter  aux  hypo- 

^théfesqui  ont  donné  les  produits ,  comme  il  fuit. 

i^.  Dans  la  première  colonne  j'ai  fuppofe  que  8me- 
furoit  2 ly  négligeant  l'unité  qui  refte,car  ilmefurez24 
B=  11  j I ,  ce  qui  donneroit  i8  j,  au  lieu  du  quo- 
tient z8  =  ^  ,  donc  ce  quotient^  eft' trop  petit,  ainfi 
en  écrivant  dans  la  troifiéme  colonne  le  fécond  produit 
28,  il  eft  trop  petit  de  i,  pmfque  le  véritable  quotient 
eft  i8i,  qui  furpafTc  %%  de  j. 
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x^.  récris  19  dans  la  croifiéme  colonne  pour  la  même 
Kuibn  ,  au  lieu  de  2,9  i  ,  &  57  pour  yyf ,  &  86  au  lieu 
de  86  I ,  &c  487  au  lieu  de  487^ ,  ou  de  489  j ,  Se  en- 
fin 1060  au  lieu  de  io$o  V»  P^  ^^  1064  i. 

Donc  les  excès  des  véritables  quotients  fur  les  quo- 
tients approchez  font  |,ï,î,î,-tj¥'j  ^^^^  ^^^  numé- 
rateurs r.  I.  1.^.  17.  37»  font  produits  continuellement 
par  la  multiplicac^on  du  numérateur  8  par  le  quotient 
précédent  de  la  féconde  colonne ,  &c  le  produit  ajouté  au 
numérateur  fuivant  en  remontant  comme  il  paroît  dan& 
la  table  fuivante. 


Colonne  des 
£luotients. 

Numérateurs  des 
excès  (ff  des 
défauts. 

Produits  exacts 
de  la  colonne. 

1    3c=:   a 

Î7 

1060 12. 

5           b 

17 

4877^ 

\        ^           ^ 

3 

36  i 

I  —  4 

% 

J7   «^ 

I    e 

I 

29  i 

18  =/ 

I 

i8  1 

1        8  ==.? 

I 

Ce  qui  fc  démontre  comme  dans  le  Problême  z^.  puif- 

^ue  c'cft  la  même  opération,  comme  il  fuit.     • 

■» 

Démonfir^tio»  des  limites  de  la  troijiéme  colonne. 

Puifque  nous  venons  de  voir  que  487  ~  eft  à  1060  i^, 
cxaûcment  comme  391}  cftà8yi7,fi  j'en  ôtc  les  deux 
fraftions  x>  ^  T">  ^^  font  fcnfiblement  dans  le  même 
rapport  ,  compie  on  le  verra  dans  la  formation  de  la 
quatrième  colonne  ,  il  fuit  de-là  que  les  reûes  487  & 
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1060  feront  encore  renfibicmcnt  dans  le  même  rapport, 
ce  qui  eft  évident  par  la  formation  de  la  quatrième  co- 
lonne expliquée  ci-dcflus. 

T>émonftrAtion  des  limites  de  la  quatrième  colonne. 

Je  dis  que  les  deux  nombres  de  la  Quatrième  colonne 
37  &  17,  font  encore  fenfiblement  dans  le  même  rap- 
port que  les  deux  nombres  donnez  8yi7,&  3913  , c*eft- 
à-dirc  qu'ils  donneront  par  la  divifîon  les  mêmes  cinq 
premiers  quotients  &  dans  le  même  nombre  &  le  même 
ordre  1  ===  a  ,  y  ==  b  y  \  ===  c  ,  i  ==  d ,  1  =  e  5 
mais  ils  différent  dans  le  fixiéme  quotient  que  j'ai  fup- 
pofé  I  ,  au  lieu  de  i  77,. 

Car  en  divifant  de  luite  8f  17^  Se  39  13  >  &  tous  les 
relies  par  zzy  ,  on  trouvera  ce  qui  fuit  ,•  fçavoir  , 

D'abord  divifant  iiy  par  ixy,  le  quotient  eft  i^commc 
je  Tai  écrie  dans  la  quatrième  colonne. 

En  remontant  233  divifé  par  ixy  ,  le  quotient  efl:  i 
—j- ,  au  liea  de  i  que  j'ai  mis  à  la  féconde  cellule  de  la 
quatrième  colonne  pour  fécond  produit. 

En  remontant  encore  4^8  divife  par  115'  le  quotient 
efl:  1  ^ ,  au  lieu  de  1  que  j'ai  mis  à  la  quatrième  colonne 
pour  troifîème  produit. 

Enfuite  691  divifé  par  11  y  ,  le  quotient  cfl:  3  ^  , 
au  lieu  de  3  que  j'ai  écrit  à  la  quatrième  colonne  pour 
quatrième  produit. 

De  même  3913  divifé  par  iiy^le  quotient  efl:  17  ^, 
au  lieu  (^17  que  j'ai  écrit  à  la  quatrième  colonne  pour 
cinquième  produit  &:  dernier. 

Donc  les  excès  des  véritables  quotients  fur  les  quo- 
tients approchez  qui  font  les  produits  contenus  dans  la 

quatrième  colonne  font —  ,—,—,—,  ~  ,    dont 

les  numérateurs  S,8,i6,88,i9i>  font  produits  con- 
tinuellement par  la  multiplication  du  numérateur  8  muU 

tipliè 
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tif  lié  par  le  quotient  précédent ,  &  le  produit  ajouté  au 
numérateur  précédent ,  conlme  il  paroît  par  la  table  qui 
fuit ,  ce  qui  fe  démontre  comme  ci-defTus. 


^^otients. 

Numérateurs  des 

excès  &  des 
défauts. 

Produits  exaâfs 
de  la  4C,  colonne. 

z           a 

19% 

37rfî 

j  —  h 

n 

17     " 

I              c 

16 

3   ^s 

i   d 

8 

-rlr 

I             e 

8             I .:, 

Ceft-à.dire,  puifquc  37  îrf  cft  à  17  ^  exadement 
comme  8ji7eftà39i},&  que  les  deux  excès  ^  & 
^  qui  font  entre  eux  comme  24  a  11,  qui  font  encore 
dans  le  même  rapport ,  comme  on  le  voit  par  la  forma- 
tion de  la  cinquième  colonne  ,  c'eft-à-dire  qu'ils  font 
entre  eux  fenfiblemcnt  comme  8yi7eftà3pi3. 

COROLLAIRE. 

Règle  générale  pour  les  limites. 

V origine  du  triangle  des  Rapports. 

Ce  Problême  me  fournit  par  la  formation  de  (es  co* 
lonnes  diftiqguées  par  carreaux,  la  figure  d'un  triangle 
numérique  que  je  nommerai  déformais  le  triangle  des 
Rapports  \  c*cft  de  ce  triangle  que  je  tire  une  Méthode 
générale  pour  connoître  le  plus  exadement  qu'il  efl:  pcf^ 
fible  les  rapports  des  nombres  tant  commenfurables  qu'in- 
commenfurables^  qui  fe  trouvent  exprimez  dans  les  deux 
rangs  d'en  haut  par  la  fuite  des  nombres  entiers  premiers 
entre  eux ,  non  pas  dans  la  dernière  précifîon  »  ce  qui 
Analyfe.  q(J(J 
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cft  impofliblc  dans  les  nombres  irrationaux  ,  mais  avec 
la  plus  grande  approximation  poffiblc  alternativement 
par  excès  &  par  dcfeut ,  avec  des  limites  qui  déterminent 

Terreur. 

Des  limites. 

Toute  Méthode  d'approximation  eft  inutile  ,  fi  elle 
n'cft  accompagnée  d'une  autre  Méthode  qui  donne  les 
limites  d'erreur  ,  foit  par  excès ,  foit  par  défaut  ;  ici  je 
donne  une  Méthode  facile  pour  ces  limites  ,  en  corn, 
parant  comme  il  fuit  par  la  régie  de  trois  chaque  terme 
de  la  férié  comprife  dans  les  deux  premiers  rangs  d'en 
haut  trouvez  par  l'opération  ci-dcffus  avec  les  nombres 
du  rapport  donné. 

o   .  ^      .  •    , ,     .    Série  des  nombres 

— i— i.  ■  ^  —I  — ^.  — .  —  compris  dans  les  deux 

35^13-    48/'  17    ir    6      î      I   rangs  d'en  haut. 

Itegle  ginirdle. 

Faites  cette  analogie  ou  régie  de  trois  ,  comme  le 
nombre  du  %^.  rang  ou  le  dénominateur  efl:  au  nombre 
correfpondanc  du  premier  rang  ou  le  numérateur. 

Ainfi  le  plus  petit  des  deux  nombrres  donnez  3913  > 
cft  à  un  quatrième  nombre. 

Or  ce  quatrième  nombre  qui  n'eft  qu'approché  &  non 
pas  exaâ,  diffère  ou  par  excès  ou  par  défaut  d'une  frac- 
tion ,  dont  le  dénominateur  eft  le  dénominateur  même 
compris  dans  le  fécond  rang  d'en  haut  ^  &  le  numéra- 
teur eft  le  refte  de  ladivifion  que  donne  la  règle  de  trois, 
ce  qui  s'éclaircira  par  les  exemples  fuivans. 

Exemple.  Pour  connoître  l'erreur  du  dernier  terme  de 
la  férié  ci^deflfus ,  j'ai  cette  analogie ,  i  :  2  :  :  39 1 3  :  7816; 
)€  trouve  ce  quatrième  nombre  par  la  régie  de  trois  com- 
me il  fuit,  je  multiplie  le  plus  petit  des  nombres  donnez 
39^13  parle  nombre  i,  numérateur  du  rapport  |,  lepro- 
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^uîc  cft  781^,  que  je  divife  par  i  dénominateur  du  même 
rapport  f,  le  quotient  cft  781^. 

Énfuite  fôtecc  quotient  782.^  du  plus  grand  des  deux 
nombres  donnez  8  y  17 ,  la  difiFérence  eft  691^  c'eft  Tcxccs 
dont  8^17  rurpafle  le  quotient  78x^. 

Ofération  3915 

Analogie*   i:  r:  :  5913  :  7816 —     xx 


.{ 


78.  i6\  j%l6 

8y.i7 

78.  i6  défaut  ^i 


691 

J'ai  donc  une  fraârion pour  Terreur  par  défaut  dont  le 
numérateur  eft  cette  différence  691  ,&  le  dénominateur 
cft  I,  qui  eft  le  dénominateur  du  rapport  \. 

Autrtmtnt.  Dans  la  féric  des  rapports  formée  par  les 
nombres  des  deux  rangs  d'en  haut  s  je  conûdére  deux 
chofes,  1°.  le  nombre  des  quotients  dont  la  multiplica-- 
tion  a  donné  chaque  rapport  particulier ,  i^.  le  caradérc 
fpécial  du  pénultième  quotient  qui  fournit  le  deuxième 
produit  en  commençant  l'opération ,  il  qui  eft  au-deftus 
de  l'unité  dans  chaque  colonne,j'cxamine  fi  ce  pénultième 
quotient  eft  défcâif  ou  exceflif ,  c'eft  à  «dire  par  défaut 
ou  par  excès  >  d'où  je  tire  cette  régie  générale. 

Régie  générale  four  ttêuver  Us  limites. 

i^^  cas.  Si  le  pénultième  quotient  eftdèfeâ:if,&  que 
le  nombre  des  quotients  rcftans  qui  ferviront  de  multi* 
plicateurs  (  pour  l'une  des  colonnes  dont  il  s'agit  ) ,  foit  un 
nombre  pair  fans  y  comprendre  l'unité,  dans  ce  cas  le  plus 
grand  des  deux  nombres  exprime  par  excès  le  rapport  pro- 
pofé. 

x^.  cas.  Mais  fi  le  nombre  des  quotients  rcftans  eft  im- 
pair y  alors  le  rapport  eft  exprimé  par  défaut. 
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jc.  cas.  Au  contraire  ,  fi  le  pénultième  quotient  qui 
donne  le  2^.  produit  de  la  colonne  dont  il  s'agit  cft  ex- 
ceffif ,  &  le  nombre  des  quotients  reftans  eft  ou  pair  ou 
impair,  alors  le  plus  grand  des  deux  nombres  de  cette  co« 
lonne  exprime  par  défaut  le  rapport  donné. 

D'où  il  fuit  que  lorfquetous  les  quotients  font  défec- 
tifs  comme  il  arrive  ordinairement ,  la  (crie  des  rapports 
trouvés  dans  les  deux  rangs  d'en  haut  expriment  le  rap- 
port donné  alternativement  par  excès  &  par  défaut. 

Ainfî  dans  la  huitième  colonne  le  rapport  7  exprime 
par  défaut  le  rapport  \^  ,  puifque  le  quorient  z:==a eft 
défeftif,  &  laifle  un  refte  ,  d'ailleurs  le  nombre  des  quo- 
tients reftans  eft  impair  non  compris  l'unité  ,  puifque  ce 
quotient  x  eft  unique,  ce  qui  donne  cette  analogie  comme 
ci-devant. 

1:1::  3515:781^ 8J17 

Opération.     3913  781^         Défaut 


é^x 


X  X        Quotient     691 
i  78.  z6  {   yi2.6 


Dans  la  feptiéme  colonne  le  rapport  ~  cft  exceflif , 
puifque  le  pénultième  quotient  y  =  k  cft  défedif ,  & 
que  le  nombre  des  quotients  eft  pair  non  compris  l'unité, 
ce  qui  donne  par  la  régie  ci-deftus  cette  analogie. 

Il:  y::   39  13  :  1778  -+-  -j^. 
Opératian.     3913 

X  II 

35^13 

39130  ^OficHK 

S   {  43043     {  8608 
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excès. 
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5     ou-T* 

reftc  3 

Dans  la  fixictnc  colonne  le  rapport-^  eft  dcfedif, 
puifque  le  pénultième  quotient  i  =  c  eftdéfcâiif  laif- 
fant  un  refte,  &  que  le  nombre  des  quotients  non  com- 
pris l'unité  eft  impair  ,  ce  qui  donne  par  la  régie  ci- 
defliis  cette  analogie. 

^113::  3913   :   8478  ^ 
Ofératiân.      19 1^ 

X13 

1. 17.39 
3.91.50 


<     y.  08.  69  <    84.  78 


8.-48 

2:8  défaut. 

4  ...  X  4  or      8  y  17 

4  :  6             —  8478  ^     38^ 
7  .   •   •   •  4    X  '  ^ 

8 4    8 


3M 


ou  ^ 


refte         i  * 

Dans  la  cinquième  colonne  le  rapport  ff  eft  cxceffif, 
puifque  le  pénultième  quotient  i  ==  ^eft  défcûiflaif- 
fant  un  refte ,  &  que  le  nombre  àts  quotients  eft  pair 
non  compris  l'unité ,  ainfî  par  la  régie  j'ai  cette  analogie. 

II  :24::  39  13  :  8537  n  -H 
Ofiration.     3913 

X  14  • 
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y.%z6  .Retient. 

/  II    I  9.  3.9.11.   -|^  8ytf4ïV- 


riM.irfk 


excès. 


8  .  .    88 

y  ...  y    y  or      8^17 

4:1  —  8y64  -^r     47 


4 44 


—  OU  ^ 
••   II 


reftc  8 

Dans  la  quatrième  colonne  le  ra[>port  iy-  cft  dcfcc- 
tîf ,  puifque  le  pcnulciéme  quotient  i  ==  t  cft  défeÔif, 
&  que  le  nombre  des  quotients  reftans  non  compris  Tu- 
nitc  eft  impair ,  ce  qui  donne  cette  analogie. 

17:37::  39i3s8y  i^'tt  

Ofération.     39.  13 

X    37  ou  pat  40 3. 

ij^.  6y  lo 
—     I.  17.  39  Quotient. 

{  17  I  14.47.81.  -|^  8  jr.  16  ^  — 

8:7  ^'         'î«7 

y  •  ...  8  5 


8yi^-H^- 


X  :  8  =5       défaut  ^. 

J  .....   I    7 

I    J- 1 

€ I    o    z 


refte  9 

Enfin  dans  la  croificme  colonne  le  rapport  ~^  eft  ex« 
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ceffif ,  parce  que  le  pénultième  quotien^i.8  ==/cft  de* 
feâif ,  laifTanc  un  refte  ,  d*ailleurs  le  nombre  des  quo- 
tients non  compris  l'unité  y  eft  pair  >  ce  qui  donne  cette 
analogie. 

487:  1060::  3913  :  8y  17  HT 

{  487  {  4-  H-  77-80   {  8j.  17  î^ 
8  •  •  •    3*89.  ^ 

ly  1:7 


•  •  • 


8  i:8       or  8517 «. 

4.  8   7       ^^^ ; — T  2.3.  4780 

^  "^    '^         excès    -é-Ti^  ,  /^    T 

3  4  1:0  ^"^  3-5Ï-  3 


•  • 


^^.f^  414.77-80. 


On  voit  par  le  détail  des  opérations  Terreur  de  cha- 
cun des  termes  de  la  férié  ,  foit  par  excès  ,  foit  par  dé- 
faut ,  îl  eft  impoffible  de  trouver  d'autres  moindres  nom- 
bres qui  expriment  plus  exactement  le  même  rapport 
YfT^  y  ^^r  quelques  nombres  que  Ton  choififfe ,  on  trou- 
vera toujours  que  Texcès  ou  le  défaut  fera  toujours  plus 
grand ,  &  par  conféquent  moins  approchant ,  ce  qui  dé- 
montre que  ceux-ci  approchent  davantage  \  ce  qu'il  fal- 
loir démontrer. 

Remarfme  fondamentale. 

Si  le  rapport  donné  eft  exprimé  exactement  par  les 
deux  nombres  donnez,  la  férié  donne  exaûcment  la  fuite 
de  tous  les  nombres  premiers  entre  eux  qui  expriment 
le  même  rapport  le  plus  exaftcment  qu'il  eft  poflîble. 

Si  les  deux  nombres  donnez  ne  font  pas  cxaûs ,  mais 
feulement  approchez  d'un  rapport  géométrique  donné 
quelconque ,  ou  l'un  des  nombres  exaû ,  U  l'autre  feule- 


\ 
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ment  approche,  on  opérera  de  même  comme  ci-defluu. 
Si  les  nombres  donnez  font  irracionaux  &  incommen- 
(urables,  il  fera  toujours  fort  aifé  de  fubdituer  en  leur 
place  deux  nombres  rationaux  entiers  auflî  grands  qu'on 
voudra  y  qui  difFérent  chacun  de  moins  d'une  unité  du 
rapport  donné  ,  &  dont  Tun  en  approche  par  excès 
&c  l'autre  par  défaut  ;  dans  ce  cas  il  faut  deux  opéra- 
tions ,  la  première  furies  nombres  approchés  par  ex- 
cès qui  donne  une  première  ferie,&  la  féconde  opéra- 
tion fur  les  nombres  approchés  par  défaut  qui  donne 
une  féconde  férié,  comparant  enfuite  ces  deux  fériés, 
on  préfère  celle  qui  approche  davantage ,  foit  par  excès , 
foit  par  défaut  ,  comme  nous  Le  verrons  dans  la  fuite, 

LE    TRIANGLE   DES    RAPPORTS 

Om  Méthode  géncTéU  é*  facile  four  trouver  la  Jerie  infinie 
de  tous  les  nombres  premiers  entr'eux ,  cjui  expriment 
le  fias  exactement  quil  ejl  pojfitle  un  Rapport  donné 
quelconque. 

Définition.  Je  nomme  un  triangle  des  rapports  ,  le 
triangle  numérique  compofé  de  plufîeurs  colonnes  divi- 
fées  par  carreaux  ou  cellules  tel  qu'eft  celui  qui  rcfukc 
dans  le  Problême  quatrième  qui  précède,  de  la  formation 
des  dernières  colonnes  3^.  4c,  jc,  6^ ,  j^.  &  8^  qui  pré- 
fcntent  à  la  vue  la  figure  d'un  triangle  reûangle, 

C'eft  ce  triahgle  que  je  nomme  le  triangle  des  Rapports ^ 
&  je  l'employé  comme  un  inftrument  univerfel  pour  for- 
mer la  plus  fimple ,  la  plus  convergente  &  la  plus  parfaite 
des  (cries  pour  exprimer  un  rapport  quelconque  5  par 
exemple ,  foit  propofé  le  rapport  f^-yf . 

Pour  former  le  triangle  des  rapports  qui  donne  la  (crie 
des  fraftions  en  nombres  premiers  entr'eux  qui  expriment 
ce  rapport  le  plus  exactement  qu'il  eft  poiÏÏble. 

jo.  Il  faut  par  la  divîfion  expliquée  dans  le  Problème 
premier  trouver  les  quotiens  &  U  commune  mefure  des 

deux 
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deux  nombres  qui  expriment  ce  rapport ,  qui  font  les  fepc 
quotients  fuivans  trouvez  dans  cet  ordre.  . 
i".       z^.       3C.       4C.       jc.       ^c.        7C.    Quotient. 

%=:a.   5=^.    I=2r.     I=si/.    l=:f,  28==^.    8=52-. 

Voilà  dans  leur  ordre  analytique  les  fept  quotiens  gé- 
nérateurs du  triangle  des  rapports ,  que  je  nomme  génc-* 
rateurs  parce  qu'ils  font  les  feuls  avec  la  commune  mefurc 
qui  entrent  dans  la  formation  du  triangle  des  rapports. 
Les  extrêmes  font  5  fçavoir ,  i  ===  a  qui  eft  le  premier, 
jk  8  ==^g  qui  eft  le  dernier ,  tous  les  autres  font  les  quo- 
tients moïens. 

z°.  Je  range  ces  mêmes  quotients  par  Sy  nthéfc  dans  un 
ordre  contraire. 
i^^Quot.  z^.      5^.      4C.       yc.      6^.      7c.    Quotient. 

8c=f.         z8=3^.  1=^.    !=:/•  I=3r.   y=:^.  1=34. 

3^.  Si  je  prends  les  fept  quotients  en  nombres,  je 
formerai  par  la  multiplication  &  l'addition  un  triangle 
des  rapports  numérique  &  particulier  pour  le  rapport 
donné. 

Mais  (i  je  prends  ces  fept  quotients  en  lettres ,  je  for* 
merai  par  leur  multiplication  &  addition  un  Triangle 
des  Rapports  Analytique  &  univerfel  qui  fervira  de  for- 
mule générale  ou  de  régie  abrégée  pour  conftruifre  (ur 
ce  modèle  tous  les  Triangles  des  Rapports  numériques  é* 
particuliers  qu'on  voudra  en  fubftituant  à  la  place  des 
lettres  les  quotients  numériques  gu*on  aura  trouvé  par 
la  divifion  pour  chaque  cas  particulier. 

Ainfi  le  Triangle  des  Rapports  Analytique  0»  univerfel , 
&  le  Triangle  des  Rapports  numérique  cr  particulier  ne 
différent  que  par  la  feule  expreflîon ,  qui  eft  générale  dans 
le  premier  triangle,  &  qui  eft  particulière  ou  déterminée 
dans  le  fécond  triangle ,  nous  les  formerons  ici  tous  les 
deux  en  même  tems  pour  montrer  leur  conformité^  Se 
nous  prendrons  pour  exemple  un  rapport  du  cinquième 
genre  ou  degré  qui  n*a  que  cinq  quotients  ,  afin  que  les 
Analyfe.  trr 
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ppérations  puiflcnc  fe  renfermer  dans  deux  pages ,  &  rc- 

préfencer  les  triangles  (ans  confufion» 

Formats  an  du  TrUngle  des  Rapforts  y  four  trouver  U 
série  infinie  des  fraSflons  qui  expriment  en  nombres 
premiers  entfeux  le  plus  exactement  (^  le  plus  prompte'- 
inent  qu'il  ejt  pojfihle  un  Rapport  donné. 

Exemple.   Soie  le  rapport  donne  f^. 

Pour  former  le  triangle  des  rapports  fur  ces  deux  nonv 
brcs. 

Préparation,  i^.  Je  me  fers  de  la  divifioa  expliquée 
dans  le  Problême  premier  pour  trouver  la  commune  me« 
fure  &  les  quotients  par  cette  opération. 

.^otients. 
I^^    Dividende.  869 

i^^  Divifeur  (jr  2A.  Dividende       178 
Produit  y.  j^  du  Divifeur  à  oter 

du  1^^.  Dividende       .     .    ^     yiz 


i^'.  Rejfe.  z^.  Divifeur 
&  l^.  Dividende 


M7 


%^.  Rejie.  3^*  Divifeur 
dr  4^.  Dividende 


21 


10 


=  d 


10 


3«  Rejle.  4^,  Divifeur 
&  ^^.  Dividende 

Dernier  Divijeur  ,  reJie 

d*  commune  mefure  \ 

Ainfî  j'aiipar  Analy(e  les  cinq  quotients  générateurs 
dans  cet  ordre , 
l^^     i^.       3«.      If.      y«.  Quotient. 

4P=34,  l^=sb.    7^=iC.     2î=«/,  I0t=5^. 

Enfuite  je  peux  ranger  ces  mêmes  quotients  par  Syn- 
théfe  dans  un  ordre  contraire ,  parce  que  la  Synthcfe  eff 
oppofcc  à  r Analyfe  de  cette  forte 
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I^^  Quotient,  x^.       3<       4«.        yc.    Qooticnc. 

Je  nomme  ces  quotients  difpofcz  par  Analy  (ê  les  quo« 
tiens  générateurs  du  triangle  des  rapports ,  parce  que  ce 
font  les  feuls  nombres  avec  la  commune  mefure  qui  en- 
trent dans  la  formation  du  triangle  des  rapports  ;  cha- 
cun de  ces  quotients  fert  à  former  Tune  des  colonnes  do 
ce  triangle,  d'où  il  fuit  que  le  triangle  des  rapports  con- 
tient autant  de  colonnes  qu'il  y  a  de  quotients  trouvez 
par  la  divifion  précédente  fur  le  rapport  propofe ,  c'efl- 
à- dire  que  dans  cet  exempte  où  le  rapport  ~  donne 
cinq  quotients  ,  le  triangle  des  rapports  aura  cinq  co* 
lonnes. 

JPrépara$iùn  de  Fe/pàce  nécejfaire  four  écrire  &  former 
le  Triangle  des  Rapports  pour  les  cinq  ^otiens  pré^ 
cédens. 

I®.  Je  tire  une  ligne  droite  indéfinie  qui  doit  fervir  de 
bafe  au  triangle  des  rapports ,  fur  laquelle  je  marque  fix 
diyifions  inégales  dflhs  la  proportion  qui  fera  expliquée 
ci-deiTous  ,  pour  déterminer  par  às^  lignes  perpendicu- 
laires indéfinies  les  efpaces  nécefTaires  pour  les  cinq  co^ 
lonnes  que  je  formerai  fur  les  cinq  quotients  générateurs 
trouvez  ci-defTus. 

La  première  divifîon  de  gauche  à  droite  »  aura  une 
largeur  fenfible  pour  écrire  le  premier  quotient ,  &  ce 
premier  intcrval  fervira  d'échelle  pour  déterminer  tous 
les  autres.  Ceft  Fefpace  de  la  première  colonne ,  fa  hau- 
teur fera  double  de  fa  largeur  y  parce  qu'elle  ne  contient 
que  deux  rangs  pour  j. 

La  féconde  d'tviiion  ou  le  fécond  incervai  de  gauche  à 
droite  pour  la  féconde  colonne  aur%  de  largeur  ledoo^- 
ble  de  la  première  colonne  hL  le  triple  de  hauteur  ^  parce 
quelle  doit  avoir  fix  termes  ou  rangs ,  &  deux  chifîres 
ou  deux  lettres  dans  le  rang  d'en  bas. 

rrr  ij 
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La  croifîéme  divifion  ou  le  troifiéroe  inccrval  de  gau- 
che à  droite  pour  la  croîfiéme  colonne ,  aura  de  largeur 
le  triple  de  la  largeur  de  la  première  parce  qu'elle  con- 
tient trois  termes  dans  le  rang  d'en  bas.  Sa  hauteur  con« 
tient  cinq  fois  la  hauteur  de  la  première  colonne  ^  parce 
qu'elle  contient  dix  termes  ou  dix  rangs. 

On  déterminera  facilement  de  même  les  largeurs  &  les 
hauteurs  des  autres  colonnes  en  fuivant  les  progreffions 
des  fériés  fui  van  tes  ^  qu'on  peut  continuer  indéfiniment 

Série  pour  déterminer  les  hauteurs  des  colonnes  du 
triangle  i»  5.  y.  7.  9.  11.  13  ,  &c.  c'eft  la  progreffion 
continue  des  nombres  impairs; 

Série  pour  déterminer  les  largeurs  des  colonnes  du 
triangle  des  rapports ,  i.  1.  3.  5.  8.  15.  &c.  qu'on  peut 
continuer  aifément^  puifque  chaque  terme  pris  dans  lé 
milieu  de  la  férié  égale  la  fomme  des  deux  termes  précé- 
dens.  Exemple  1 3  ==  y  -f-  8. 


C^nfiruStion  de  chaque  colonne  du  Triangle  des  RafforU 

en  farticulier^ 

Pour  éviter  les  répétitions  ^  ;e  forme  tout  à  la  ibis  cha* 
cune  des  colonnes  du  triangle  des  rapports  Analytique 
ou  univerfel ,  &  celle  du  triangle  des  rapports  numéri- 
que &  particulier  en  même  tems,  celaferviraàles  conw 
parer  &  à  montrer  que  les  deux  triangles  ne  différent  que 
par  la  feule  expreffion. 

^  Après  avoir  formé  feparément  chacune  des  crnq  co^ 
•lonhes^  jclesraffemble  énfuite  pouti  former  le  triangle 
des  rapports  tout  entier  dont  ces  colonnes  font  les  parties. 

La  première  colonne  ne  contient  que  deux  termes  ;  le 
premier  terme  eft  l'unité  conftante  ,  c^efl:  la  commune 
mefure  &  la  première  fonune  Analogique ,  ou  le  premier 
terme  confiant  &  invariable  dans  toutes  les  colomies  dt 
triangle  des  rapports. 

Le  (ècoxxd  terme  ed  le  premier  quotient  générateur 
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4s==  a.  C*eft  le  quotient  propre  &  particulier  de  cette 
première  colonne ,  car  chaque  colonne  a  un  quotient  par* 
ciculier  ^  qui  a  le  même  expofanc  dans  l*ordre  Ânaly  tique. 


Premiete  colonne 
en  Lettres. 


I.   L  unité  confiante.     . 
\^^.fomme  Analogi^e. 

a   i^^  Quotient. 


Première  colonne, 
en  Chifres. 


fm^mm 


I   Première  femme 
Amalogiqmen 

4.  Premier  Quotient. 


Cette  première  folonne  me  donne  le  premier  terme 
de  la  (crie  que  je  veux  former ,  c'eft  j-  ==  j.  Ce  rapport 
approche  par  excès. 

^   La  féconde  colonne  contient  fix  termes  (ur  fà  hauteur^ 
&  deux  termes  fur  fa  largeur. 

Sur  fa  hauteur  le  premier  terme  eft  l'unité  conftantc 
1 9  qui  eft  toujours  la  première  fomme  analogique. 

Le  fécond  terme  ^  eft  le  fécond  quotient  i  >==:  b ,  qui 
eft  le  quotient  propre  &  particulier  à  la  féconde  colonne  ^ 
puifqu'il  efl:  le  fécond  dans  Tordre  Analytique. 
.  Le  troisième  terme  eft  le  premier  quotient  ^=s=s4  cooa^ 
me  multiplicateur  du  (econd  quotient. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  de  ces  deux  quotients^ 
c'cft  ^  s=s  4  =s  ak  Ceft  le  premier  produit  contenu 
4ans  cette  colonne. 

Le  cinquième  terme  eft  l'unité  conftante  qui  eft  la  prck 
micre  fomme  analogique  répétée  ppur  la  première  fois. 

Le  iixiéme  terme  eft  la  ibmme  du  premier  produit  Se 
de  la  première  fomme  répétée ,  c'eft-à-dire  ^^j^  =?  j  > 
oui^ilf^. 


rrr  iif 
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Seconde  colonne  Seconde  colonne, 

en  Lettres.  en  Nombres. 


té> 


I   Première  f$mme  i.  Première  fommt 

AnaUgique.  Arfalogique. 


"fe.  Second  Quotient  (^              i .  Second  Quotient  et 
pénultième  fomme  fènultième  fomme 


xa.  Premier  Quotient.  X4.   Premier  ^uêxient 

à  b.  Premier  produit.  ^=4-  P^^^i^^  produit. 


-f^i.  Première  fomme  *+*1«  ?^ entière  firnme 

répétée^.  répétée. 

Qih^k^x.  Dernière  fomme.  y.  Dernière  fomme. 


La  troifîeme  colonne  contient  crois  termes  en  lettres 
fur  fa  largeur  en  bés ,  qui  fe  réduit  \  un  feul  rK>mbre  dans 
le  triangle  namériqM  &  particuliet* 

Sur  fa  hauteur  elle  contient  dix  termes. 

Le  premier  terme  eft  Tunité  conftante  t. 

Le  fécond  terme  dl  le  troifiéme  quotient  7  ==  ^  qui  eft 
te  quotrent  propre  ^'particulier  de  la  troifiéme  colonne. 

Le  troifiéme  terme  eft  le  fécond  quotient  i  «a^  b ,  com-^ 
«te  multiplicateur. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  des  deux  quotients^ 
^^  ==  T^h  ==  h c.  Premier  produit  de  cette  colonne. 
"  \.t  cinquième  terme  eft  la  presnére  fomme  a&alogiquc 
I.  répétée  une  fècdtkbs  fois., 

Le  fixiétne  terme  eft  là  (bmme  hju  premier  produit  & 
de  Tunité  répétée.  Ocft  ^^i  =5=»8=s  ht^\* 

Le  feptiéme  terme  eft  le  premier  quotient  4sa=i^4f , 
comme  multiplicateur. 

Le  huitième  terme  eft  le  produit  du  premier  quotient 
par  la  féconde  fomme  4x8  ==  3 1 ,  ou  hë^\  x  4  ==:  éhc 
I  a ,  c'eft  le  fécond  produit  de  la  troifiéme  colonne. 

Le  neuvième  terme  eft  le  troifiéme  quotient  propre  de 
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cette  troificme  colonne  répétée  une  féconde  fois  7 c. 

Le  dixième  terme  cft  la  fomme  du  fécond  produit  & 
du  troifiéme  quotient  répété  ^^1^==:  39==:  4^^-4-1  4 

c.  Ceft  la  3C.  &  dernière  fomme  de  la  3c.colonne. 


Troifiéme  colonne, 
en  Lettres. 

1.    Première  fomme . 

c.    3C.  .^otient  propre. 
xb.    1^.  Quotient. 
b  c.     I^^  produit 

I .     I  '^^.  fomme  répétée. 
b  c  -H  I .  i^«.  ^  pénultième 

Troifiéme  colonne, 
en  Nombres. 

I .    Première  fomme. 

7.     f.  ^otient  propre. 
XI.    1^.  ^otient. 

7.    1^'.  produit. 
•+  I.  i^"^.  fomme  répétée. 

8;    pénultième  fomme. 

Comme. 

j 

X  4.     i''^  .^ottent. 

3  t.   1^.  produit. 
"^7*  .3^*  ^otient  répété. 

3  ^ .    Dernière  fomme. 

me. 

xa.    i^^.  ^otient. 
abc-t-  I  a.  %^.  produit. 
-4-  c.    3^.  patient 
répété. 
abc -H  I  a-4-c.  Dernière  fom 

La  quatrième  colonne  contient  fur  fa  largeur  en  bas 
quatre  termes  en  lettres,  &  un feul nombre  en  chifrcs. 

Sur  fa  hauteur  elle  contient  quatorze  termes  ,  c'eft 
une  Loi  confiante,  que  le  nombre  des  termes  croît  tou* 
jours  de  4  d'une  colonne  à  la  fuivante  à  droite ,  ainfi  la 
première  colonne  n*a  que  deux  termes ,  la  féconde  en  a 
fix  ,  la  troifiéme  a  dix  termes,  la  quatrième  quatorze  ter- 
mes ,  &c.  c'eft  une  cellule  entière. 

Le  I^^  terme  cft  Tunîté  conftance  1.  Première  (bmme. 


Le  fécond  terme  eftle  quatrième  quotient  2? 


^.qui 


cft  le  quotient  propres  particulier  de  la  4«,  colonne. 

Le  troifiéme  terme  eft  le  troifiéme  quotient  7  ==  c ,, 
comme  multiplicateur. 

Le  quatrième  terme  eft  le  produit  de  ces  deux  quotients> 
xx7=±=;  i4t==:^x^  =  ^^. 


f^o  Analyse    générale. 

Le  cinquième  terme  e(l  la  première  fomme  i  répétée. 

Le  fixième  terme  eft  la  fomme  du  premier  produit  8c 
de  la  première  fomme  J^+ï  ^==  ^  5  ==^  d  ^  i.  Ccft 
la  féconde  fomme  de  cette  colonne. 

Le  feptième  terme  eft  le  fécond  quotient  i  ==:  t  com- 
me multiplicateur. 

Le  huitième  terme  eft:  le  produit  de  la  féconde  fomme 
multipliée  par  le  fécond  quotient,  ce  qui  donne  le  fécond 

produit  7y"xT  =  I J  ==  ^ ^  ^ -H  i^. 

Le  neuvième  terme  eft  le  4^.  quotient  t  ==  d  répété. 

Le  dixième  terme  eft  la  fomme  du  fécond  produit  &  du 
quatrième  quotient,  ce  qui  donne  77^^=\I7  >  =s  M^^fïi 
c'eft  latroifiéme  &  pénultième  fomme. 

L'onzième  terme  eft  le  premier  quotient  4:==  a ,  com- 
me multiplicateur. 

Le  douzième  cerme  eft  le  produit  de  la  pénultième  fom- 
me par  le  premier  quotient ,  c'eft  17x4  ==  68 ,  &  atcd 

-  at  -f-  ad. 

Le  treizième  terme  eft  la  féconde  fomme  rèpetéo  15 
r^-f-  I. 


Enfin  le  quatorzième  terme  eft  la  fomme  du  troifième 
produit  &  de  la  féconde  fomme  répétée,  c'eft  et'tis  =^  Sj, 
&  abcd-^  ah  -'^  ad-^cd^  i. 


Quatrième  colonne  Quatrième  colonne, 

en  Lettres.  en  Nombres. 

I    Première  fomme.  i.    Tremiérefommtk 

d.  Le  j^^.  Retient  propre.  %.  Le  4^.  .Quotient  froftt. 

xc.  Le  ^^.  Quotient.  X7.  Le  ^\  ^otient. 

c  d.  Le  i^^. produit.  14.    Le  i^^.  produit. 

I.  La  I^^  fomme  répétée.  •+•!.  La  V^.  fomme  répétée. 


c  d  -t-  I.  Z4  %^.  fomme.  i  y .    La  ^^^.  fomme. 

X  b.  Le  %^.  ^otient.  x  i.  Le  lA.  ^oticut. 


bcd 


Livre 

b  c  d  -+-  I  ^.  Le^.  produit. 
•t-d.  Le  4^.  ^luQtunt  r  if  été. 
bcd-f-  ib-^à.La  i^.ér pé- 
nultième fomme. 
xa.    Le  \^l.  Retient. 


SECOND.  ytfi 

ly.    Le  t^.  produit. 
•4-x.  i^  4^.  .Quotient  répété. 
17.    X4  3^^  pénultième 

fomme. 
X4.  L^  i^\  ^0 tient. 


4  * 


abcd-4-*âb-4-ad.£^  l^.prod. 
•4-cd-l-i.  Z»^  lA^.  fomme 

repétée. 
abcd-hab-l-  ad*-4-cd*+- 1 
dernière  fomme. 
La  cinquième  colonne  & 
ment  par  la  même  Méthode, 


6%.  Le  3«.  produit. 

-+•  I  y .  L4 1^. fomme  répétée. 

83.    Z)  erniérefomm  e. 


les  autres  au-deffus  fe  for- 

I 


Triangle  des  Rapports  numérique 
Cf  particulier  ,  formé  fur  les 
cinti  .^otients  générateurs. 


=  a 
=  b 
=  c 
=d 

IOt==;e^ 


4 
I 

7 

2: 


2 

X7 


, 


X4 
4 
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Analj/è, 


7 
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8 


X4 


32- 

7 


3P 


14 


X  I 


M 


17 


I  o 

X  1 

•  m 

I 
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85 
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X4 


711 
IT7 


p^naltMioê 
ibmmc. 


%69 


Aenàitp 
fbuunc 


/7/ 


5^2>  Analyse    cenbiiale, 

RemArqui.  En  renverfanc  ce  triangle  &  le  raivat4^  an 
aura  le  triangle  du  rapport  dired  comme  dans  la  page 
540.  ci-deiTiis» 


TridHgU  des  Rapports  Analytique  &  univerfel ,  forme 
fy^f  Us  einq  ^otients  générateurs  a^  b,c»d,e^ 


t        • 


d 


\  td 

•+•  I 


cd-t-i 
xi 


hcd-k-'b 


ttd-^h^d 


X4 


^cd-i-ai^éd 


ahcd^-k-  ab  -h  ad-^cd-^ 


LlTltB   SBCOHO. 


JO 


e 

xd 


de 


de^i  • 

xc 


c dc'+^i  c 
e 


xb 


bcdc'^kc-^be 
dc'^  I 


'H    n     I  I 


^■«i 


ycde'+*hc'^be^de^+*  i.    Pénultième  fomme. 


xa 


abcde^^ahc^^abe^^^adc^ia 

cde-hc^+*e. 


abc  de  -+*  ab  c  ^  a  h  e  ^ade^+^a^cde^+^c^+^e. 

dernière  fomme. 


f ^4  Analyse    générale^ 

Avertijfement.  Comme  il  cft  très- important  de  fuivre 
exaâement  les  régies  prefcrites  ci-defTus  dans  la  forma- 
tion à^^  colonnes  du  triangle  des  rapports  ,  puifque  le 
*  moindre  changement  gâteroit  tout ,  j'ai  )ugé  à  propos 
'  d'entrer  dans  un  plus  grandxiétail  dans  régies  qui  fuivent 
en  déterminant  toutes  les  parties  du  triangle  des  rap- 
ports ,  afin  que  le  leâeur  ne  puiffc  pas  fe  tromper  \  en- 
fuite  je  verrai  Tufage  de  ce  triangle  des  rapports  & 
'  des  feries  qui  enréfultent. 

1^^.  Régie  générale  pour  former  les  colonnes  du  triangle 
des  Rapports  y  fur  des  quotients  générateurs  donnez^. 

Chacune  des  colonnes  du  triangle  des  rapports  a  fon 
\  quotient  générateur  propre  &  particulier^  qui  a  le  même 
'exppfapt  qui  marque  le  rang  qu'il  occupe  dans  la  pre- 
mière dirpofition  des  rangs  des  quotients  où  ils  font  ran- 
gez  par  Ânalyfe;  ainfî  le  troifiéme  quotient  eft  le  quo- 
tient propre  de  la  troifiéme  colonne ,  le  cinouiéme  quo- 
tient eft  le  quotient  propre  de  la  cinquième  rolonne^  &c. 

Chaque  colonne  outre  fon  quotient  propre  contient 
cncDre  tous  les  quotients  qui  le  précèdent  dans  l'ordre 
d'Analyfe,  ainfi  la  troifiéme  colonne  contient  outre  fon 
quotient  propre  les  deux  quotients  qui  le  précédent ,  qui 
font  le  premier  &:  le  fécond  comme  multiplicateurs  \  de 
même  la  cinquième  colonne  outre  le  cinquième  quotient^ 
qui  eft  fon  quotient  propre  ,  contient  encore  comme 
multiplicateurs  les  quatre  quotients  précédens^â^  ces  mul- 
tiplicateurs donnent  chacun  leurs  produits ,  que  je  dif-* 
tingue  dans  la  colonne  par  ordre  i".  ^^.  5^&c•prod1lits« 

Chaque  colonne  confidérée  dans  fa  figure  contient 
d'abord  en  tête  un  triangle  reâangle  qui  contient  un 
fêul  terme ,  c'efl  toujours  l'unité  confiante  mife  pour  pre- 
mière fomme  analogique  ^  lerefle  eft  un  parallelograme 
partagé  en  plufieurs  cellules  ou  carreaux. 

Chaque  cellule  a  la  forme  d'un  parallelograme  ^  & 


Litre  second.  ^6$ 

contient  quatre  rangs  ou  quatre  termes  ;  fçavoir^un  ter-* 
me  pour  chaque  rang  :  le  premier  rang  efl:  un  quotient^ 
le  fécond  efl:  un  quotient  précédent  comme  multiplica- 
teur )  après  ces  deux  rangs  ou  termes  ,  cd  une  ligne 
ponâuée  pour  les  féparer  des  deux  rangs  fuivans ,  le  troi- 
fiéme  terme  eft  un  produit  ,  le  quatrième  terme  eft  aU 
ternativement  ou  une  fomme  répétée  ou  un  quocient  ré- 
pété. 

Le  nombre  des  cellules  eft  déterminé  par  Texpofanc 
même  de  la  colonne  auquel  il  eft  égal  moins  un;c'eft* 
à-dire  que  la  cinquième  colonne  dont  Texpofant  eft  ^, 
contient  quatre  cellules  de  quatre  rangs  ou  de  quatre 
termes  chacune ,  la  troifiémc  colom|p  contient  deuxcel-' 
Iules  j  la  féconde  colonne  ne  contient  qu'une  cellule^  8c 

la  première  colonne  n'a  point  de  cellules,  puifque  i 1 

=  o ,  ainfi  elle  ne  contient  que  deux  termes ,  dont  le 
premier  eft  Tunité  conftante  qui  eft  en  téce  dans  fon 
triangle  re£i:angle ,  &  au-deiTous  un  feul  rang  qui  eft  le 
premier  quotient ,  c'eft  le  premier  rang  en  bas  ,  ou  le 
dernier  fi  Ton  veut,  qui  étant  prolongé  contient  la  der- 
nière fomme  de  toutes  les  colonnes  ,  &  qui  en  eft  abfo- 
lumen t  fépaté  de  même  que  k  triangle  qui  eft  en  tête 
de  chaque  colonne. 

Seconde  Règle  four  le  nombre  des  termes  contenus  dans 

chaque  colonne  en  farticulier. 

Le  nombre  des  termes  de  la  première  colonne  eft  t^ 
elle  ne  peut  en  avoir  moins,  c'eft  un  rapport  exprimé  par 
une  fradion  qui  a  deux  termes ,  fon  numérateur  &  fon 
dénominateur. 

Dans  chaque  colonne  le  nombre  des  fermes  croît  de 
4,  c'eft-à  dire  d'une  cellule  entière  d'une  colonne  à  celle 
qui  la  fuit  de  gauche  à  droite  fuivant  cette  progreifioAa 


$, 46^  Analyse    générale, 


êoUnms 


tiennes.    J      ^    •    2.<»^    y.      4  .      J^      6  •      7  .  «C 

Expfi/snt  du 
nêmhf9dis\       %.        tf.       jo.      I4«      lS«     12..     %6.    &C. 


iârmis» 


Troijiime  Règle  four  la  qualité  des  fermes. 

Il  y  a  trois  cfpéces  de  termes  dans  chaque  colonne  ; 
(çavoir^  des  quotients  ^  des  produits  &  des  (ommes  »  qui 
reviennent  toujours  de  la  même  manière  ^  dans  le  même 
ordre  dans  les  quatre  termes  de  chaque  cellule  dans  cet 
ordre;  fçavoir,  i».  une  fomme,  x^.  un  quotient  multi- 
plicateur, 3^.  un  produit,  40.une  fomme ,  excepté  dans 
la  première  cellule  dffihit  le  premier  terme  eft  le  quotient 
propre  delà  colonne,  mais  il  eft  confidcré  comme  une 
fomme  dans  les  autres  cellules ,  ce  premier  terme  eft  la 
(bmme  des  termes  de  la  cellule  précédente. 

De  telle  forte  que  dans  la  première  cellule  de  chaque 
colonne ,  le  premier  terme  eft  le  quotient  propre  &  par* 
ticulier  de  cette  colonne. 

Le  fécond  terme  dans  toutes  les  cellules  eft  le  quo^ 
tient  précédent  comme  multiplicateur. 

Letroifîèmetermeeftle  produit  des  deux  termes  prc- 
cédens ,  defquels  il  eft  fépaté  par  une  ligne  ponâuée. 

Le  quatrième  terme  eft  toujours  le  premier  terme  de 
la  cellule  précédente  répété  &  confidéré  comme  une 
fomme. 

Car  chaque  fois  qu'on  employé  pour  multiplicateur  un 
quotient  qui  précède  le  quotient  propre  de  la  colonne  , 
il  occafionne  toujours  un  quatrième  terme  qui  fuit  fon 
produit ,  qui  eft  néceflairement  la  répétition  d'une  fomme 
précédente  ^  ce  qui  donne  la  fomme  qui  fait  le  premier 
terme  de  la  cellule  fuivante. 


Livre    second.  5^7 

Tremier  ufage  du  triangle  des  Raiforts  ,  ou  examen  de  la 
férié  fondamentale  des  Rapports  trouvez*  par  le  moi  en 
du  triangle  des  Rapports, 

Le  but  de  la  conftruâion  du  triangle  des  rapports , 
confifle  à  trouver  les  termes  d'une  férié  de  rapports  oui 
fraftions ,  qui  expriment  le  plus  exaûement  qu'il  eft  pof- 
iible  le  rapport  propofé;  or  dans  chaque  colonne  c'efl:  la. 
pénultième  fomme  &  la  dernière  qui  font  les  termes  qui 
compofcnt  les  rapports  chercbex  (elon  cet  ordre. 

Ç  pénultième  ,  . 

-.  \  I  b  ahc^ï  a -Hr 

lomme  <  —    —- — —    — — icc^ 

(dernière        ^'   ^*-Hi,        hc^i 

dans  le  triaugle  des  rapports  analytique. 

Mais  dans  le  triangle  numérique  &c  particulier ,  j'ai 

C  pénultième 
r  ^  ^  I      I       8      17     178 

lommc  •<  -^  —    —    -JL    — i —     g^ç 

(  dernière        4.  î  >    39>  «3  >  8^9  , 

Ces  fraûions  ou  ces  rapports  ont  été  trouvez  par  le 
moïen  des  quotients  générateurs  pris  dans  Tordre  d*A- 
nalyfe,  mais  fi  on  les  avoir  pris  en  ordre  de  Synthéfe ,  on 
auroit  les  mêmes  rapports  dans  un  ordre  renverfé  qui  eft 
celui  dont  on  a  befoin  &l  tel  qu'il  fuit  ;  fçavoir  ,  dans  l€ 
triangle  des  rapports  analytique  &  univerfeL 

dernière  /    .  /     , 

^  ,  4      4  ^ -H  I     abc^^i  a^Cy 

fomme  i  —  '■■    - — 7-— — —  sccr 

pénultième   i>  ^      >         ^^-Hi 

c'eft  la  vraïe  férié  primitive  &  fondamentale. 

De  même  auffi  dans  le  triangle  numérique  &  particu- 
lier j'ai  la  (crie  primitive  &  fondamentale^  en  rcnverfanif 
de  même  tous  les  termes. 
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Ç  dernière 

fommcJ     ^        ^        1    JL    i£    il    Ifl    g^c^ 
/   pénultième    i,     i,     8  >    17,  178» 

De  cecce  force  pour  avoir  la  ferie  primitive  &  fon- 
damentale ,  je  prends  de  chaque  terme  dans  la  bafe  du 
criangle  pour  numérateur  la  dernière  fomme^^  pour  dèno* 
.minateurla  pénultième  fomme  de  chaquecolonne,&la 
fèrie  étant  ainfî  trouvée  dans  laquelle  chaque  terme  ap- 
proche de  plus  en  plus  de  la  valeur  du  rapport  donné  ; 
j*ai  deux  moïens  pour  la  perfeûionner. 

Le  premier  moïen  confifte  à  continuer  indéfiniment 
cette  fèrie ,  i^.  ou  en  augmentant  la  fuite  du  nombre  des 
termes ,  puifque  les  plus  éloignez  expriment  plus  exac- 
tement le  rapport  cherché  ,  1^.  ou  en  fautant  pluûeurs 
termes  pour  avancer  plus  yîte  dans  une  progreifion  arith- 
métique quelconque  ,30.  ou  en  fautant  plufîeurs  termes 
dans  une  progreifion  géométrique  qui  eft  encore  plus 
prompte ,  &  qui  avance  à  pas  de  géans. 

Le  fécond  moïen  de  pcrfedionner  la  (erie  primitive 
^  fondamentale  trouvée  par  le  triangle  des  rapports  p 
confifle  à  trouver  d'autres  fériés^  qui  foient  dérivées  4^ 
celles-ci  par  addition  ou  fouftraâion ,  &c.  j'expliquerai 
ces  deux  moïens  dans  le  détail;  mais  auparavant  je  veux 
donner  les  limites  de  chaque  terme  de  cette  (crie  primi- 
tive &  fondamentale  y  pour  connoître  l'erreur  qui  Cç 
trouve  dans  chaque  terme ,  foit  par  excès ,  foit  par  dé- 
faut. 

DES   LIMITES. 

four  connêhre  P erreur  foit  far  excès  y  foit  fât  défaut  dân$ 
chaque  terme  de  la  férié  primitive  ç^  fondamentale 
réfuttante  du  triangle  des  rapports. 

Comme  le  rapport  donné  eft  irrationel  de  fa  nature, 

il 
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il  efl:  impoflîble  de  Texprimcr  exadcment  fans  une  divi- 
fîon  pouffée  à  l'infini ,  ce  qui  cft  encore  impoflible  dans 
la  pratique  ;  ce  que  peut  faire  de  mieux  une  intelligence 
bornée  telle  qu'eft  Tefprit  humain,  c'eft  d'exprimer  ce 
rapport  par  une  férié  de  fradions  rationellcs ,  dont  les 
termes  approchent  le  plus  qu'il  eft  poflible  alternative- 
ment ,  ou  par  excès  ou  par  défaut ,  &  dont  l'erreur  foie 
non  feulement  infenfible,mais  la  moindre  qui  foitpoC- 
fible  ;  &  pour  en  juger  il  faut  connoîtrc  &  déterminer 
avec  précifion  Terreur  de  chaque  terme  de  la  férié,  foie 
par  excès  foit  par  défaut. 

Dans  le  triangle  des  rapports  numérique  &  particu- 

A  * 

lier  ci-deflus,  foit  le  rapport  donné  ffï  ==  "b"^"^^  ~> 
j'ai  trouvé  en  lettres  la  férié  primitive  &  fondamentale 


I     ^  ^  >  ^r-4-  I  >  ycd 


—  f 


shcde  -4-  abc   -4-  ahe^ade^a  ^  e  de  «+  c  '+g'+      ^ 


b  c  de  — f«  b  c  ^^bi  — +-  d  e 

La  même  férié  primitive  &:  fondamentale  trouvée  en 
nombres  pour  le  rapport  donné  ^r  ^^ 


I      >  I      >  «       >  17      ^178 

Dans  cette  férié  chacun  des  termes  eft  fuivi  alterna- 
tivement du  figne-f»  &: ,  parce  qu'ils  expriment  al- 

ternativemenr  par  défaut  &:  par  excès  le  rapport  donne 
en  plus  petits  nombres  toujours  premiers  entre  eux ,  puis- 
qu'ils n'ont  que  l'unité  feule  pour  commune  mefure ,  8C 
par  conféquent  c'eft  Texpreffion  la  plus  fimple  &  la  plus 
exaâe  qui  foit  poiHble  du  rapport  des  deux  nombres  don- 
nez ;  pour  s'en  convaincre  ,  il  n'y  a  qu'à  appliquer  ici  les 
régies  des  limites  expliquées  ci-defFus ,  comme  il  fuit. 

Dans  la  férié  primitive  &  fondamentale  en  lettres  ^ 

le  premier  terme—  donne  le  rapport  j-  par  défaut,  car 

le  numérateur  a  eft  un  quotient  défedif  par  la  conftruc^ 
Analyfc.  tft 
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tion  du  triangle  des  rapports  analytique  ;  puifqu'il  laiflc 
un  refte,  &  que  ce  quotient  eft  impair,  étant  unique.  Donc 
fuivant  les  régies  des  limites  ,  il  exprime  par  défaut  le 
rapport  donné ,  c'eft  pourquoi  ce  numérateur  doit  être 

fuivi  du  figue  -t-  ,  ainfi  -j — ,  fes  limites  font  i  —  i  , 


«  a 

car 


I— 1-^« —  I  b  • 

Le  fécond  terme      "T'      doit  être  futvidu  fignc 

parce  qu'il  exprime  par  excès  le  rapport  donné  -^  par  fa 

conftru£Vion,  fes  limites  font  h  -+-  i ,  fuivant  les  régies 
expliquées  ci-dcflus  page  370  &  499. 
Tous  les  autres  termes  (ont  de  même  alternativement  par 
défaut  &  par  excès ,  on  en  trouvera  facilement  les  limites 
par  la  régie  de  trois ,  comme  il  eft  explique  ci^deffus. 

Des/Ecries  dérivées. 

De  la  première  férié  trouvée  ci  -  defïus  par  Je  triangle 
des  rapports  qui  eft  la  férié  primitive  &  rondamentale , 
on  peut  former  plufieurs  autres  fériés  dérivées  en  joi- 
gnant enfemble  deux  tetmes  de  la  férié  primitive  ,  ou 
plufieurs  comme  il  fuit. 

i^.  La  féconde  jferie  qui  eft  la  première  des  fériés  dé- 
rivées fe  forme  en  joignant  enfemble  deux  à  deux  les 
termes  de  la  férié  primitive  qui  font  toujours  alternati- 
vement par  excès  &  par  défaut ,  je  retranche  Texccs  des 
termes  qui  donnent  trop  pour  Tajouter  aux  termes  qui 
ne  donnent  pas  affez. 


Ainfi  du  fécond  terme  — — 7-^ — ,  j'ôtc  Lilîl ,  le  rcôc 


eft  ~  ,  qui  étant  ajouté  au  premier  terme  qui  ne  donne 


pas  aflez ,  la  fommc  eft  '^      ■+■77,  ce  font  les  deux  pre- 
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micrs  termes  trouvez,  qui  font  trop  grands,  car  c*eft 

n,       ,  duquel  j  ote  le  f.  terme TbTJ^i 

Icrefte  eft     .,  '       ,  qui  fera  letroifiémc  terme  de  lafé- 

rie  dérivée  j  pour  la  preuve  il  fuffit  de  faire  ropération 
qui  fuit. 

car      lab  -f-   i 
X  i  h  c  —H  I 


i  ah  h  c  -t-  lab  -4-  l  bc  -4-  l. 


Et  i  a  bb  c  -H  I  a  -t-  i  c 
X  I  b 


I  ab  bc  -4-  lab 


or  ôtant  ce  fécond  produit  du  premier ,  le  refte  eft 

,  c'cft  le  troifiéme  terme  do 


la  féric  dérivée ,  &  ainfi  des  autres  termes  à  l'infini. 

Par  ce  moïen  je  forme  la  féconde  férié  qui  fuit,  qui 
eft  la  première  férié  dérivée  de  la  féric  primitive. 
i^^       2^.         3^.  terme  4^.  terme. 


I 


y  ibbc'^iS      ^      ibbccd'-^ibbc'^i.bcd'^ib^ii 


ibbccdde  -^i  bb  c  d  f  &c. 

Dans  laquelle  ,  10.  tous  les  numérateurs  (ont  Tunitc 
conftante,  ce  qui  rend  cette  férié  la  plus  (impie  qui  foit 
po(rible ,  &  les  dénominateurs  de  chaque  terme  font  tou- 
jours le  produit  des  dénominateurs  des  deux  termes  qui 
ont  fcrvi  à  former  ce  terme ,  qui  ne  font  que  des  parties 
aliquotes  de  l'unité  qu'il  faut  fouftrairc  &  ajouter  pour 
avoir  le  rapport  cherché. 

i'\  Tous  les  termes  ont  alternativement  le  (îgnc 
&  -—  après  le  premier  terme  dans  cette  férié. 

ttfij 
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Remarque.  Il  cft  plus  facile  de  former  cette  féconde 
ferie  en  nombres  qu'en  lettres ,  parce  que  dans  Faddition 
des  grandeurs ,  littérales  elles  rcftent  toutes  entières  & 
confervent  le  même  nombre  de  termes ,  au  lieu  que  dans 
Texpreffion  des  nombres  ,  l'addition  les  réiinit  dans  un 
feul  terme  ou  dans  une  feule  fomme ,  ce  qui  rend  cette 
féconde  ferie  beaucoup  plus  fimple  lorfqu'elle  eft  expri- 
mée en  nombres ,  que  lorfqu'elle.  cft  exprimée  en  lettres, 
la  même  chofe  fe  trouve  encore  dans  la  fouftradion ,  où 
Texpreffion  en  nombres  conferve  le  même  avantage,  mais 
dans  la  multiplication  &  dans  la  divifion  où  il  efl  nécef- 
faire  de  connoître  tous  Içs  termes  ,  l'expreffion  littérale 
a  l'avantage  au-de(fus  de  rexpreflion  en  nombres  àc  lui 
cft  préférable. 

Formation  de  la  féconde  fit  te  qui  efl  la  première  dérivée 

en  nombres  de  l'équation  primitive. 

I^^  terme,   z^.    3^    4c,    yc,  terme. 

Série  primitive.        ±.  1.     ^.  ff .   -ffl.    &c. 

J'opère  comme  dans  Texpreflion  littérale  en  prenant 
toujours  deux  termes  ,  &  ôtant  le  premier  du  fuivant 
après  les  avoir  réduit  au  même  dénominateur  ,  ainfi  de 

I,  j'ôte  *,  c'eft  \  —  ±  =  PLLZii2i± _  1=1  _,  . 

voilà  le  fécond  terme  trouvé  pour  la  féconde  férié  que  j'a- 
joute au  i".  terme ,  ainfi  les  deux  premiers  termes  font  1 
•*+-  T  =  i ,  cette  fomme  eft  trop  grande ,  j'en  ôte  le  troi- 
fiéme  terme  de  la  férié  primitive  -^ ,  c'eft  i il ,  je 

les  réduis  d'abord  au  même  dénominateur  ==  ^— 

I X  a 

T7F  ==  — 5 —  =  1 ,  c  eft  le  troifieme  terme  de 

la  férié  dérivée ,  que  l'on  continuera  de  même  à  l'infini, 

autant  qu'on  voudra. 

Série  dérivée     ^  +  î-  —  î  Hr  &:c.  où  les  termes  ont  ak 
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tcrnativcmcnt  les  fignes  -4-  & après  le  premier. 

Cette  férié  eft  la  plus  fimple  6c  la  plus  commode  d& 
toutes  les  fériés  qu'on  peut  dériver  de  la  férié  fonda- 
mentale ,  foit  par  l'addition  de  plufieurs  termes  excé-^ 
dans  &c  la  foultraâion  des  termes  défaillans ,  foit  en  com-^ 
parant  de  toutes  les  manières  &  dans  toutes  les  combi- 
naifons  poflSbles  les  termes  de  la  férié  primitive  ,  ce  qui 
donne  autant  de  fériés  dérivées ,  mais  cette  première  dé- 
rivée aïant  toujours  l'unité  coudante  au  numérateur ,  elle 
cft  la  plus  commode ,  parce  qu'il  eft  facile  de  voir  la  pro- 
greflion  qui  règne  dans  les  dénominateurs ,  qui  ne  font 
que  des  parties  aliquotes  de  l'unité  qu'il  faut  ajouter 
Se  fouftraire  pour  avoir  le  rapport  cherché  3  mais  ces 
fériés  dérivées  font  très-utiles  dans  la  reâification  &:  la 
quadrature  des  lignes  courbes  ,  &  dans  tous  les  Pro- 
blèmes où  il  entre  des  racines  irrationellcs  ,  c'eft  pour- 
quoi nous  les  renvoyons  dansl'Analyfe  particulière, c'eft 
leur  place  naturelle,  parce  que  nous  en  ferons  en  même 
tems  l'application  aux  lignes  courbes  ,  où  l'on  en  a  bc- 
foin. 

De  la  Méthode  inverfe  du  triangle  des  Rapports. 

Le  triangle  des  rapports  qui  eft  expliqué  ci-defFus 
donne  infailliblemeut  toujours  la  féric  la  plus  parfaite 
qui  exprime  le  plus  exadcmcnt  qu'il  eft  poflible  le  rap- 
port ou  la  racine  irrationelle  cherchée. 

Ce  triangle  eft  un  inftrument  univerfel  pour  trouver 
les  rapports  de  tous  les  nombres  irrationaux  &  de  toutes 
les  racines  irrationelles  de  tous  les  dcgrez  à  l'infini,  car 
ce  que  nous  expliquons  ici  dans  le  détail  pour  le  fécond 
degré,  doit  s'appliquer  également  à  proportion  dans  tous 
les  degrez. 

Mais  il  y  a  deux  manières  de  propofer  un  rapport  > 
la  prcxniére  manière  que  je  nomme  le  Rapport  direct  , 
eft  lorfque  le  rapport  eft  exprimé  par  deux  nombres  qui 

ttt  iij 
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forment  une  fradion ,  alors  il  faut  opérer  direâ:emcnt 
fur  les  deux  nombres  donnez  ,  divifer  le  plus  grand  par 
le  plus  petit  ,  ce  qui  donne  un  premier  refte  ,  enfuite 
continuer  à  divifer  le  plus  petit  par  le  premier  refte  ,  ce 
qui  donne  un  fécond  refte,  &  ainfi  de  fuite,  jufqua  ce 
que  l'on  trouve  un  dernier  divifcur  exaft  &  fans  refte  , 
&  les  quotients  que  Ton  trouve  par  chaque  divifion  , 
fervent  de  matériaux  pour  former  le  triangle  des  rap- 
ports expliqué  ci-deffus  dans  cette  fedion. 

La  féconde  manière  que  je  nomme  la  Méthode  in* 
verfe  du  triangle  des  rapports  ,  cft  lorfque  le  rapport 
propofé  eft  inconnu  &  n'eft  point  exprimé  par  deux 
nombres  qui  font  une  fradlion  ,  mais  que  Ton  propofc 
feulement  la  période  réglée  des  quotients  qui  réfulte  de 
la  divifion  du  rapport ,  &  dans  ce  cas  il  s'agit  par  le  moïen 
de  la  période  de  ces  quotients ,  de  trouver  les  deux  nom- 
bres qui  ont  ce  raport,  &  même  tous  les  nombres  qui 
ont  le  même  rapport  en  réitérant  la  période  des  quo- 
tients qui  cft  toujours  la  même  ;  nous  en  avons  donné 
un  exemple  fur  la  fin  de  la  Sedion  précédente ,  p.  509. 

Ceft-à-dire  que  la  Méthode  direde  du  triangle  des 
rapports  cherche  les  quotients  du  rapport  de  deux  nom- 
bres donnez  &:  connus  ,  la  Méthode  invcrfe  au  contraire 
cherche  les  deux  nombres  inconnus  dont  le  rapport  cft 
exprimé  par  une  férié  de  quotients  donnez  &c  connus. 

Former  Li  Série  générale  des  Périodes  réglées  des  nombres 

irrationaux  en  général. 

Toutes  les  périodes  réglées  des  quotients  générateurs, 
commencent  après  le  premier  quotient  qui  eft  hors  d*œu- 
vre  &  qui  ne  fe  répète  point  &  s'étendent  depuis  le  fécond 
quotient  jufqu'à  celui  qui  eft  précifément  double  du  pre- 
mier inclufivement ,  &  la  divifion  continuée  indéfiniment 
donne  toujours  la  même  période  de  quotiens  qui  fe  répète 
à  l'infini ,  quelquefois  il  n'y  a  qu'une  feule  période  ^  c'cft 
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lorfque  le  premier  divifeur  revient  le  premier  dans  Topcra- 
tion  ;  &c  quelque  fois  il  y  a  deux  périodes ,  c'eft  lorfque  le 
premier  nombre  qui  revient  n'cft  pas  le  premier  divifeur. 
Exemple.  Pour  trouver  le  rapport  de  i  àv^~,  je  cher- 
che la  racine  quarrée  de  z ,  j'ajoute  des  zéros  tant  que  je 
veux  après  z ,  ou  Amplement  je  mets  des  points  que  je 
regarde  comme  des  zéros. 

Extraction  de  la  Racine  quarrée  de  z. 


Ç  Dividende.  C   .Retient. 

\   1.  oo.  oo.  &c.    \    14141.  13.  T 


6 


Racines  ou     1 4  141  13.  57 

I . . .  I.        premier  quarré  à  ôter. 

1:00..  premier  refte  augmenté  de  deux  zéros. 
1 : 4  . . . .  p 6 . .  fécond  produit  à  ôter. 

4 :  00.   fécond  refte  augmenté  de  deux  zéros, 
z  :  8  : 1 .  .  z   81.  troifiéme  produit  à  ôter. 

I   19  :  00. .  3«^  refte  augmenté  de  deux  zéros. 
i8:i:4..i  11.96.    quatrième  produit. 

6.  04  :  oo.  quatrième  refte. 
181  :  8  : 1  •  ••  5  6  5    64.  cinquième  produit. 

38.  36:00.  cinquième  refte. 
2818  :  4  :  I  . .  •  1.8  18  41.  fixiéme  produit. 

I  o  07  59:00.  fixieme  refte. 
18184  :  1:3  •  •  848  yi  69.  feptiéme  produit. 

1590631: 00.  feptiéme  refte. 
Z81841  :  6 :  5  ..  I  4  I  4  1  I  3  1  y.  huitième  produit. 

17641775:00.  huitième  refte. 
18 1841  :  70  :6...  16970561  ^6.  neuvième  produit. 
&€.  &c.  &c. 

Au  contraire  fi  j'opère  fur  ces  deux  nombres  donnez 

*n  fraûion  Hi>4ii.3J^j+       i  ^ft        j^faut  & 


100.  000.   00 


;4i-4ii  3j7 —  pj|.  çxcès.   Pour  trouver  la  férié  des  nom- 

lOQ.  000.  000         - 
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bres  qui  expriment  ce  même  rapport  le  plus  cxaftement 
qu'il  eft  poflible  alternativement  par  excès  &  par  défaut, 
je  trouverai  comme  dans  les  deux  opérations  Suivantes  la 
férié  des  quotients  générateurs  i  |  i  1 1  1 1  (  1 1 1  &ccjf 

Première  opération ,  fur  le  rapport  exprime  par  cflfaut. 

Frémi er  Divid. par  défaut       i^i.  ^ii.  ^^6^^\i 

l^^  Divifeur  &  x^.  Divid.  loo.  ooo.  ooo.  f  i^.  ,^uot. 
1^^.  produit  à  oter  •   .   .  .  7    loo.  ooo.  oooi   z« 

l'^^.refie.z^.Divif.cJr  i^*Divid./^i./\,zi.l^6.J  3*^.  ^ot. 
z^.  produit  à  oter 8i.  841.711.^  1. 

x^.refie.  ^^.Divif.é' /^^. Divid.  17. 157.  i88.  f  4^  ^ot. 
l^.  produit  à  oter 34*  3^4*  5761  z 

^^.refie./^.Divif.&  ^'^. Divid.  j.'ioi.jio.J  y^  ^ot. 
û^.  produit  a  oter 14.  2i3.y^o.\   2. 

4C.  reftt.  yc.  Divif.  (jr  6^  Divid.  z.  943. 718. f  6^.  ^^ot. 
jc.  produit  y.  887.  4y  tf.  \  z* 

m  i<  I      ■       Il  ■■  ■  — — — ^ 

y^.  refie.  6^.  Divif.  7^  Divid.  Z.Z19.  3^4-/  7^«  J^^^^« 
é^  produit.  z.  438.  648.\  z. 

6^  rejfe.  7^  Divifeur  8^  Divid.  yoy.  080./  8^  ^ot. 
j^.  produit  I .  o  I  o.  1 60. \   z. 

7^  r^<r.  8"^.  2)/i;//^  ^^.  Divid.  2.09. 1^4./  5^.  J^^/. 

9^.  produit  418.328.1  z. 

I  ■  ■!■  ■^— ^»        ■■ni  il  1    ^— ^.^  j— WF— — — a^— « 

8^  r^^.  9^.  Z)/i;//C  lo^  Divid.  26. 7si*J  10^,  ^uot. 
Si^.  produit  173.  yo4.\  2. 

9^  r^r.  10^  D/v//^  II^  Divid.  3  y.  ^60.  f  II^^l^^^ 
10^.  produit  71.  3  20 A  2. 

»  iiii  ■— ^^— H   I  I        I     '  I  ■  I     ————— 

^o^  refit.  II*.  D/vz/î  j i*.  Divid.       i  j.  43 x.C  i i«.  J^tf/. 

50.  8^4.1   3~. 

4.7^<. 

Les 
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Les  onze  premiers  quotienrs  font  bons  &  exads  ;  mais 

le  douzième  commence  à  écre  faux  par  excès  ;  c'eft  un  } 

au  lieu  de  i ,  parce  que  le  dividende  a  été  pris  un  peu 

trop  petit  dans  fon  dernier  chifre  6. 

Seconde  opération  fur  le  rapport  exprimé  par  excès. 

i^\Divid.farexch.  141.  411.  3y7.~{    ^"-  ^'^'^^*' 
i^'.Divif.&zà.Divid.  100.000.000.   s  ^^'  jouent. 

i^^.refie.i,KBivif.cr     41.411.  357.    /  3^  Quotient. 
^^.Divid.  81.841.714.    \  1. 

17.  157.  i8tf.     f  4«.  ^oncnt. 
34.  314. 571.     L  1. 

7.10^.785.    /    j«.  Retient. 
14.  113.  570.     l  1. 

z.  943.716.    /  6^  ^otient. 
y.  887.  431.     l   z^ 


I .  z  1 9.  3  5  3 .    /   j^.  jouent. 

u    L  z« 


z.  438.706, 


yoy.  010.  f    8S  Retient. 

I.  010.  010.  t  z. 

418.  666.  X   z. 

86.  344.  /  ^o^  ^jéo tient. 

171.  688.  L  ;.. 

36.  64y.  f  \V^.  ^otient. 

73. 190.  \  z. 


13.  054.    /  11^.  Retient. 
i6.  108.     L  I.  H-ouz  — 


10.  537. 
Andyfc.  nun 


j7S  Analyse    générale, 

Les  onze  premiers  quotients  font  bons  &cxaûs,  mais 
le  douzième  eft  faux  par  défaut,  c'eft  i  -f-  au  lieu  de  i. 
parce  que  le  dividende  a  été  pris  trop  grand  au  dernier 
chifre  7. 

TH  EOR  E'ME. 

Tout  rapport  d'inégalité  comme  77,  ou  77  peut  être 
transformé  dans  une  période  de  quotients  réglée  fuivant 
la  progreffion  géométrique  décuple  continue  dcfccn- 
dante  à  1  infini,  i°.  &  le  nombre  des  chifres  néceflaires 
pour  exprimer  chaque  période  réglée  ,  non  compris  le 
zéro  peut  être  égale  au  nombre  d'unitcz  que  comprend 
le  numérateur  du  rapport  qui  efl;  Tantécédent  moins  un. 

Ainfi  dans  77  ,  la  période  réglée  contient  16  chifres 
dont  quinze  font  fignificatifs ,  &  le  16^.  eft  un  zéro ,  car 
les  reftes  de  la  divifion  peuvent  être  i,  z^  3,&c.  jufqu'à 
i^  &  pas  davantage^  ce  qui  donne  ce  raport  comme  17 

•  n    V  .     r  ^  n  X      7^4.  70f.  88i.  ifl.  94  M.  &c 

elt  a  13  ,  amu  loooo,  ggcefta,^^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^ 

-'  '  *  1000.  000.  000*  ooo,  000  occ. 

comme  il  paroît  par  la  démonftration  fenfiblc  de  l'opé- 
ration qui  fuit. 

Démonftration  fenfible  &  particulière  pour  \j. 
Divi/fur  ^  Dividende  ^  Retient 

17    :       ^13:0...  y  0.7^4.705:.  88i.  3yi.  941.  i 

11764.705. 881.  352.941- 1-  If 


'    .    .      119 

11:0 
6  .    .    .     lox 

8:0 
4  ^    •    •     6% 

I  2:0 

7.    •    .      119 

1:0 


/ 
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o    •    •    •    •   o 

loso 

s  ....  s  ^ 


I  j:o 
9  ....  l  }    6 

I   4:0 

i  ....  1  )  6 

4:0 

^ 5  4 

6:0 
3 J  I 

5 8f 

y:o 

2r*«      •      •      «^4 

I  tf:o 
9 I  y  J 

4 6  S 

2:0 

I 17 


3:0 

fin  de  la  I^^  période  I i  7  égal  au  l^^ 

divifcur. 

qui  recommence  à  Tinfîni  15:0.  i^^.  divid« 

7 "9 

11:0 

^     .....    10  2 

8:0 

4 ^8 

I  i:o 

Remarque  fur  les  rej^cs.  Le  Dividende  13  eft  regarde 

uuaij 


/ 


'^So  Analyse  cenerale, 

comme  le  premier  refte ,  car  tous  les  relies  {ont  des  di- 
videndes ,  en  le  comprenant  il  y  a  17  reftes  dans  cet 
cxemple,&  c'eft  tout  ce  qu'il  y  en  peut  avoir  ,  puifque  17 
cft  le  divifeur. 

Remarque  imfortante  dr  fondamentale.  hoïCç^Q  le  pre- 
mier refte  qui  revient  dans  le  cours  de  l'opération  eft 
le  même  que  le  dividende  comme  ici  13  ,  alors  il  n'y  a 
qu'une  feule  &  unique  période  réglée  qui  recommence 
toujours  à  l'infini ,  &  qui  redonne  toujours  la  même  fé- 
rié des  quotients  comme  dans  l'exemple  précédent. 

Mais  lorfque  le  premier  refte  qui  revient  dans  le  cours 
de  l'opération  ,  comme  dans  le  rapport  |— ,  alors  il  y  a 
deux  périodes  qui  compo(ent  la  période  réglée ,  la  pre* 
xniére  partie  fe  termine  à  ce  premier  refte  qui  revient  le 
premier ,  cette  première  partie  de  la  période  fe  borne  là, 
&  ne  revient  plus  ,  mais  la  féconde  partie  contient  la 
période  qui  fuit  après ,  &:  qui  fe  répète  à  l'infini. 

Conclujîon.  C'eft  cette  expreffion  en  parties  décimales 
du  rapport  7^;  fçavoir  0.764,  &c,  que  je  nomme  le  cal- 
cul intégral ,  il  peut  s'appliquer  à  tous  les  rapports  ,  & 
par  conféquent  à  toutes  les  racines  irrationelles  de  tous 
les  dcgrez  à  l'infini ,  &  cette  intégration  eft  incompa- 
rablement plus  facile ,  plus  commode  &  plus  exaûe*quc 
celle  des  progreflions  géométriques  décroiffantcs  à  l'in- 
fini ,  &  l'exprcflîon  fenfible  des  nombres  la  rend  préfé- 
rable à  toute  autre  Méthode  d'intégration,  nous  en  ver- 
rpns  la  preuve  dans  l'application  que  nous  en  ferons  aux 
reâifications  &  aux  quadratures  des  lignes  courbes, de 
leurs  furfaces  &:  de  leurs  folides ,' c'eft  le  fujet  deTAna- 
lyfe  particulière  qui  fera  la  féconde  partie  de  cette  Ana- 
lyfe  complette. 


L  I  T  R  1    troisie'me.  jSi 


LIVRE   TROISIEME- 

Des  Problèmes  indéterminez , 

6c  des  Problêmes  plus  qu'indécerminez. 

M  F  T  H  O  D  E     G  FN  E'R  A  L  E 

Pour  refondre  en  nombres  entiers  les  Problèmes 
indétermineT^ddns  tous  les  cas  pojfibles  k  t  infini. 

LEs  anciens  n'ont  pas  voulu  recevoir  les  (blutions 
irrationelles  dans  les  Problêmes  numériques ,  parce 
qu  crfeftivement  ils  n'ont  pas  regarde  les  irrationaux 
comme  de  véritables  nombres.  Euclide  n'en  a  fait  au- 
cune mention  dans  le  7.  8.  &  9.  livres  de  fes  Elémens 
qui  font  tous  deflinez  aux  nombres,  &  le  deuxième  qui 
auroit  dû  traiter  des  irrationaux  n'eft  exprime  qu'en 
lignes  ,  ils  ont  crû  que  cette  expreflîon  ctoit  la  feule 
exafte  &  naturelle  pour  les  rapports  incommenfurable», 
en  quoi  ils  fe  font  trompez,  comme  l'auteur  de  la  recher- 
che de  la  vérité  t'a  fait  voir,car  les  lignes  ne  parlent  qu'aux 
yeux ,  &  pour  en  connoître  exaclemenr  le  rapport ,  il 
faut  avoir  recours  aux  nombres ,  lefquels  s'ils  font  ra- 
tionaux  expriment  exaûement  &  en  même  tems  d'une 
manière  parfaitement  intelligible  le  rapport  de  toutes 
les  grandeurs,  mais  s*ils  font  irrationaux  ,  ils  expriment 
ces  mêmes  rapports  exaftcment  &  en  même  tems  de  I2 
manière  la  plus  intelligible  qui  foit  poflîble ,  mais  qui  a 
cependant  effentiellement  &  inévitablement  une  inintel- 
ligibilité indéfinie  que  l'on  peut  diminuer  à  l'infini  ,  en 
fubftituant  des  nombres  exads  qui  approchent  toujours 
de  la  valeur  de  ces  irrationaux  par  défaut  ou  par  excèsy 
mais  qui  ne  peuvent  jamais  l'égaler. 


^tt  AkALTSB     GBKBRALfe, 

Euclide  n*a  pas  même  regardé  comme  nombres 
les  fraâions  racionelles ,  la  définition  qu'il  donne  du 
ilombrft  au  coftirtienccment  du  7^.  livre  ne  leur  convient 
pas  plus  diredemenc  qu'aux  irracionaux  ,  effeâivement 
on  ne  peuc  concevoir  de  fradion  abftraice ,  Tunicé  abf- 
craice  étant  indivifible. 

Diophante  n'a  point  admis  les  irratîonaux ,  mais  il  em- 
ployé les  fradions,  &  tous  les  Problêmes  dont  Tégalité 
paflfe  le  premier  degré  font  ou  indéterminez,  ou  reftrains 
par  des  conditions  qui  les  rendent  nécefTairement  ratio- 
naux  ,  &c  il  n*y  a  de  difficulté  &  d'adrefTe  que  dans  les 
Problêmes  indéterminez ,  lefquels  naturellement  tombent 
dans  les  irrationaux  ;  il  faut  entre  une  infinité  de  fohi- 
tions  rationelles  &  irrationelles  dont  ils  font  fufceptibles^ 
fçavoir  former  l'égalité  de  telle  forte  ,  qu'elle  donne 
nécefTairement  une  folution  rationelle ,  de  force  que  les 
Problêmes  qni  font  les  plus  difficiles,  &  même  quelque- 
fois impoffibles  étant  propofés  avec  cette  reftriâion  , 
d'en  donner  la  folution  en  nombres  rationaux ,  font  fi 
faciles  fans  cette  même  condition  y  qu'il  feroit  ridicule 
de  les  propofer, 

Pdr  Exemple.  Divifer  un  nombre  quarré  en  deux  autres 
nombres  quarrez ,  divifer  un  cube  en  deux  autres  cubes, 
&c.  &  ce  n'eft  pas  fans  raifon  que  l'on  s'attache  aux  nom- 
bres rationaux  préférablement  aux  irrationaux ,  car  il  eft 
évident  que  Tefprit  reçoit  avec  plus  de  plaifir  ce  qu'il  ap- 
perçoit  exactement  comme  les  nombres  rationaux,que  les 
irrationaux  qu'il  ne  peut  jamais  apercevoir  parfaitement. 

Diophante  &  les  autres  anciens  n'ont  point  connu  de 
falutions  négatives  ,  &  effedivement  elles  doivent  être 
xejettées,  Icfrfqu'il  y  en  peut  avoir  de  pofitives,  &lorf- 
-qu'il  n'y  en  peut  avoir  ,  le  Problême  eft  abfolument  im- 
poflible  y  car  il  eft  impoffible  de  concevoir  un  nombre 
négatif  pu-rement  &  Amplement  j  effeâivement  les  (b- 
lutions  négatives  d'un  Problême  font  des  (blutions  po« 
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fitives  d'un  autre  Problème ,  quoique  cependant  il  y  aie 
une  très  petite  difFérenee  entre  les  Problêmes  abfolu- 
ment  impoflîbles ,  &  ceux  qui  ne  peuvent  avoir  que  des 
folutions  négatives ,  ou  même  imaginaires. 

Diophante  ne  s'eft  pas  mis  en  peine  d'aller  plus  avant, 
il  me  (érable  au  contraire  qu'on  peut  réduire  à  cinq,les 
difFérens  degrez  de  perfedion  dans  la  folution  d'un  Pro- 
blême. 

Le  premier ,  qu'elle  foit  en  nombres  ratîonaux. 

Le  fécond ,  qu'elle  foit  en  nombres  entiers. 

Le  troilîéme,  qu'elle  foit  en  plus  petits  nombres  qtfii 
foit  poffible  )  le  quatrième ,  qu'on  en  ait  une  infinité. 

Le  cinquième  qu'on  les  ait  toutes  ^  ce  qui  efl  différenc 
du  quatrième ,  car  on  peut  en  avoir  une  infinité^  fans  ce- 
pendant les  avoir  toutes ,  par  exemple ,  on  trouve  une 
infinité  de  nombres  propres  aux  triangles  rcâangles  par 
la  règle  des  quarrez  impairs,  mais  on  ne  les  trouve  pas 
tous  ,  car  on  ne  trouve  pas  ,  par  exemple,  8  :  ly  :  17  : 

De  tous  ces  degrez  de  perfedion  ,  Diophante  ôc  leg 
anciens  ne  fe  font  mis  en  peine  que  du  premier  ,  mais 
il  eft  aifé  de  voir  qu'ils  ont  eu  tort  de  négliger  les  autres^ 
&  pour  ne  parler  que  des  folutions  en  nombres  entiers^ 
il  eft  évident  que  les  réfolutions  en  nombres  entiers  ont 
fur  les  folutions  en  fractions ,  à  peu  près  tout  l'avantage 
que  les  folutions  rationelles  ont  fur  les  irrationelles. 

Voici  e^  peu  de  mots  Toccafion  ^  la  mapiére  dopt  j'ai 
trouvé  la  Méthode  ,  un  de  mes  amis  m'ayant  dit  qu'il 
iè  trouvoit  embarraHc  dans  la  folution  d'up  Problênie 
de  Diophante ,  qui  n'étoit  cependant  que  du  prefpiei^ 
degré,  me  pria  de  lui  en  envoyer  la  folution  Mèthodiqye, 
parce  qyo  ceile  de  Diophante  lui  paroifToit  embrouillée 
&  peu  naturelle. 

Voici  le  Problème  tirée  de  Diophanteji v.  t.  prpp.  1 8, 
trouver  trois  nombres  tels  que  fi  on  oiis  U  cinquième 
partie  du  premier  plus  6  ,  &  qu'on  l'ajoute  au  fécond  ^ 


'^ 


5S4  Analyse    geheralc, 

après  en  avoir  ôcé  la  fixiéme  partie  plus  7 ,  pour  Tajou- 
ter  au  croifiéme  ,  après  en  avoir  ôcé  la  fepciéme  partie 
plus  8  pour  rajouter  au  premier ,  ce  qui  rcfulte  de  Tad- 
dition  èù  de  la  fouftradion  faite  fur  de  certains  nombres 
fafTe  trois  nombres  égaux. 

Voici  comme  j*opérai ,  foit  pour  éviter  les  fradions. 

Le  premier  .  .  ^  x 

Le  fécond    .  .  6  x 

Le  troifiéme  . .  7  ;& 
ôtant  du  premier  la  cinquième  partie  -+-  6 ,  il  refte  4  x 
-m — 6,  auquel  refte  il  faut  ajouter  la  feptiéme  du  troi- 
fiéme -+-  8 ,  ce  qui  fait  4  x 6  -+-  z,  -H  8 ,  ou  4  x 

z  -4-  z  pour  premier  nombre  réfultant. 

Otant  la  fixiéme  partie  du  fécond  -+-  7  ,  il  refte  y  jt 
7  , auquel  refte  aioutant  x  -H  é,la  cinquième  par- 
tie du  premier  félon  le  Problème ,  on  a  pour  le  fécond 
nombre  réfultant  y^ 7  -+-  X'+-  6  jOn  y^'-H  x  —  1. 

Enfin  ôtant  du  troifiéme  fa  feptiéme  partie  -f-  8  ,  & 

au  refte  €  z. 8  y  ajoutant  la  fixiéme  partie  du  (econd 

-+-  7 ,  qui  eft^  -t-  7,  on  aura  6  z  8  H-  /  -+-  7 , 

ou  6z  -+-/ I ,  pour  troifiéme  nombre  rèfultanr. 

Il  y  donc  égalité  entre  ces  trois  nombres  réfulcans. 
4  X  -H  it,  -H  z 

6  z,  -+-  y I 

dont  on  peut  former  deux  égalitez  ^  &  comme  il  y  a  trois 
inconnues  ,  il  eft  évident  que  le  Problème  eft  indétermi- 
né ,  c'eft  pourquoi  nous  pouvons  à  difcrétion  réduire 
deux  des  inconnues  à  Texpreffion  complexe  des  nombres 
connus  &  de  la  troifiéme  inconnue. 

Ainfi  par  la  première  égalité  4  x  •+•  z»  •+•  %  5==  y  y 

.H-  X I,  on  a  cette  égalité  a  =  y^  —  j  X 3. 

Par  la  féconde  égalité  4  x  -4-  z»  -f-  2=1 6  z^^^y-^  i. 

on9^Zi  s=!  '■■  U  comparant  ces  deux  valeurs  de  j&, 

00 
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•  » 

on  aura  i-î-^^till2  ===  y^ 3  at 3.  Et.cn  mul- 
tipliant touç  par  y ,  on  .^ur^^  4  x  Hh  3  — —^y  ==  z.j  > 

iy;4-  3  ,  c'cft-à-dirc  ,  16  y  =  19  a:  -f-  I.&. 
Et  y  =  111II1L.  Or  en  fubftituant  cette  même  valeur 
dans  Fcgalité  z,  ==  y^  3  x  3  ,  on  aura  cette 


autre  égalité  z»  =  ^^^^^^^ 3  x  — ^  3  ,  c'cft-à-dirc , 

^  17  X-t-  Il 


multipliant  en  croix  pour  ôter  l'entier 

de  la  fradion,  &  ôtant  des  numérateurs  %6  autant  qu'il 

eft  poffible,  c'cft-à-dire  trois  fois,  à  caufc^e 3  x, 

car- — 3x16== — --78X  — 78.  '     '       : 

Le  Problême  eft  donc  réduit  à  fa  dernière  &  plus  fîm* 
pie  expreflion  d'égalité  ,  par  conféquent  il  eft  indéfini- 
ment réfolu ,  car  quelque  nombre  que  je  prenne  pour  Xy 
les  valeurs  de  j^  &  de  z.  font  trouvées  ;  mais  il  s'agit  de 
trouver  des  nombres  entiefs,  il  faut  donc  .que^  étant  égal 

I9x—f-i8 


à  '^''"^'''-  &  z.  étant  égal  à  îliïtii-*,  il  -faut  dis-jc  que  pc 

foit  tel  que  fon  produit  par  19  augmenté  de  18  ,  8^  de 
plus  fon  produit  par  17  augmenté  de  i&  ^  foientdivi<- 
îîblespar  x6. 

Or  voici  la  pen(ce  qui  me  vint  là-dcffus  ,  fi  ip  a: 
-4-  1 8 ,  &  17  AT  -+-  12.  font  diyiiîl?les  par  x6 ,  il  eft  évi- 
dent que  leur  différence  Teft  auffi ,  c'eft-à-dire  que  z  ^ 
-+-  6  eft  auffi  divifible  par  %6  ]  donc  fon  multiple  fi^ra  aqffi 
divifible  par  26 ,  c'cft-à-dire ,  confidérar>t  dans  17  x  com- 
bien de  fois  il  y  ai  x  ^  je  l'y  trpuyê  8  foi^j  ainfî  je  mul- 
tiplie 2  AT  -+-  ^x  8  ,  8f  il  eft  -evicient  que  t*  x  -4^  4$ 
fera  auflî  divisible  par  ié,  &  pour  abréger  j'ote  de  l'ab- 
folu  48  le  nombre  %6  autant  de  fois  qu'il  eft  po/fible,  c'cft- 
à-dire  ici  une  fois  feulement ,  &  il  me  refte  \6x  hh  ^^^ 

t  m  • 


^t6  An  AL  Y  SB     GEl^B'RALB,. 

qui  eft  dîvifible  par  i6 ,  or  17  x  -H  11  eft  auffidivifîble 
par  z6 ,  donc  leur  difFcrcnce  x — -10  Tcft  aufli ,  donc  le 

dcaible  de  cette  difFcrence  1  x 2.0  eft  auffi  vifiblc  par 

t6[,  6c  ce  double  t  x  — r-  xo  ,  étant  ôté  dc-irx  wj^  6  ,  il 
reftc  16.  ^    .  ,  r      .  ;    i 

àç  19  x^iZ 
ôtant   17  x*-H  iz 


* 

I^X+  IL 

I7XH-  ïi 

diff. 

*  - 

• 
.   2  AT  — 

10 
■lO 

h. 

reftc 

XAT 

•  16 

20 

ix-h.c^  reftc  ou  différence  i", 
X-  8 
1 6  X -*-  48  Multiple. 
—  itf 


reft.  i6x^  Il  dont  ôtant  z5 

X —  10  refte  &  différence  1^^. 
lAT-^  lo  Multiple. 

Or  d'autant  que  le  nombre  abfolu  étant  zé  /il  eft 
cffeâivement  divifible  par  z6,je  conclus  que  le  Problème 
peut  fe  refondre  en  nombres  entiers  ,  et  qu'il  ne  reftc 
qt^'à  fendre  x  — •  10  divifible  par  :t^.  >       ; 

Je  Aippofe  X  — '  10  ,  égal  à  zéro  qui  eft  la  moin- 
dre   valeur    poffible  ,       "^     ==3  o  ,  ce  qui  donne 

X  =  I  o  qui  fatisfait* 

'Ainfi  fubftitUahtçcttc  valecrr' dans  les  cgalite:^  ci-def- 
fus ,  on  aura  pour  les  trois'  iiombres  cherchez  y  x  ïta^  yo. 
^/  =  48  ,  7  z,  =====  49  ,  qui  font  les  plus  petits  qui  foient 
poffibles,  &  c'eft  la  fdlutîoh  la  plus  élégante  qu'on  puiffe 
défîrer^  ceux  de  Pibphante  font  ^  ,  iîl ,  iîl^ 


7.  donc  7  Zf  ==  49. 

donc  j  x=  yo. 
Si  on  veut  avoir  tous  les  nombres  à  l'infini  qui  fatis- 


,     L  I  V  f  Er      T  R  0  ISJL  E'  M*  5^7 

font  aux  conditions  du  Problème,  il  n*y  a  qu'à  donnerai 
X  les  valeurs  fuivantes. 

X  =  10.  ,.,.. 

X  ==  lo  -+-  1^  qui  cft  le  divifeur*,  ce  qui  dortnc 
pour  les  trois  nombres  cherchez  i8a.  i6;f..i6i. 


10  -4-  XX  26 


X  z=  lo-H   jxi6 

&c.  qui  font  tous  primitifs  ;  mais  leurs  multi- 
ples €ià  fatisfont  pas  généralement. 

Or ,  il  eft  évident  que  tous  les  Problèmes  indéterminez 
peuvent  fe  réduire  aune  formule  femblable  ,  &  parcon- 
féquent  ils  peuvent  être  réfolus  de  la  même  manière  en 
nombres  entiers ,  en  obfervant  ce  qui  efl:  dit  ci-après. 

Voilà  Toccaiion  de  la  première  découverte  ,  je  l'ai 
mieux  digérée  dans  la  fuite,  &  je  Tai  potiffée  à  Tijifini  avec 
un  progrès  qui  m'a  étonné.  En  voici  le  détail  en  com- 
mençant par  les  Problêmes  les  plus  fimples. 


-^-fc^- 


SECTION    PRE  MIEVRE- 

Propofîtion  première  • 

Re/oudre  en  nombres  entiers  un  FrobLême  indéter-- 
miné  ou  il  y  a  deux  gra^ndeurs  inconnues  ^  dont 
r égalité  finale  ne  pajje  pas  le  premier  degré  ^  ^ 
où  une  inconnue  nefi  pas  multipliée  par  Vautre. 

(  On  fuppofe  toujours  quil  y  a  une  fraSiion  dans 
r  égalité  finale  ^  autrement  Un  y  aur oit  point  de 
difficulté  y  Ç^  partant  on  nauroit  pas  befi>m  de 
régie.  ) 

Ous  ces  Problèmes  peuvent  aifémentfe  réduire  à 
Tune  des  quatre  formules  fuivantes. 

XXX  ij 
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-  rc  -,  -  M  X 

A    •  •  «  •y         ■   •— 

t 

2»^»  •  •  •  7  ^■'  I     ■  • — 


3^' 


t 


t 


.c <?  —  *x 

4 


10.  La  première  formule  eft  aifée  ^  il  n'y  a  qu'à  fuppofcr 
4,  &x 


Je  fuppofe  a  &cf  réduits  à  leurs  moindres  termes  fi  Ton 
veut  avoir  les  plus  petits  nombres  qu'il  foit  poflible  ;  ainfi 

on  aura  4  £=i  !!i  ce  qui  donne  4  ==»  a.  Tous  les  multiples 

iatisfont  &  font  les  feuls  qui  puilTent  fatisfaire^ce  qui  don- 
une  folutlon  pleine  &  entière ,  x  icy  étant  comme  4  les 
plus  petits  de  leur  raifon  par  là  • .  du  7  d'Euclide  ^  toutes 
les  valeurs  de  x  &  dej'  font  multiples  de  la  l'^  valeur» 

zo.  Pour  la  féconde  formule  r  ==  2-ï.^ii. 

Préparathm  II  faut  d'abord  réduire  4^-+-  ^  à  fcurs 
moindres  termes.  Enfuite  ôter  de  4  ou  de  ^  tout  ce  qui 
eft  égal  ou  multiple  de^  ;  je  fuppo(è  toujours  dans  cette 
préparation  a  U,q  plus  petits  que  ^ ,  &  la  raifon  de  cette 
préparation  eft  évidente  ;  car  il  eft  certain  que  f  fe  me* 
fure  lui-même  &  ks  multiples  ,  &  par  confequent  s'il  eft 
poftible  qu'il  mefure  le  tout  propofé  ,  il  mefurera  la  dif- 
reiienGe. 

Alnfi  ôtez  4  de/  autant  de  fois  qu  il  eft  poflible^  pré- 
cifcment ,  &  s'il  refte  quelque  chofe ,  foit  ce  rcfte  nommé 
r ,  ôtez  r  autant  de  fois  qu'il  eft  poflible  de  4  ^  &  s*il  refte 
quelque  chofe ^  foit  nommé  ce  fécond  refte/  ;  ôtez  /  de 
r  autant  de  fois  qu'il  eft  poflible ,  &:  ainfi  de  fuite  jufques 
à  ce  que  vous  ayez  trouvé  un  divifcur  fans  refte  ^  ou  que 
vous  foyez  parvenu  à  l'unité. 

Faites  les  mêmes  divifîons  fur  ^  &  fur/ ,  que  vous  avez 


V 
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fait  fur  4  icp ,  en  gardant  les  figncs  -f-  & ,  &  fi  vous 

parvenez  à  Tunitc  ,  ce  qui  arrivera  toujours  lorfque^  icf 

feront  premiers  eotr'eux ,  fi  Tabfolu  reftant  eft s ,  donc 

X  =  s  :  mais  fi  Tabifolu  reftant  eft  -4-  s ,  donc  x  r=xf — / , 
&  toutes  les  valeurs  à  l'infini  font  dans  le  premier  cas* 


s 

p-' 

/-+./ 

z/  —  / 

1/1  -+>  / 

5/-^^ 

ip-^s 

4/  —  -' 

^p-t^s 

r/— > 

&c. 

&c. 

3°.  Dans  le  fécond  cas^  que  fi  Ton  trouve  un  divifccfr 
fans  refte  avant  L'unité ,  multipliez  Tabfolu  /  par  Texpofanc 
de  ce  divifeur  fans  refte;  ajoutez-le  s'il  eft  pluspetit  au 
dividende  prochainement  plus  gt;and,  &  faifantràddition 
ou  la  fouftradion  du  produit ,  l'inconnue  fe  détruira,  & 
fi  Tabfolu  reftant  n'eft  pas  divifible  par  p ,  le  Problême  eft 
abfolument  infoluble  en  nombres  entiers. 

Que  s^il  eft  divifible ,  divifez  Tabfolu  précèdent  par  le 
nombre  des  racines  du  dernier  divifisur  (ans  refte  ,  &  le 
quotient  fera  la  valeur  de  là  racine  s'il  eft  - — ,  ou  fa  dif- 
férence au  dénominateur  s'il  eft  -j-. 

Que  fi  l'abfolu  n'eft  pas  divifible  fans  refte ,  par  le  nom- 
bre des  racines  dû  divifeur  fans  refte ,  le  Problème  eft  in- 
foluble. 

Et  fi  on  a  foin  de  rejetter  tous  les  cKccs  dans  Topération  , 
le  nombre  reftant  fera  le  dénominateur  même. 

4^.  Toutes  les  fois  que  4  &^  font  nombres  entiers,  le 
Problème  eft  foluble  &c  infiniment  foluble ,  parce  que  par 
la  fouftraûion  continuelle ,  on  arrive  à  l'unité ,  &  toutes 
les  fois  que  4  &:^  ne  peuvent  pas  être  réduits  à  moindre^ 
termes  avec  a ,  enforte  que  a  Scf  foient  premiers  y  ou  plus 
fimplement  fi  les  trois  4 ,  /^ ,  ^ ,  étant  premiers  entr'eux  ^ 
4  Sep  font  compofcz ,  le  Problême  eft  impoflible.  Ce  qui 
eft  un  des  plus  beaux  Théoicmcs  qui  puiffcnt  être  trouvez; 
en  ce  genre.  xxx  iij 


.  1 

v^jb  Analyse    g  e^ï  é  li  a  l  e  , 

•  ■  '      ■  * 

EX  E  MPLE    1,         .  '        '  ' 

•  ■ 

Trouver  deux  nombres  entiers  tèU  gtre  le  premier  (iàût 
multiflié  par  7  ,  foit  égal  asi  fécond  mnftr^lie' par  rj  , 
'&  encore  plus  zo.  =".-'./''     c  -   . 

Soit  le  premier  ==  x ,  le  fécond  =^.  Donc  7  jc  î=!  1 3/ 
10.  Donc  X  =  1^^"*^*^  le  Problème  eft  indctermi- 


né  &  réduit  aux  termes  de  la  prppofîtion.  .  . 

Mais  d'autant  que  13  &  zo  (ont  plus  grands  que  7,  je  l'ôte 
die  Tun  &  de  l'autre  autant  de  fois  qu'il  eft  poflible^&  il  me 

irefte  à  rendre  en  nombres  cptiers  — £il^  ^  je  po(c  —  iy 

'•       ^     '  mm  ma  ."''*'       "  7  > 

^y  -  ^      \ 

luu-  ^ -f-ig  ^  doiic^  tsa  ^^&  par  conféqiientî=s  _=-=___ 


¥-=1 


4  qui  fatisfont. 


,   ]'aurois  pu  trouver  premièrement  x  par  la  même  éga- 
lité, 7^  =^=13^-+.  zo.    Donc  15  ^  ==^7Ar— ^zo,  & 


•2^^ — — . ,  &  ajoutant  13a  Tabfolu zo ,  il  fuffit 


de  rendre  en  nombres  entiers  — jr — , 

15  X 

je  pofe  —  7  X  —  7 


refte  6x-+-7 

X 14  ,  &  par  la  règle  x=  14. 

Pour  trouver  tous  les  autres  nombres  qui  donnent  toutes 
les  (blutions  poflibles  à  Tinfini ,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  7  H-  6. 
pour  la  valeur  de  x  continuellement ,  &15  -f-  14  pour  la 
Valeur  de^. 
"'    Ainfî  les  valeur  de  x  feront 

^      y 

©         ■  o  •  •  •  •  14 

7=i3.**.2'7 
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13  •+•7=510.  ...40 
10-1-7  =  17 ....  53 
z7-*-.7=i  54....6^ 

&c.       ££c.        &;c* 

EXEMPLE      IL 

Pour  le  premier  cas  ci-dcflus. 

Trouver  deux  nombres  tels  ,  4jue  fi  le  fremier  donne  a^ 
fécond  fa  cimjuiémt  partie  -4-  J  ^  &  le:  fécond  donne  au 
fremier  fa  fixiéme  partie  -H  i}  y  l^s  deux  nombres  r/- 
fuit  ans  foient  égaux. 

Soient  d'abord  ces  denx  nombres  x  Scj.  Donc  ôtanc 
la  cinquième  partie  du  premier  x  -f-  7 ,  il  refte  f  x  ~  7 , 
auquel  ajoutant  la  fixieme  partie  du  fécond  ^  -t- 1 3  > 
c'eft-à-^dîref;' HH  13.  Le  premier  réfulcant  cft 

c'cft-à-dire ,  y  AT -4- I  jr  H- tf. 

De  même  ôtant  du  fécond^  fa  fîxiéme  jpartie'  -+•  r  3 , 

il  refte  ^/ 13  ,  auquel  ajoutant  ■]•  a:  -4-'  7.  Le  fécond 

rcfultant  ^j  -+-  7  x  —  6  =3=^»  j  x  -H  ^7  "^  ^  >  q^i  ^^ 
le  premier  réfultant. 

Et  multipliant  tout  par  30  pour  ôter  les  fraftions  ±  6c 

7 ,  j'ai  cette  égalité  1  j^  -j-  6  x 180  =  14  x  -+-  y/ 

180  ,  laquelle  étant  ordonnée  donne  10  ^==3  3^6 
i8x,  &/=iSh--  if. 
Et  d'autant  que  18  eft  un  nombre  entier  ,  il  (uffit  de 
rendre  en  nombres  entiers  ^ ,  ce  qui  fe  fait  par  le  pre- 
mier cas ,  en  fuppofant  x  c=  10*  ce  qui  donne^  £=î=:  17  ^ 
&:  le  réfultant  eft  1 8  7. 
x==  10  . .  j^=^  17 

X=t=2  10.  •  J'ccrs    36 

x=30..  y=    4j 
x=  40..  jr  =   54 

^X=   50..  ;';=—    ^i 


59 i  Analyse  gênerai e, 

X  ==3  60 . .  y  ==  71 
X  ==  jo  ..  y  ==  8 1       Soit  X  ==  10 

X  ==  80  . .  /  ==  90  zoy  sŒ  3  60  —H  1 8  X 

AT 3==  90..^==  99  donne  20;^  =  560  -h  180 


Ar==  100.  ./==  108  =  H^ 

x==  iio.,^==:i  17     je  divife  540  par  10  Icquo- 
Ar=  110  .  .7==  iitf     tient  eft  tj  ==/. 
AT  =  1 5  o . .  j' ===  1 3  f 

X==a  140  .  .^  C3==  144 

X  ==*  I  yb .  .y  =^  ï  y  5  Et  ainfî  de  fuite  à  I*infini , 

x=  160  ..y^=i6i    où  Ton  trouve  que  dans  le 

X  ==  170 .  .y  ==  171    dix-huitiéme  rang  les  deux 

X  =  180../  =5=  180    nombf  es  font  égaux  s  &  en 

Dansce  I8^  rang  les  deux     effet ,  û  de  180  Ton  ôtc  la: 

nombres  font  égaux.  cinquième  partie  5  6 ,  plus  7 

qui  font  43,  &  qu'on  y  ajou- 
te la  fixiéme  partie  qui  eft  3 o ,  plus  1 3  qui  font  «ufli  43 ,  il 
eft  évident  que  le  Problème  eft  réfblu. 

On  auroit  pu  éviter  les  fraâions  ^  en  mettant  pour  le 
premier  y  x^  &  pour  le  fécond  ^^  ,  &  on  auroit  trouvé 
ZQ  2£  3  6  ;  fçavoir ,  4  pour  x^  ÔC  6  pour  j^ ,  furquoi  il  faut 
remarquer  que  10  &i:  17  font  bien  les  plus  petits  nombres 
qui-facisfont  en  nombres  entiers;  mais  que  toutes  les  opé- 
rations du  Problême  ne  font  pas  néceftaircment  en  nom- 
bres entiers ,  comme  dans  ce  cas  les  réfultans  font  1 8  ^  , 
au  lieu  qu'en  évitant  les  frayions  dans  l'opération  ^  on 
évite  auffî  toute  fraâ^ion  dans  la  réfblution  y  non  feule- 
ment à  regard  des  nombres  cherchez  &  principaux ,  mais 
aufO  à  l'égard  des  nombres  intervenans  ;  car  ce  font  deux 
fens  différens  qu'il  faut  bien  remarquer  ,  l'un  demande 
feulement  que  les  nombres  propofez  foient  entiers ,  ic 
l'autre  demande  que  non  feulement  les  nombres  propofez, 
mais  aufli  les  nombres  réfulcans  foient  entiers» 


EXEMPLE 
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EXEMPLE    IIL 

Trouver  deux  nombres  tels  que  le  premier  donnant  au  fécond 
fa  cinquième  fartie ,  c^  le  feeond  donnant  au  premier  fa 
Jixiéme  fartie  les  deux  rifultansfoient  égaux. 

Ces  deux  nombres  foient  x  &c^ ,  ou  y  x  &  6^. 
Donc  lî  H-  i^  ==i^  -4-  T  AT.  Et  multipliant  tout  par 

3 o  pour  ôter  les  fraftions ,  on  aura  i^x  -4-  yj^ z^j^ 

-J-  6x,  &c  zoy:=  i8x  cequi  donnej'ss^^.  Donc 
X  =  I  o ,  &cy  ==  9.  C'cft  la  foîution  en  plus  petits  nom- 
bres ,  mais  elle  donne  des  frayions. 

Mais  fi  l'on  prend  y  x  &  6^^ ,  on  aura  cette  égalité  4V 
H-  y  =  ^y  -H  x.   Par  conféquent  4^  c==  3  jc ,  donc 
j'==^  ,  ce  quidonnex==4,&:^==  3  5  alors  les  nom- 
bres cherchez  font  20  ==  5x4  ==  y  x  &  3  x  6  ==  5  ;c 
5==  18  qui  fatisfonc  pleinement  &  tous  leurs  multiples. 

EXEMPLE     IV- 
Pour  le  troifiéme  cas. 

Sjéivant  la  Formule  y  ==  — - —  la  même  préparation ,  la 

même  réfolution  &  le  même  Théorème  ont  lieu  comme 
dans  le  premier  cas. 

Remarquez,  qu'on  peut  toujours  transformer  ce  troi* 
fiéme  cas  dans  le  premier  ,  en  ajoutant  au  numérateur 

f  \  ainfî  ^  fe  change  dans  le  premier  cas  pofitif 


^^      — '^oxip —  q  eft  toujours  pofitif,  parce  que  par  la 

préparation  — -  q  eft  fuppofé  plus  périt  que/. 

Or  il  eft  aifé  de  choifir  entre  les  infinitez  de  valeurs  de 
X  que  la  régie  donne  par  fimple  addition  ,  une  de  fes  va- 
leurs telle  qu'on  en  puifle  ôter  ^tel  qu'il  eft,  même  avanc 
la  préparation ,  fuppofé  que/  foit  plus  grand  que  q. 
Analyfe.  yyy 


^94  AnALYSB     GENERALE, 

Far  exemple.  Soit  régalité  propofée jr  == —^ — , 


II  *  —  I 


la  préparation  me  donne  i  x  ==  — i] —  &  &  t=:  6. 


Z.  —  6 

Or ,  je  ne  puis  pas  prendre  2,  =ai  ^  pour  x ,  à  caufe  que 
divifanc  j6o  par  yo  ,  la  valeur  de  x  eftplus  grande  1 1  j, 
c*eft  pourquoi  j'ajoute  1 3  à  6 ,  qui  me  donne  19  pour  fé- 
conde valeur  qui  eft  la  première  en  cas  de  x  qui  fatisfait. 

Car  50  X  19 ytfoi=9yo y6o=  350 qui  eft 

divifiblepar  13  ,  dont  le  quotient  eft  30  valeur  de^. 

Exemples  des  Problèmes  imfoffihles  dans  le  fécond  cas. 

Premier  Exemple.  Soit  régalité^  ==  — j^. 

Bemonjhation.  Si  8  /  -H  7  eft  divifîble  par  i  o ,  d'au- 
tant que  10  l'eft  au(ïi,leur  difFérence  zy 7  le  fera  auffi, 

ce  qui  eft  évident.  Par  conféquent  fon  quadruple  %j 
28* 

Or  %y  i+-  7  par  l'hypotcfe  eft  divifiblepar  lo,  donc 
leur  difFérence  3  y  eft  auffi  divifible  par  10 ,  ce  qui  eft  ab- 
furde. 

2^.  Exemple,  x  = 

^  ,      .  de  12/ 

Opération.   ^         ^ 

^  otez    %y 


12 


difFér.  4^ 9 

multiple.  %y  —  1 8  ,  ou  %y  —  6 ,  ce  qu'il  faut 

gjr         c  remarquer 

1  y     qui  n'eft  pas  divifible  par  1 2. 
Remarque.  On  peut  &  on  doit  toujours ,  pour  abréger, 


fur-tout  dans.lcs^ands  nombres,  -diminuer  cous  îes nom- 
bres qui  furpaflentle  dénominateur,  ainfî  on  doit  mettre 
8/ 6  au  lieu  de  îj^ — ^i8. 

y  Exemple.  x  =  — 7^ — . 

.407 


Opération,     i^y  -4-  3  5 

3  6 j'  H-  I  o  j  ,  ou  -+-  1  y 


47 2.y. 

ly ?? 

70     qui  n'eft  pas  divifible  par  40*   Ainfî  le 

Problême  eft  impoflible. 

i 

SECTION    SECONDE- 

D^j  Problèmes  plus  qU ïnàétermineT^. 

SI  le  Problême  eft  plus  quindéterminé \ c'cft-à-dire, 
s'il  y  a  plus  d'une  inconnue  outre  le  nombre  des 
cgaliccz ,  alors  le  Problême  qui  étant  Amplement  déter- 
miné feroit  infoluble ,  pourra  avoir  une  ,  ou  plufieurs  fo- 
lutions. 

Tar  Exemple.  Soit  l'cgalitc  y  =  ^^        où  il  y  a  trois 

inconnues  dans  une  (eule  égalité,  qui  eft  par  conféquenc 
plus  qu'indéterminé  ,  pour  avoir  toutes  les  folutions  pof- 
Hbles ,  ayant  réduit  a  éc  pz  leur  moindre  dénomination, 
(  &  s'ils  font  premiers  entre  eux  ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 
pour  z,  tel  nombre  qu^n  voudra  )  mais  s'ils  font  com- 
pofez  ,  on  peut  prendre  tous  les  nombres  multiples  de 
leur  commune  mefure. 

Ainli ,  par  exemple.  Soit ,  i°.j  =  — - — ,  i^.  — — - —  > 

d'autant  que  13  &  13  font  des  nombres  premiers,  on  peut 
prendre  pour  z>  tel  nombre  qu'on  voudra ,  par  exemple, 
I.   X.   3.  &c.  yyyij 


59^  Akalysb  cekerale, 

en  prenant  2.  =5      i...z,ï=5      i...z,s=s    j       z^x 
on  aura -V  =8     7...  x=a    i4...Ar=:ii       ijx-H  r 

xt=3    3o...Arï=:    J7.  ..x=:44difF.io;c —  i 

x^ss    y3...Ar=   6o...Ar=:67 

x^=i    j6 . ..  Aré=    85 

x=;    99.,.xï=iotf    &c. 

X  =  1 2  L  .  . .  x  =  I  ip" 

&:c.  ôcc. 


^   on  aura 

23X 

i3xH 

-*    2 

10  A — 

-     2 

3XH 

U4 

pxH 

hli 

3X-4 

-  x 

pAT-f 

-  6 

X  — 

-  7 

ZJJf 

13  xH 

^î 

10  X- 

-3 

3x-^ 

htf 

9x-*-i% 

d'où  il  cft  évident  félon  les  différentes  valeurs  de  z  , 
qu'on  peut  prendre  pour  x  tous  les  multiples  de  7  ;  fça- 
voir  14,  21,  28, 35  y &c.  &  tous  les  cpmpofez  de  ces 
multiples  -+*  23,  ainfi  la  ptogreffion  feroit  7.  14/ 21. 
28.  3  5*  42,49.  5^.  6^.  Ôcc. 
30.  37.  44.  ji.  j8.  6^.  &CC. 

Mais  foit  fuppofé  — - —  ==J'  j  d'autant  que  34  & 

5 1  font  des  nombres  compofez  >  toutes  les  valeurs  de  z 
ne  peuvent  pas  être  prifesà  difcrétion,  mais  feulement 
la  commune  mefure  de  34  &  yi.  &  fes  multiples. 

C'eft-à-dire  que  la  moindre  valeur  dez.  eft  17  ,  puis 
34  ,  y  I ,  ^8.  &c.  ce  que  je  prouve  par  Tôpcration  méma 

Soit -j —  par  reduaion  — — 

3   AT  &  X=  1 

-  X£==  2 


2,  J^ 

..       V         X  s=  3  8c  à  tous  les  nombres  à 

^ I  l'infini 

mais  les  valeurs  de  z,  correTpondances  foac  17^  34.  jr. 
68.  &c. 


Livre    trois  ie'm  e. 
mais  pofons  3  4^ -H  iQ   l'opération         y i  x 


5^7 


yi 


donne  34^-H  lo 

ijx lO 

34^ xo 


qui  n'eft  pas  3^ 

divifiblc  par  yi. 
Or  il  cft  aifé  de  démontrer ,  que  quelque  nombre  que 
je  mette  au-deflbus  de  17  ,  d'autant  que  le  dernier  abfotu 
réfultanteft  triple  du  fuppofé  ,  le  triple  d'aucun  nombre 
au-deflbus  de  17  n'eft  divifîble  par  yi,  puifque  yi  eftlc 
triple  de  17,  &  c'eft  delà  que  je  tire  la  démonftration 
du  Théorème  ci-dcflus. 

Mais  foit  —  j'opère  deflus  tout  de  même  &  les 

valeurs  de  ;2:,font  i.  2.  5.  4.  y.  &c.  celles  de  x  font  la, 
20.  30.  icc.  ic  celles  de^  font  6.  12.  18.  24.  &c. 

23  .V 

13  X  •+•    8  z. 


10  a: 8  & 


3  X  -f-  16  z, 
9  X  H-  48  z. 


X ^6  z, 

X loz. 


Soit  enfin  -j je  cherche  la  plus  grande  com- 
mune mefure  de  34  &  de  yi ,  quieft  i7,&  je  cherche  a 
8  &  17  le  plus  petit  produit  divifîble,  &  d'autant  qu'ils 
font  premiers  ,  je  prends  z  ==  17,  &  8  ^  =  8  x  17  , 

amfila  plus  petite  égalité  clt ou — ^ — ,  donc 

la  valeur  de  x  cft  8.  i6.  24.  &c. 


j^j^ji  /// 


598  Analyse    générale^ 

.^atriéme  cas  four  la  formule  y  =3=  — - — 

H  n*y  a  jamais  qu'un  certain  nombre  de  folutions  dans 
ce  quatrième  cas ,  au  lieu  que  les  trois  autres  en  ont  une 

infinité.  Soit  l'égalité^  == — .  i*.  on  peut  le  ré- 
duire au  fécond  cas  , ajoutant -i-  13  x  au  numérateur, 


GC  qui  donne  ^  j  enfuixe  ôtant  13  de  loo  autant 


15 


de  fois  qu'il  eft  poffible ,  il  refte  — ^ — ^ 

Or  divifant  d'abord  100  par  7  x  on  trouve  que  la  va- 
leur de  X  eft  au-deflbus  de  19 ,  &  en  ré-  1 3  a: 

foudant  Tégalité ,  on  trouve  pour  6  x  -t-    5 

la  plus  petite  valeur  de  a:  ,  10  qui  fatisfait,  ^^         ^^ 

car  200 7X  io=i3oquieftdivifiblc  x 10 

par  1 3 


Les  autres  valeurs  de  x  font  23.  3^r  49.  &c.  mais  d'au- 
tant qu'elles  font  plus  grandes  que  19  ,  terrnede  la  va- 
leur ,  au-deflas  de  laquelle  x  ne  peut  pas  aller ,  elles  font 
inutiles. 


Autre  Exemple.  Soit  y  = — ,  Je  divifc  d'a- 
bord 2873  par  23  pour  avoir  la  limite  au-deffous ,  &  je 
trouve  i2y. 

Enfuitejajoute4i  xà 2.3  a:  ,  &  il  me  refte  ••i-  18;^, 

je  divife  2873  par  41 ,  &  il  me  refte  3. 

Ainfi  j'ai  l'égalité  transformée  ^-~ ,  j'opère  ainfi, 


LiyjLE    troisie'mi  S99 


41  X 

iSxH 

H    3 

36  X  H 

K     6 

l^x- 

-  6 

-  18 

3^-+ 
zx  — 

-    21 

x-t-  48 

réduit  à        x  H-    7  ou  jc  —  34. 

Cette  opération  me  donne  x=  34  qui  fatisfait ,  jV 

ajoute  41  qui  donne  une  féconde  valeur  de  x  =  yy  ^ 

&  une  troifiémex'=  ii6,qui  fatisfont  toutes  trois ,  les 

autres  valeurs  ne  fatisfont  pas  ,  parce  qu'elles  furpaffcnc 


SECTION    TROISIE^ME- 

D^^  doubles  égaliteT^  du  premier  degré. 

LEs  doubles  égalitez  fe  peuvent  toutes  réduire  à  Tune 
des  deux  formules  fuivantes ,  après  avoir  réduit  à 
même  dénomination  pour  connoître  fi  le  Problême  cft 
impoflible,  pour  ne  pas  calculer  inutilement,  il  faut  ré- 
duire les  trois  grandeurs  4 ,  ^  ,^,  à  leurs  moindres  termes 
&:  fi  les  deux  grandeurs  q&cd  nt  font  pas  divifibles  par 
leur  plus  grande  commune  mefure ,  le  Problême  cft  im- 
poflible. 

1^  a  X  ^  (f 
Formules  v  *== 

P 
-^  b  x-^  d 


P 
Si  le  Problême  eft  fimplemcnt  indéterminé  ;  c'eft-à- 


y 


^OO  AnA>LYSE     GENERALE, 

dire  qu'il  y  aie  trois  inconnues  8c  deux  égalicez  du  pre- 
mier degré  ,  on  pourra  toujours  après  les  fubftitutions 
faites ,  les  réduire  aux  formules  ci-deflus  ,  &  fi  les  de* 
nominateurs  font  difFérens ,  il  n'y  a  qu'à  les  multiplier 
en  croix ,  6c  réduire  à  moindres  termes  par  rapport  au 
dénominateur  commun^  comme  dans  l'exemple  cidef- 

lus  yj  ==  —  &C  z»  ==  — ^^-—  ,  après  quoi  il  faut 

fouftraire  continuellement  les  numérateurs  l'un  de  l'autre, 
ou  divifer  quand  il  eft  beioin  ,  jufqu'à  ce  que  vous  foyez 
parvenu  à  l'unité  ,  ou  à  un  divifeur  commun  ,  &  que 
rinconnuë  foit  évanouie. 

Divifez  enfuite  cet  abfolu  par  le  dénominateur  ,  & 
s'il  ne  le  divife  pas  fans  refte ,  le  Problême  eft  infoluble 
en  nombres  entiers, que  s'il  eftdivifible,  le  nombre  ab- 
folu accompagnant  l'inconnue  à  l'unité  ,  fera  la  valeur 

cherchée  s'il  eft ou  fa  diflférencc  au  dénominateur 

s'il  eft  ■+-. 

Exemple  i".  Soit  le  Problême  ci-deffus}'  === — ^ — 

&  z.  =  — —^ —  &:c.  on  les  réfoudra  comme  ci-deflus. 
Exemple  1^.  Soit  la  double  égahté. 

.y  <  nS  car——   <  J38. 


Z%l%y — 187726  iS77z  ^  .  j 

X  == — .y>  11  car  -g~  >  11.  Je  rends 

tout  pofitif^  ajoutant  à  la  première  fradion  1437  c^q^i 
la  transforme  en — ,  enfuite  ajoutant  à  ladeu- 

xiéme  un  nombre  multiple  de  i  y  i  prochainement  plus 
grand  que  1 87716 ,  ce  qui  fe  trouve  en  divifanc  1 87716, 
par  I  j  r ,  où  fans  avoir  égard  au  quotient ,  je  vois  qu*il 
refte  3  3 1  c'eft  pourquoi  je  transforme  la  deuxième  éga- 
lité en  celle-ci izi ,  j'ôtc  enfuite  de  73507  au- 
tant 


Livre     troisie'me.  ^oi 

tant  de  fois  143  ,  qu*il  eft  poffible,  il  me  reftc —       ^ 


&  faifant  la  même  chofe  fur — par  i  j  1  ,  j'ai  la 


deuxième  transrormce  — zt\ — 

151 

Enfin  je  réduis  à  même  dénomination — ; ,  & 

143 


,,       ,  ce  qui  me  donne       ,,,^,      ,  & \        ^^  "^ 

151        >         T     ^  2I5P3    ./        .       iJiP3 

pour  dernière  préparation ,  après  quoi  je  fais  l'opération 


Iiiy4/H-  4719 
9o6y  -+-  709(î 
X    iz 


10871^  —H  70560 

14151 


dont  }*ôte  -i^^  autant  de  fois  qu'il  eft  poffible ,  &  ici 
il  refte  64779 

21393     il  refte  donc  10373  ,  dont  la  diflférencc 
à  2.1593  eft  iiio. 


IIZO. 

ainfide  11154^  H 
~"      j'ôce       108727  — 

il  refte       2827  - 

-4719 

i8z^-t 
X3 

-  5959 

— 1220 
h  59}9 

846^  H 

h  4715» 

hi78i7 

17817 
4719 

'<îo^  — 

-  13098 
-52391 

13098 

417 

Remarquez ,  qu  on  peut  aifcment  comme  ci-deiïus  ré- 
duire tous  les  cas  à  un  feul ,  en  ajoutant  comme  il  eft 
expliqué  le  dénominateur  multiplié  par  l'inconnue  au  nu^ 
AnAlyfe.  tjz^z» 


€ot  Analyse    gehbralb^ 


niératcur,^==î^— T—^,  &  en  divifanc  rabfolu  par  Fin- 

f 

connue  ,  vous  aurez  les  limites  au-dcflus  &  au-deflbus 
derqucllcs  doit  ccre  la  valeur  défirée. 


SECTION    QJJ  A  T  R  I  E'  M  E. 

Des  doubles  égaliteT^plus  qu  indéterminées. 

NOus  avons  vu  ci-defTus  que  pour  les  égalités  fîtn- 
plcs  indcccrminées ,  il  n'y  avoit  qu'une  condition 
qui  les  rendoit  impoflibles  \  mais  pour  les  deux  égalités 
femblablement  indéterminés  ,  il  y  en  a  deux  ,  de  forte 
qu'en  général  il  y  a  la  moitié  moins  de  Problèmes  fo- 
lubies  en  nombres  entiers  dans  les  doubles  égalitez  que 
dans  les  fimples ,  &:  la  raifon  en  efl;  bien  claire ,  car  il  eft 
deux  fois  plus  difficile  de  fàtisfaire  à  deux  conditions  que 
de  ne  fatisfairc  qu'à  une  feule. 

Par  exemple,  dans  l'égalité  fimple  x==    ^^^  —  ,  il 

n'y  a  qu'à  trouver  j' tel  qu'étant  multiplie  par  19  ,  &  fon 
produit  augmenté  de  1 8  ,  la  fomme  foit  divifiWc  par 
x6. 


Mais  dans  la  double  égalité  x  = ^ — 


&  ^17^ -fi» 


il  faut  de  plus  que  le  mcmojf  multiplié  par  17  ,  &  /on 
produit  étant  augmenté  de  1 1 ,  la  fomme  foit  encore  di- 
vifible  par  16. 

Or  de  tous  les  nombres  qui  peuvent  fervir  au  prc- 
jniercas,  &de  tous  ceux  qui  peuvent  fervir  au  fécond, 
il  n'y  en  a  que  quelques-uns  de  communs  à  tous  les  deux, 


Livre     troxsib*me.  6oy 

Se  il  peut  arriver  qu*il  n'y  en  ait  poinc  du  tout  de  com- 
muns. 

Ainfî  cherchant ,  par  exemple ,  x 

%6y  19 y -\-  10        i^y 


iPj'-f'iS 


25 


I  y^  -+-  90 


x6 

(X 

Zêjf 

i7J'-i 

-    7 

9y  — 

-   7 

\%v  — 

-14 

x6y 


i9J"f-  10  x6  z6  is>^-f-l8 

jy 10  ^  '^    r,                            7y 18 

147 10  ^77  "t-    7  713                 . 

' «V ^  ^n 


yj'  -i-  2, 


5^0  2^ XO 

47 14 


7==20...^  =  2r  24  y ->  10 


7  =  4^---J'  =  47 
J'  =  7^---7  =  75 


6%9 


,^ ^^  670 

43 


Or  ileft  évident  qu'il  n'y  a  aucune  valeur  commune, 
&  même  d'autant  que  toutes  les  valeurs  fe  font  égale- 
ment par  l'addition ,  fi  la  première  valeur  ne  fe  trouve 
pas  égale ,  toutes  les  autres  feront  inégales  ;  il  n'eft  donc 
pas  néceflaire  de  faire  aucune  réduftion  à  même  déno- 
mination 5  fi  l'on  ne  veut  ,•  mais  on  peut  (cparément  trou- 
ver les  racines ,  &  fi  leurs  racines  font  les  mêmes ,  ou 
leur  différence  cft  égale  à  celle  des  dénominateurs 
réciproquement ,  ou  telle  qu'en  ajoutant  un  certain  nom- 
bre de  fois  le  dénominateur  de  l'un  à  l'une ,  &  un  autre 
nombre  de  fois  l'autre  dénominateur  à  l'autre,  lafommc 
foit  égale ,  le  Problême  eft  folublc ,  &  on  trouvera  toutes 
les  valeurs  poflSblcs ,  en  ajoutant  continuellement  à  la 
plus  petite  valeur  trouvée ,  le  plus  petit  nombre  mefurc 
par  les  dénominateurs. 


z^zz,  ij 


^94 


Analyse    générale. 


Far  Exemple.  Soit  z. 


67 


41  X 


^n 


259 


i^.  Il  faut  réduire  le  dénominaccur  à  Ton  plus  petit 
nombre  premier ,  comme  fi  j'avois  — — — ,  j'ccrirois  fim- 

plcmeiit  "777—  5  parce  que  fi  un  nombre  cft  divifiblc 

P^^  5  3  J  >  il  f^ra  auflî  divifible  par  67. 
J'opère  ainfi.    Ar==7i3. 


67  X 
47  X 


56 


zox 
40  X 


î6 

112 


2^99X  -+-  17 


7*" 

£1  X 

ZOX 


168 

504 

y6 


4IX 

194  X 


^5i 

1771 


AT 


y  60 
24 


67 
i'^^  valeur  de.v  = 
2^.  valeur       atc 


^7 


40  X 

2X 

4^ 


1771 

■14168 
1441 1 
18842 


i045 
19987  I  6(5. 

2.999 
50613     I      10* 

199 


30613 


o. 


valeurs  de  la  i".  x.  valeurs  de  la  i«.  x. 


43 
43 


43 
43 
43 
43 


67  = 

2X  67: 

JX  67: 

4X67: 
5X67. 


43 

IIO 

Z44 

311 

37» 
44Î 
yii 

575» 


2-99  ' 
x/,t99 


414 

713    TaleoT 
coinmD> 
oequiCh 
tisfait. 


LrvRB     troisie'me.  ^05 

Donc  en  multipliant  299  par  1 ,  Su  ajoutant  le  produit  à 
1 1 ,  on  aura  le  nombre  cherché. 

On  auroit  pu  trouver  la  valeur  commune  fans  in- 
dudion  ,  en  faifant  45   —h  6jx=s  iij  -+-  299^ 


Donc  X  =  ^99y-\-iiS  —  4i 

67  X=:liy 


X^ 


I99y  H-  7^ 
67 


Pour  avoir  toutes  les  valeurs  pofliblcs. 


67 

67y 

6xy^ 

H-  10 

sy- 

—  10 

—  60 

^        S  j'  -4-  65  =  va- 

715   -H    67J    l  713   -t-  199^  ^=2.1curcom' 


munc. 


D'autant  que  6j  &  zp9  font  premiers  entr'eux ,  il  eft 
^évident  que  le  plus  petit  nombre  où  ils  peuvent  le  ren- 
contrer eft  le  produit  de  67  x  199  ^  augmenté  de  715. 
Ainfî  la  deuxième  valeur  de  x  eft  7  i  3  -+-  6j  x  19^ 

ZOJ4.6. 


La  troifiémc  valeur  eft  71 3  -+-  ^^^7  x  i^fcf  =s  40779. 
&c. 

La  quatrième  eft  713  -+-  iiif^  x  ^99  &c.  6c  ainfi  de 
fuite  à  rinfini. 
67  870 

199  14T 

603  1015 

603. 


ZOO33 

^/^/r^  Exemple.  Soit  la  double  égalité  plus  que  déter- 
minée.   lZl±iZ  x==;  ;.,  &  iIi±L?  =  //. 

29  29 


•  •  • 


;&;:.;:^  /// 


6o6  Analyse    générale, 

Donc  ^—'^^  &  1L21  -       lA  •*-  jj^ 

39  ip  14^  H-  ZI/ 


5y  *y 

Or  d'autant  que  3  y  &:  19  font  premiers  ^ 

entr'eux.  Soitj^==  19  la  plus  petite  va-       ^^ -^ 

leur.  Donc  IZlAli  =  o  Hrm 

ou  llïilâJ  ==  ;?/. 

Et  d'autant  que/  peut  être  19  pour  fa  plus  petite  va- 
leur ,  U  pofant    8  /  -+-  17  a: 

yj^  -H  iy.v 


3J'-*- 

-    zx 

17  -f 

-  ija; 

^ 

-  II  AT 

V  — 

-  ^^x 

55^ 

généralement  continuez  la  fouftradion  jufqu'à  la  plus 
grande  commune  mefure  trouvée,  &  divifez  Tabfolu  par 

cette  commune  mefure ,  le  quotient  fi  c'eft fera  la  plus 

petite  valeur  poffible  en  nombres  entiers ,  fi  c*eft  -4-  fa 
difFérence  au  dénominateur  ;  mais  (i  la  divifion  ne  peut 
pas  fe  faire  en  entiers ,  le  Problème  eft  infolubU. 


Exemple.  Soit  lîllill!:,  on  trouve  12.  at— jtf,  divi- 

fant  3  6  par  11,  le  quotient  3  =>x. 

Ou  plus  facilement.  Trouvez  féparément  la  valeur  de 
chaque  membre  de  la  double  égalité  &  formez  cnfuice 
une  égalité  fimplc. 

Exemple.  Soit  l'égalité  double  i  y  x i  o  =  i8/  & 

lyx  — 9  =  19^-  Donc/ :=  I£flZlI£  &  z,  «  ILïZZi. 

Je  cherche  x  par  la  première  égalité  comme  il  fuie,  & 
enfuite  par  la  deuxième  égalité. 


LiVB.E  troisie'mb.  6oy 

Valeur  de  x 
Par  la  première  égalité.  Par  la  féconde  égalité 

I  ^x lO  lyjc 


IX 20,  ou  H-  ?  i^A-+-  3^,  ou  -4-  17 


I  2  X  -+-  48  ,  OU  -f-   20 

■  AT   -H  7=1^ 

X  — '  I  o  =  o  donc  X  =:=  1 1, 

donc  X  =  I  o. 

Les  deux  valeurs  de  x  font  10,  &  11.  Je  pofe  donc 

10  -H  2.8/ =  12  H-  i^u.  Donc/  =  iil±±. 
19^ 


9u 

\%u 4 

u  -+-  ^==18.  Donc  u  =  il ,  laquelle  valeur 
étanc  fubftituce  dans  régalité  11  -H  19  u^  on  aura  430 
ss=5  X.  Valeur  cherchée  la  plus  petite  qu'il  foit  poffible. 
Pour  avoir  toutes  les  autres  valeurs  ,  on  n'a  qu'à  ajou- 
ter ^430  le  produit  de  18  x  19,  c'cfl:  531  ;  ainii  la  deuxiè- 
me valeur  eft  96%.  La  troifîéme  1494.  &  ainfi  à  l'infini. 


SECTION   CINQJJIE'ME. 

Des  triples  &f  quadruples  égaliteT^  ft)  autres 

à  t infini. 

lo.^^^Herchcz  (cparcment  les  valeurs  de  la  première  & 
V^  de  la  féconde  ,  &  formez-en  une  égalité  réfuU 
cante ,  qui  donnera  les  valeurs  communes  y  s'il  cft  poflîblc 
pour  les  deux  égalitex  comme  ci-defTus. 


i 


6oS  Analyse  générale, 

2.'\  Cherchez  cnfuitc  la  valeur  de  la  troifiémc  égalité 
&  formcz-cn  une  quatrième  avec  Tégalité  réfultante ,  & 
c:!'?  donnera  toutes  les  valeurs  poflfibles  qui  fatisfcronc 
aux  trois  cgalitez  propofces ,  ainfi  de  fuite  s'il  y  a  quatre , 
cinq  ,  &:c.  ou  plufi^urs  cgalitez. 

RcTiarqucz,  que  lorfque  toutes  les  égalicez  ou  plufieurs, 
ont  chacune  le  même  dénominateur,lc  Problème  eft  beau- 
coup  plus  aifc,  &:  qu'on  en  découvre  plus  facilement 
rimpoinbilitc. 

■  '  I  ■  Il        ■  Il    I  ■  ■  I 

SECTION    SIXIE'ME 

Des  égxlit€%^  où  t inconnue  efi  dans  le  dénominateur. 

Exemple.  boit7==  ^^   ,  ^^  ^  donc  la  <3  153. 

Si^  =  I. . ./  114=  117 

L2.04  =  99 

Siyz==iz 474=  y  y  ...  5^4  ==37  impoffible. 

Sij'==  3 i9  4t==8i . ..  384==  7} 

Donc  I  y 03  eft  divifîblc  par  9 4 18. 

2  -H  9  Zj  ==  1^3  —  185:. 

xjz,^=:  lyi 18. 

Donc  94;r,c==ij03  -H  18  z,. 

Ccft-à-dire  qu'ajoutant  à  1503  un  multiple  de  18  ,  la 

fommc  doit  être  divifîblc  par  9. 

Or  ici,  d'autant  que  18  fe  trouve  divifible  lui-même, 
il  faut  que  I  y 03  le  foit  par  lui-même. 
Donc  4  ==  1 69. 

Preuve.    7 a  ==  1183 

153 


•  •  •  • 


^a  =  lyzr 

18 
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Livré    troisi e'm b.\  609 

— ' —  i=p  jy  çft  impoffiblc ,  parco  que  quçlquç  nopibre 

que  je  prenne  pour^ ,  y^  fera  terminé  par  y  ou  par  o  :  fi 
c'eftpar  y,donc;cx' -+-  2  =  4,  cftun  nombre  termine  par 
5 .  Donc  ôcanc  1  de  parc  Se  d'autre  xm  ;:;=»  m  ,  fera  un  nom- 
bre terminé  par  3 ,  ce  quieft  impoffiblc.  Si  y^  eft  termina 
par  o,  dç  mcqic  xx  7=  a  fera  un  nombre  terminé  par  8,cc 

qui  eft  aufli  impoffiblc.  De  même  ïlltl  ==  y  ,   car  il 

relie  1  ou  7. 

Or  9  4  -f-  18  eftdivi(îble&:  fon  multiple  auffi  par 


JZ4;  fçavoir^  iiif  ^-4-  ii3x  p=s^  "î..^  a  peu  près  qv 
plus  grand.  Donc  44  Hh  xip  &  fon  multip^ç  par  11^ 
==  17  8= 


Soit  ^-j^qi^  .=/. 

5x^7=;^  j.  Donc  *  4  =55=5  a 84 — 8 

4;^=s{}8. 

Soit  ?:i:±:?|?. 

Donc  par  transformation  i 4  •+•  9z,=^$09  —  8^  — t 
Danc    17^5==^  8^^  Si/  =  i. 


mmm     w  ■  *  / 


za=s  po9 —  8 
Si/ =4 


^7  x4-f-9<f<=:eo«'>-Xi( 

9 -ï^ -H 8/ =74-1-905  Si/ «3 

^°^""  !-^  *4H-i54ï=!909  — Z4 

j^-jT^  transformée  t4Hh6}/it=po^ — ^4 

,     7^-^909  0U^07-J«-t 


J»*Hh8  ^^4  =  84^ 

4s=3   I^ 


Anàlyfii 


4444 


.  I 


^lO  AmALTSB      GEKEKALl, 

donc  8  X  -H  y  =   ~^. 

Il  faut  prendre  garde  exaâemenc ,  que  les  multiplei 
peuvent  être  diyifibles  fans  que  le  iîmple  le  Toit. 

REMARQ^UE    GFNE'RALE, 
Sur  les  FKûhlemes  plus  que  déterminez,. 

Les  Problêmes  plus  que  décerminez  (ont  ceux  où  il  y  a 
plus  d'équations  formées  fur  les  conditions  du  Problème 
^u'il  n*y  a  de  lettres  ou  de  grandeurs  inconnues  >  de  forte 
que  la  même  grandeur  inconnue  fe  trouve  feule  ,  mais 
avec  d*aûtfés  grandeurs  connues  dans  deux  ou  pluficun 
équations  différentes  où  elle  fe  trouve  élevée  ,  ou  au 
même  degré  ou  à  àQ%  degrcz  différens. 

Comme  nous  avons  eu  befoin  de  réfoudte  ces  fortes  de 
Problêmes  dans  la  Méthode  d*apptoximatiôn  pour  trou- 
ver une  valeur  ratiônelle  de  x  en  comparant  le«  deux 
fommes  alternatives  ;  on  peut  voir  ce  que  nous  avons  dit 
fur  ce  fujet  dans  la  première  Seâion  dtt  ftreoad  Livre, 
depuis  la  page  334Jufqu'àlapagC3p4^  hL  fixt^^toutdansle 
Théorème  fondamental  page  349. 

Nous  avons  donné  deux  Méthodes  fie  tious  les  Mcas 
appliqué  aU  même  exemple  ^  ce  qui  fuffît,  mais  noUs  avons 
ajouté  ici  ce  titre  pour  ne  rien  oublier  des  trois  pipeces 
des  Probîêmes. 

CONCLUSION. 

'  Npùs  avons  donné  dans  cette  Analy fe  la  réfokjtimi  cb 
aonibres  entiers  de  tousles  Problêmes  detous  les  ^nrest^ 
de  tou^  les  degrez  dans  les  cas  où  eela>eû  poflible. 

Et  dans  les  cas  où  cela  n'efl:  ^as  poflible  par  la  nature 
de  la  chofe  ,  comme  il  arrive  dans  les  Problèmes  déter- 
mine^ l^ui  fc  réduifent  à  des  équations  dont  les  racines 


font  irrationcllcs  >  lefquelies  ne  peuvent  s'exprimer  exac- 
tement par  aucun  nombre,  mais  feulement  par  deux  nom- 
bres confécutifs  approcher  l'un  par  excis  &  l'autre  par 
défaut  y  nous  avons  donné  trois  Méthodes  faciles  pour 
trouver  les  fériés  infinies  les  plus  promptes  &  les  plu^  con- 
vergentes qui  foient  polfibles  ,  dont  chacun  des  termes 
finis  dbnnent  cette  approximation  la  plus  approchée ,  SC 
la  plus  approchée  à  l'infini  avec  la  moindre  dilfcrencc 
poffible^  &rinfinitiéme  terme  foit  de  la  ferie  par  excès  ^ 
foit  de  la  férié  par  défaut  donneroit  exaârement  la  racine 
défirée  s  s'il  étoit  poifible  de  rexptimer  en  nombre  queU 
conque. 

Car  tous  les  Problêmes  en  général  de  tous  les  degrez  à 
rinfini  fe  réduifent  à  quatre  genres ,  qui  font  déterminée, 
plus  que  déterminez  ,  indéterminez ,  plus  qu'indéter^ 
minez. 

i^.  Les  Problèmes  déterminez  que  l'on  nomme  auflSi 
les  Equations  ;  ce  font  les  Problêmes  où  il  n'y  a  qu'une 
fente  inconnue  &  une  feule  fohicion  dans  le  premier  de* 
gré ,  deux  folutions  dans  le  fécond  degré ,  trois  folutions 
dans  le  troifiéme  degré  $  c'eft^à^dire  que  ces  Problêmes 
ont  un  nombre  déterminé  de  folutions  égal  à  l'expofanC 
de  la  haute  puiflance  de  l'inconnue  ic  jamais  davantage» 

Or  nous  avons  réfolu  tous  ces  Problèmes  dans  les 
deux  premiers  livres  de  cette  Analyfe  dans  tous  les  c*% 
puifque  nous  avons  donné  plufieurs  Méthodes  dans  le 
premier  livre  pour  réfoudre  les  Problêmes  déterminez , 
ou  les  équations  de  tous  les  degrez  à  l'infini ,  dans  Id 
premier  cas  où  les  racines  font  rationelles  ,  foit  réellel 
foit  imaginaires. 

Le  fécond  cas  eft  celui  où  les  racines  font  irration- 
nelles y  foit  réelles  ,  foit  imaginaires  ,  c'eft  le  fujet  dû 
livre  fécond  qui  contient  trois  Méthodes  pour  trouver 
ces  racines  irrationelles. 

Le  troiuéme  livre  donne  dans  les  trois  premières 

aaaa  ij 


^12^  AHAlYSE     ÔENËRALE, 

fedions  la  réfolution  des  Problèmes  indctermiâcz  ^ni 
£ont  le  croi(îéme  genre  des  Problêmes  ^  ce  font  ceux  qui 
ont  une  îilfinicé  de  réfolutions  poflibles. 

30»  La  quacriéme  Scftion  du  troifiéme  livre  donne  la 
réfolution  des  Problèmes  plus  qu'îndécerminez^  qui  fonc 
le  quatrième  genre  des  Problèmes  5  les  Problèmes  plus 
qu*indcccrminc;&  font  ceux  qui  fe  réduifent  à  plufieurs 
égalitcz  ^  dans  lefquellcs  il  n'y  a  qu'une  condition  qui  les 
rendimpoflTiblesi  mais  au  contraire  les  Problèmes  plus 
qu'îndccerminez  ^  fe  réduifent  à  des  égalitez  où  il  y  a 
deux  conditions  renfermées  qui  leâ  rendent  impoffîbles^ 
&  cependant  il  y  a  une  infinité  de  folutions  poffibles 
dans  ces  deux  genres  de  Problèmes  ^  Ôc  c'eft  en  cela  qu'ils 
font  iadéterminez^ 

.  40»  Les  Problèmes  plus  que  déterminez  qui  font  le  fé- 
cond genre  des  Problêmes  font  ceux,  dont  le  nombre  det 
folutions  efl  non-feulement  déterminé ,  en  quoi  ils  Con- 
viennent avec  le  premier  genre  de  Problèmes-,  mais  outre 
cela  ils  renferment  une  condition  qui  reflraint  le  nom<^ 
bre  des  folutions  à  une  feule  ^  rendant  les  autres  impof* 
fibles ,  donc  le  nombre  égaleroit  l'expofant  de  la  haute 
puifTance  de  Tinconnuë  ^  fans  cette  nouvelle  condition, 
qui  change  leur  nature,  6c  qui  d'un  Problème  détermi* 
lié  )  fait  un  Problême  plus  que  déterminé  &  le  refhaint 
à  une  folution  unique* 

Comme  nous  avons  expliqué  fort  en  détait  ce  qui  con^ 
cerne  ce  fécond  genre  dans,  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous- 
nous  contentons  d'une  feule  remarque  générale  fur  la  fin^ 
page  610 ,  pour  avertir  les  endroits  oà  ce  détail  efl  ex^ 
pliqué. 

,  Ainfi  cette  Analyfe  générale  contient  dds  Méthodes 
pour  réfoudre  tous  les  quatre  genres  de  Prdbicmes,  ce 
qui  comprend  tous  les  Problèmes  poffibles ,  8c  c'cft  tout 
tout  ce  qu'on  peut  défîrer  fur  ce  fujet^ 

E  I  N. 
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